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Beweis  des  Fermat'schen  Satzes 
von  cter  Unmöglichkeit  der  Gleichung  #"4.  y"  _  a' 

für  rationale  Zahlen  und  n  >  2. 


Von 


6.  Korneck, 

Oberlehrer  am  Progymnasinm  zu  Kempen  (Posen). 


Vorbemerkung. 

Ferraat  bat  auf  den  Rand  des  von  ihm  benutzten  Exemplars 
Ton  Diopbants  Arithmetik  zur  8ten  Aufgabe  des  zweiten  Buches, 
die  von  der  Darstellung  einer  Quadratzahl  als  Summe  zweier  Qua- 
drate handelt,  folgende  Bemerkung  geschrieben:  „Dagegen  ist  es 
ganz  unmöglich,  einen  Kubus  in  zwei  Kuben,  ein  Biquadrat  in  zwei 
Biquadrate  und  allgemein  irgend  eine  Potenz  ausser  dem  Quadrat  in 
zwei  Potenzen  von  demselben  Exponenten  zu  zerfallen.  Hierfür 
habe  ich  einen  wahrhaft  wunderbaren  Beweis  entdeckt;  aber  der 
Rand  ist  zu  klein,  ihn  zu  fassen".  (Wertheim,  Uebersetzung  des 
Diophant  Seite  52). 

Der  erwähnte  Beweis  findet  sich  in  Fermats  Werken  nirgends 
vor,  und  alle  Versuche,  die  obige  Behauptung  allgemein  zu  beweisen 
waren  bisher  vergeblich. 

In  Folgendem  wird  nun  ein  solcher  Beweis  geliefert. 


S  1. 
Wir  nehmen  an,  es  gebe  zwei  rationale  in  den  kleinsten  Zahlen 
ausgedrückte  Brüche  -  und  -.  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Summe 

C  (l 

Arch.  d.  Math.  u.  Pbyg.  2.IUihe,  T.  XIII,  1 


2  Kor  neck:  Beweis  des  Fermat  sehen  Satzes. 

ihrer  nten  Potenzen  wieder  eine  nte  Potenz  ztl  sei.    Die  Nenner  c 

nnd  d  mögen,  falls  sie  nicht  relativ  prim  sind,    den  gemeinsamen 

Teiler  /  haben : 

c  —  efy    d  —  fg 

alsdann  mnss  der  den  Wert  z  darstellende  Brach  den  Nenner  efg 
haben.    Man  hat  also : 


(!)"+(/,)-=Ct,) 


Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  (cfg)n,  so  erhält  man 

(ag)H+(be)H  =  h* 
ag,  be,  h  sind  nun  ganze  Zahlen;  wenn  also  die  Gleichung 

für  rationale  gebrochene  Zahlen  möglich  ist,  so  muss  sie  auch  für 
ganze  Zahlen  möglich  sein.  Wir  können  deshalb  bei  der  weitem 
Untersuchung  für  #,  y,  z  ganze  Zahlen  voraussetzen. 


§2. 
Hätten  in  der  Gleichung* 

xH  -4-  yn  ■»  zH 

zwei  der  Zahlen  den  gemeinsamen  Teiler  t,  so  müsste  auch  die  dritte 
Zahl  durch  t  teilbar  sein,  und  der  Factor  tn  könnte  durch  Division 
entfernt  werden. 

Daraus  folgt,  dass  entweder  alle  3  Zahlen  x,  y,  z  durch  w  un- 
teilbar sind,  oder  dass  eine  durch  n  teilbar  ist,  und  die  beiden  an- 
dern unteilbar  sind. 

§3. 

Wir  beweisen  nun  zuuächst  folgenden  Satz: 

„Sind  n  und  k  relative  Primzahlen  und  durch  keine  Quadrat - 
„zahl  ausser  1  teilbar,  so  ist  die  Gleichung 

nx*-\-ky*  —  «« 

„bei  ungeradem  n  in  gauzen  Zahlen  lösbar  und  jeder  Wert  von  x 
„ist  durch  n  teilbar." 

Beweis:  Wenn 

na:2-f-fcy8  —  zn 

so  ist  auch 


I 

I 
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l/nx%-\-1cy*  «-  z    oder 


Vacyn-fyV-ifc  .  VxVn  —  y  V—  jfe  —  z 

Da  jede  Wurzel  einer  complexen  Zahl  ebenfalls  eine  complexe  Zahl 
ist,  so  kann  man  setzen 

» 

VxVn±yV^k  =  a±ßi 
und  man  erhält 

1)    xYn±yVzrk  —  ("±ßt)H    und 

Führt  man  in  Gleichung  1)  die  Potenzirung  aas  and  setzt  die 
reellen  Teile  der  beiden  Seiten  sowie  die  imaginären  gleich,  so  er- 
giebt  sich: 

ryn  —  a«  —  wÄa«-20*-f  n4a«-*04-- n6a«-*P6-f-  .    .    . 

n—1 

.   .  .+(-1)    2   na/J--1 

n-1 

2 
y  V*  —  n  a*-*0  —  «3 a«-308+n6a«-*06  —  n,  ft""7/*7 +...+(— 1)         0* 

Setzt  man  nun 

a  —  jl  Vn    und    0  —  9  V  Jb 

so  erhält  man  die  3  Gleichungen: 

n— 3  h— 5  n— 7 

3)     x=*nl\n    2     A»-*  —  n,n  a*-«y*+n4n         Jb»*»"6?4 

n—1    n — 1 


-  .    .    .  +  (-1)  h 

n  —  1  n  —  3  n  —  5 


2  • a  <-] 


4)  y  —  «plihfi    2     A—1  — ti3n    2     ifcA»«-8yt  +  n6n     2    fc*;i»-V 

n  —  1    n — 1         _ 

-  .    .    .  +  (-1)    2      Ä:    2    9— Vi 

5)  *  — nA*-}-*?* 

Wir  haben  also  die  3  Unbekannten  a?,  y,  2  als   Functionen  der 
beiden  Unbekannteu  A  und  <p  dargestellt.    Alle  möglichen  ganze u 
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(positiven  und  negativen)  Werte  von   X  und  <p  liefern  für  *,  yy   * 
ganze  Zahlen,  und  wie  Gleichung  3)  zeigt,  ist  dann  x  durch  n  teilbar. 

Da  aber  möglicherweise  auch  gebrochene  oder  irrationale  Werte 
von  X  und  9  für  0,  y,  %  ganze  Zahlen  ergeben,  so  ist  zu  unter- 
suchen, ob  dann  ebenfalls  x  durch  n  teilbar  sein  muss. 


Man  setze 


X  —  y-    und    <p  —  — 


(8,  t,  17  ganze  Zahlen,  6  und  17  relativ  prim),  so  geht  Gleichung  5) 
über  in 

Es  müsste  also  n  durch  d*  und  k  durch  17*  teilbar  sein.  Nach  Vor- 
aussetzung sind  aber  n  und  h  durch  keine  Quadratzahl  ausser  1 
teilbar,  folglich  ist  6  —  tj  =  1.    Man  erhält  also: 

•  -   £*  +  €* 
Wäre  nun  e-nO  möglich,  so  hätte  man 

und  in  Gleichung  3)  wäre  x  nicht  durch  «  teilbar.   Man  erhält  aber 

iL  .    *£ 

folglich 

und  es  müsste  k  durch  n  teilbar  sein.  Da  dies  nach  Voraussetzung 
unmöglich  ist,  so  kann  $  kein  Vielfaches  von  n  sein,  und  es  bleibt 
also  x  auch  für 

durch  n  teilbar,  und  zwar  auch  wenn  y  und  £  irrational  sind. 


§4. 

Aus  xn-\-yn  —  *"  folgt 

Die  Division  von 
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durch  2-r-y  and  S  ergiebt  ny»~l  als  Rest.  Haben  also  *— y  und  S 
einen  gemeinsamen  Teiler,  so  mnss  auch  der  Best  ny*~l  durch 
denselben  teilbar  sein.  Da  aber  x  und  y  relativ  prim  sind ,  so  kann 
der  gemeinsame  Teiler  von  «— y  und  nyH~l  und  deshalb  auch  von 
Snur  n  sein. 

Wenn  also  in  der  Gleichung 

(*—  y)S  =  x» 

die  Zahl  x  durch  n  unteilbar  ist,  so  haben  z-y  und  S  keinen  ge- 
meinsamen Factor,  und  infolge  dessen  muss  sowol  z — y  als  auch 
S  eine  nte  Poteuz  sein. 

§5. 
Es  sei  nun  x  durch  «  nicht  teilbar,  a— y  —  2*,  8  —  r»,  so  ist 

05  —  qr 
Ist  ferner  z-f*y  —  p,  so  hat  man 

*«— *  +  «"»    2y— p  — g",    2x  =  2qr 
Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

(2z)»-(2y)«-(2a:)« 
so  erhält  man: 

(p  +  ?M)"  —  (p  -  2*)*  —  (2gr)*  —  2»q»r» 

Für  eine  ungerade  Primzahl  n  erhält  man  durch  Ausfuhrung  der 
Potenzirung  und  Division  durch  2qH  (wenn  na  —  nq>a) : 

»P"~1-f-y8*P,l~8£2"  +  9Pd,,J,M""ö24w-h  •  •  • 
Dafür  kann  man  schreiben 

Alle  Glieder  der  eiogeklammerten  Summe   sind  mit  Ausnahme  von 

g»(*-s)  durch  n  teilbar;  folglich  ist  die  Summe  selbst  nicht  durch  n 

teilbar.    Bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  hu*,  so  dass  u  —  1,  wenn 

die  Summe  keinen  quadratischen  Factor  enthält,  so  erhalten  wir  die 

Gleichung 

npH-i  +  ku*^»  —  2»-^" 

in  welcher  k  weder  durch  n  noch  durch  einen  quadratischen  Factor 
teilbar  ist 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2»+*,  so  ergiebt  sieb: 
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Setzt  man 

n+1    n  — 1  n+1 

2  2  2 

2  p  -»  a,      2  ug*  «=»  #,    4r  — ■  c 

so  erhält  man 

nat-^-kb*  =  c* 

Weil  nun  k  weder  durch  n  noch  durch  eine  Quadratzahl  teilbar 
ist,  so  würden  die  Zahlen  a,  &,  c  eine  ganzzahlige  Lösung  der 
Gleichung 

ergeben,  und  es  mttsste  nach  §  3.  a  durch  n  teilbar  sein. 

n  +  1     t^-J. 

2  2 

Da  a  =2         p        ,  so  müsste  also 

v  —  *+y 

durch  n  teilbar  sein.  Da  in  der  ganzen  Entwickelung  dioses  §  die 
Vertauschung  von  y  und  x  nichts  ändert,  falls  auch  y  als  unteilbar 
durch  n  angenommen  wird,  so  mttsste  auch  z-{-x  durch  n  teilbar 
soin. 

§6. 
Weil  in  der  Gleichung 

sein  muss,  so  kann  man  setzen 

ar-f-y  =  «-J-*    und    (aJ+y)"  —  («  +  *)" 
Man  erhält  also 

xn  -f-  n  b*-1  y-J-qpf  n«,,"~2y*+<r3  na:H"8y3+ .  . .  4-<Pln£ty•-2-}-rMy•-1-f-y• 

Da  nun 

so  ergiebt  sich 

(*»-ly—zH-1s)  +  q>s(xH-2y*-z»-26*)  +  <pz(zn-*y*--z»-*s*)-\-  .  .  . 

+<M*V~2— «,«w->)+(^H-1— 2«"-1)  —  - 

Es  muss  also 

*  «=»  *+y — * 
durch  n  teilbar  sein. 
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§  7. 

Wir  erhalten  also  bei  der  Voraussetzung,  dass  keine  der  Zahlen 
x,  y,  *  durch  n  teilbar  sei,  für  eine  ungerade  Primzahl  n 

1)  *+y         1 

2)  2-f*x  }    durch  n  teilbar 

3)  *+y  —  *  J 
Folglich  müssto 

durch   h  teilbar   sein.    Für  »  >  3  wäre  also  z  und  infolge  von  1) 
und  2)  auch  y  und  x  gegen  die  Voraussetzung  durch  n  teilbar. 

Infolge  dieses  Widerspruchs  ist  die  Gleichung 

a:«-f  y»  «  zH 

für  3  ganze   durch  n  unteilbare    Zahlen   unmöglich,   wenn   n  oine 
Primzahl  und  grösser  als  3  ist. 

FQr    n  —  3   ist  die  Annahme ,  dass  alle  3  Zahlen  durch  3  un- 
teilbar seien,  nicht  möglich;  denn  es  ist 

s-j-y  —  z  —  3u,    also 

Ä-J-y  «,  a-f  3u,    folglich    (s+y)3=(*+3tt)8 

Daraus  folgt 

*y(*+y)  =  3u(a*+9«u4-9Mf) 

Es  muss  also  entweder  x  oder  y  oder  x-\-y  und  damit  *  durch  3 
teilbar  sein. 

§8. 

Setzen  wir  aber  eine  der  Zahlen  als  teilbar  durch  n,  die  beiden 
andern  als  unteilbar  voraus,  so  muss  in  jedem  Falle  eine  der  Zahlen 
x  und  y  unteilbar  sein.  Es  sei  entweder  y  oder  z  durch  n  teilbar, 
x  also  unteilbar;  dann  ist  nach  §  5.  «+y  durch  n  teilbar,  und  da 
entweder  z  oder  y  nach  Voraussetzung  teilbar  ist,  so  müssten  beide 
Zahlen  z  und  y  und  deshalb  auch  x  durch  n  teilbar  sein. 

Es  kann  also  für  eine  ungerade  Primzahl  n  die  Gleichung 

xn-\-yn  —  zn 

auch  nicht  möglich  sein,  wenn  eine  der  Zahlen  als  durch  n  teilbar 
vorausgesetzt  wird. 
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§9. 
Da  es  also  koine  rationalen  Werte  giebt,  welche  der  Gleichung 

genügen,  wenn  n  eine  Primzahl  und  grösser  als  2  ist,  so  ist  die 
Gleichung  auch  für  jeden  Exponenten  unmöglich,  der  ein  Vielfaches 
einer  solchen  Primzahl  ist;  denn  die  Gleichung 

kann  geschrieben  werden 

(*a)"+(ya)"  —  (*")" 

und  da  es  für  *°,  ya,  z«  keine  rationalen  Werte  giebt,  so  kann  es 
auch  für  x,  y,  z  keine  geben. 

Es  bleiben  also  noch  die  Exponenten,  welche  Potenzen  von  2 
sind,  zu  betrachten.    Da  sie  durch  4  teilbar  sind  und  die  Gleichung 

geschrieben  werden  kann 

so  bleibt  nur  noch  die  Unmöglichkeit  von 

zu  beweisen. 

§  10. 
Soll  die  Gleichung 

a^+y*-**    oder    (**)*+ (y,)f  -(«*)* 

für  ganze  Zahlen  gelten,  so  kann  man  setzen 

Aus 

x*-f-  3*  =  p*    und    *'  —  p*-\-q* 

folgt,  dass  p  und  *  ungerade,  9  gerade  und  deshalb  *  ungerade 
sein  muss.  Da  p  >  x;  z  >  p  und  die  Differenzen  p— «,  a— p  ge- 
rade sein  müssen,  so  kann  man  setzen 

p — x  —■  2u,  0  — p  —  2© 
folglich 

x  —  p  -  2u,  *  =  p  -f-  2» 
Man  erhält  also 

x%  =  p4 — 4pt*4-4u*  -p>-g«   und   «*  =  pf+  4pü-t-4üf  —  p*+g* 

Daraus  folgt 
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4pu — hfl  —  g1    nnd    Apv-\-h>%  —  g* 
Mithin  ist 

pu — u*  — •  pv  -}-  v * 
und  deshalb 

p  —  

Da  />  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  nnd  us-f-t?s  nicht  durch  u  —v  teilbar 

ist,  so  mus8 

u — v  —  1,    also    «  =  l-f-t> 
sein.    Folglich  ist 

p  —  l+2v+2v* 
und  man  erhält 

q*  -  4«<l+3t>+2»*)  -  4*(*+l) (2ü+1)  =  2»(2*+l)(2»-f-2) 

Das  Prodnct  der  3  aufeinander  folgenden  Zahlen  2t>,  2v-{-l,  2t? -f  2 
kann  aber  niemals  ein  Quadrat  sein;  folglich  ist  q  irrational  und 
Bregen    y*  —  2pq    auch  y. 

Daher  ist  die  Gleichung 

iflr  rationale  Zahlen  unmöglich. 

„Die  Fermat'8che  Behauptung,  dass  keine  Potenz  mit  Ausnahme 
„der  zweiten  die  Summe  zweier  Potenzen  desselben  Grades  sein 
,kann,  ist  somit  für  alle  möglichen  Fälle  bewiesen." 


10  Davids:  Dreizehn  Auflösungen  des  MaffaUC  sehen  Problem*- 


IL 


Dreizehn  Autlösungen  des  Malfatti'schen 

Problems. 


Von 

C  Davids. 


Aufgabe.  „In  ein  gegebenes  Dreieck  DEF  3  Kreise  zu  be- 
schreiben, so  dass  jeder  dieser  Kreise  2  Seiten  des  Dreiecks  berührt 
„und  die  3  Kreise  sich  auch  gegenseitig  berühren". 

I.  Auflösung. 

(Vervollständigung  eines  ton  Crelle  mitgeteilten  Versuchs  einer 

Auflösung). 

Es  seien  die  Halbmesser  der  gesuchten  Kreise  x,  y,  s,  Figur  9. 
Man  hat  nun  (wenn  8t  Inkreisradius,  /,  mt  n  Projectionon  der  Eck- 
radien u,  v,  w  auf  die  Seiten  d,  e,  /) 

aber  auch 
also 

ebenso 

_     >    Grundgleichungen 

«3t  —  lx  +  nz  -|-23l  V** 
/9t=  to-mH-29lV^ 
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Da  nan 

ulmd  «  v*le 

ist  (Form.  175);   so  maltiplicire  man  die  erste  Gleichung  mit  u*m 
und  die  zweite  Gleichung  mit  t?*2;  man  erhält: 

u*mdft  «  u*m{my+nz+^^yz) 

also 

2)     .    .    .  u*m*y  +  u*mnz+u*mmVtf*  =v*Pz+v*lnz  +  2v*mYxz 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  %  in  dieser  Gleichung  so  zu 
verteilen,  dass  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  ausgezogen 
werden  kann.  Wenn  die  z  der  rechten  Seite  auf  die  linke  Seite  der 
Gleichung  gebracht  werden,  so  ist  der  Coeföcient  alsdann 

**mn— v*ln  =.  Wfe  —  Wfd  -  9t*tt*-9tft>*    (Formel  179,  186) 

Hierdurch  verändert  sich  die  Gleichung  2)  in 

3).    .    .  ^m^+^uh  +  2^u2mY^^v2lix+niv9z  +  2^vHY*~» 

Also 

umVy+Mu  Vm  —  vlYx-\-9lv  Vz 
Oder 

4).   .   .   .    u(mVy+9ty*)  — »(JV*+9iVe) 

Ebenso 

v(n  V*+  9*  V«)  =  u>(m  Vy + 9t  V*) 

w(l  Vx+VlVy)  -  u(nYz+my  y) 

Wird  nun  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  w  und  die  dritte  mit  v 
multiplicirt ;  so  erhält  man 

utcmVy-^-iutD — i?tü)9lV*  =  vwlVx 

uvn  y«-j-(ttt>  —  vw)$iyy  —  vwl^x 
also 

5).    .    .  (mueo-j-rtrJR  —  uvfH) Vy  =  (nttü-f-t>tc9t — utflStjy* 

ruw  =  umn — 9ft*u 
(mw+wn  —  8fr—  9t*)Vy  —  (nü  +  mn—  9tu>  —  91»)  V* 
Ebenso 

6).   .   .  (Jt>+Zm— {Hu  —  JR,)y*  =  (wtt  +  Z»»— 8lü-9l*)Vy 

Oder 

W«i+ü  —  81)  —  »l(SR+ tt  -  0]  V* 

-  [m(J-f-tt-9l)—  »(«+v-m)]yy 
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Nun  ist 

ffl  +  u  —  l:  9i+t>-m  ~  l(m+v-$l):m(l+u  —  SR) 

also  auch 

Daher  ergiebt  sich  aas  Gleichung  6): 

Anmerkung  1.    Man  kann  die  erste  Grundgleichung  auch  mit 

mute 

•""  UFT 

und  die  zweite  mit 

l'vw 

multipliciren ;   dadurch  erhält  man  ebenfalls  die  Glei- 
chung 2). 

Anmerkung  2.    Setzt  man  in  die  Gleichung  5) 

muw  -»  3ive    und  nuv  —  $lwf 
so  kommt 

«*(/+«*— «0  V«  =  «(<*-{- 10 —  t>)V« 

Um  nun  auf  Gleichung  7)   zu  kommen,   benutze   man 
Formel  373. 

Anmerkung  3.  Die  Gleichung  7)  findet  sich  in  einem  Buche 
von  Grelle  (aber  nicht  abgeleitet).  (Mathematische  Auf- 
sätze und  Bemerkungen,  Berlin  1821).  Eine  bessere 
Ableitung  der  Gleichung  7)  aus  4)  folgt  in  Anmerkung  13. 

Von  nun  an  können  verschiedene  Wege  eingeschlagen  werden. 

a.    Erstes  Verfahren. 

dJR  -  my+ns+fHYp+mYw  (1) 
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^       [9t(8t+t>-m)+m(9t+w-n)1      M+u-Q* 

9t+w-n  *    ($R-J-„_m)»* 

.    [»(«+«>-»)+*(%+»  -  «Ol      (St+tt-Z)» 
"*"  9»-H»-t»  •  (SR-f-«,-,,")!*  (7) 

rm.«  |  x  ,   (81+«— »»)(»+»»— SR)    „  . 

431  "■■ 


.    m 

(*4^-m)(*+u,-,,) 
(*+»-»0(*+»-*) 


»* 


trfjf  -  [2*M-2»»»+2»n  -  WMw, 

~^       (*+t>-tiO(*+*>-n) <*+«-« 

dÄt_  f { 

(*-f  t;-m)(*+tc  -n) 

M_P-*H-«]-(«+«-*flg 


8)  .   •   .  g 


2*1  (*+«-**)(  *-fu>—») 

(9H-9-m)(JK+t0— n) 


2(«+u— /) 


Nach    dieser   Gleichung   kann    leicht   eine  Construction  aasgeführt 
werden.    (Erste  Constr.) 


ß.    Zweites   Verfahren. 

Wird  von  der  Snmme  der  zweiten  und  dritten  Grundgleichung 
die  erste  subtrahirt,  so  erhält  man: 
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«4-u— i 
V xv  "■  an x 

V**  -  *+„-n* 


(7) 


V; 


y» 


(tt-fu-/)» 


2/Ä=r 


(tft-J-t;-  m)(lK  +  w  — n) 
—  2« 


(«+u-/)3 


J  — 


(**+*— m)  («+u> 
(ft  +  tt-Q(9E  — u+Q 


=*] 


a? 


2(u—  /) 


10) 


2(t*-Z)  * 


L  2(u-J)    "f 


91 


+ 


tt 


Ä-|-tj  —  m    '    M-^-w  —  n 
«(«e+f»-/) 


v-n)J 


K(9t 


oder 


Nun  ist 


+/)(»+  ü— m)(«+w-  n)=  /(»— tt-H)(*-f-t>— ro)(*+u> 

+2«(t»-Z)(Ä+w?-n) 
-f-2H(t*-/)(tt-ft>-ro) 
— 2«(u— l)(tt+u  -J) 

—       «»  \ 

—  «*(/  +ro  -f  n) 
-J-  Ä(«  v  -f-  u  w  -f- t>  w  ) 

-J-  ^  (/  w*  -J- 1  n  -f-  m  n) 
-f-  ft>  «0  -f-  m  u  w  -f-  u  t*  v 
— umn  —  Wn —  wlm 

—  uvw 
-\-lmn 

— 2*(u-/)* 


-•> 


daher  heben   sich    die  fünfte  and   siebente  Reihe   gegenseitig  auf. 

Ferner  ist 

Imn  —  «2(/+m  +  n) 
und 
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»(/m+Jw-f tan)  =  W+uvtc        (F.  357) 
Die  Vereinfachung  ergiebt  also 

«(81— M-f^(K.t*—»)(*-H — *)  —      2S* 

+  **(u+v+u>) 
-J-  Ä(t«v  -}-  tna  -f-  vw) 
—  (umn-^vln-^wlm 

—  2«(u—  0« 
Ferner 

wmn  =  **«>-{-«*«        (F.  199) 
also 

Also 

*(*  —  u+0(9e+»  —  w)(Ä  +  tr  —  n)  =  [2Ss  —  2H(u-J)*]s 

(«  —  ti  +  I)(»+r-m)(»  +  w  —  n)  =  2(*  +  u-0(9t  -  w+/)ar 

(»  +  g-m)(a+ig-n) 
*  ~"  *(*  +  *-/) 

y.    Drittes   Verfahren. 
Es  werde  hier  von  Gleichung  9)  ausgegangen 

2KZ  —  2&-f-2Ä  Vxy -f  2*  Viö*  —  2^Vyi 
(B  +  F-^fr+ig-»)    — 

11)  .    .    .  (*-ft*-/)f2ZÄ*  »  [2/(Ä+t>— ro)(*-fu>-n) 

+2)K(df4^-/)(«+ü--i»-f»-fM,-n-(»e-f-t*-0)]l/J^ 

_  («+«-Q(»+l—0 
IN 

(»+t*-0  .  2W«  -  [(«+*-»)  (*+t>-m)(*4^--n) 

+2«*(iR+t;-fw-ti+/-m-n)n/^ 
(*+*-/)  .  2Z**  ==  [2SC»(w-v-tr+/+m+n-») 

+2Ji*('M-|-v+w-u+^m    ti)>/^ 
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(H  4-  tt  _  l)  2m*  =  491« l  Y& 
12)  .    .    .  2Vy*  —  H-f-u-Z 
Jetzt  kann  man  durch  Gleichung  7)  ohne  Mähe  Gleichung  8)  erbalten, 


ö.    Viertes  Verfahren. 

{M  +  u  -l)Vxy  —  0K+t>—  m)y  Ki) 

Ebenso 

(3t -{-t>  —  w)")/xy  «=»  (Ä-f-t*  —  l)x 

subtrahirt 

(u — /  —  v-\-m)\/xy  —  (Ä-j-t* — m)y— (Ä-|-«— 0^ 
(tt-/-t>-hn)2»yjry=  (2K*-f  29te-2ffm)y  -(2»*-f-2»w— 23?/) \>* 

Nun  ist 

2ÄV*y-/H-te-t*y        (1) 
also 

(u—  2 — tf-fW^ÄVAry  =  /vtf(u__v_j_m  _q — /(tt—0-|.m_Qg 

— m(u — v  — ar-J-m  —  l)y 
Also 

/«(tt-H-m-0  -  (2«*+23te-2»m)y— (2**-f  2tft*-2»/)* 

-)-»»(«* — r-J-m — l)y-\-l(u—  r-f-ro — Z)x 

/,JJ(tt-H-w-0+(2^,++2»tt-2W4-/«— lm-lu+lv)x 

—  (2tt*-|-2Jfo  -  29toi-fro*— Jm—row-f  ma)j, 
subtrahirt  erste  Glch. 

»»+2*tt-2»Z+tt*— 2/w+Z*)x  =  «*+ 2«*-2Kro4-t>*— 2mv+m*)y 
/»(«-H-m-0+(««— tt*— lm+lu+lv)x  —  (»*-tif-/m4-mv+iittt)y 

*»  — IP..JS  t7»— Si*  —  ro* 

/Ä(tt  —  f>4"m —  l-\-l{u-)-v — f)x  =  m(n+0 —  f)y 

Nun  ist 

tt-J-t? — /*  ti-j-v-^ 

13).    .    .  /*-»«  -  mjf  -  »»  =  w~«w  -  «(«»-«) 
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Die  dritte  Grundgleichung  ist 

lx=m  —  Rir+tttt      (12)  ,- (X+tg-n)» 

my—m—Hw+Xv  V*y  ~~  (*  +  u— J)(9t-ft>  -  m) 

/*  -  2n*-2«tt  +  »u+»*+        ™<*+£=g^ 

(*+»  — *)(W+t> —  fll) 

-  [2n(*  +  u  —  /)(K-ft>-ro)-|-2N(*+«>  —  !•)■> 

***--  •igtest-' 


r2n(»+„_/)(9t+1,  _  w)  -. 


« 


—  [2(/-f-ro-}-n— «+»r— n  -  t»)+2(Ä+to— n)]*] 

—  2(/4-2i*— ti— v)z 

*  *~         2(lK+w— n) 

Anmerkung  4.    Von  Gleichung  13)  an  kann    man  auch  fol- 
gendermassen  verfahren: 


lx—my  —  Wu  —  »ü 
2/x-f2J?  Vi^  =  tt  (/•+!*  —  v) 

2&  —  * (/4- u  -  tO  -  2«  V*jT 

Ebenso 

2my  -  »(/*+v-u)  — 2»  Va-y 

4/m>y  —  «*(/*  -  u*4-2ui>— **)  — 49tVV*?+31f  *y 

Arch.  a.  Math.  «.  Phyt.    2.  B«ih«.  T.  IUI.  J 
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n  //i— *!— v*  +  2uv\ 
xy+nVry-^ j— ^ J 

n(u*+v*)  -  n(2«»  +  /*+iwf) 
,,—  .   n        l/»/'— 2n«>—n^~nm«+2tg/«r7T". 

V^y+2"  p 4? +  *»* 


—  J/  47 -H»tc+£n* 


VJ^^  +  iÄiü  +  ltr« 


Anmerkung  5.    Die  Gleichung  12)  kann  auch  ans  7)  und  8) 
abgeleitet  werden.    Es  ist  nämlich  nach  7): 


x 


(*-f-r  —  m)(9l  +  t*—  n)    ,— 


(9*  +  u  -  /)* 
mit  8)  verglichen  ergiebt  sich: 


i\p 


i2  Yyz  —  Ä+  u  -  /;    ferner 
2y^«=  9?  +  tr  — n 

Anmerkung  6.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  14)  lassen  sich 
nun  noch  wieder  neue  Gleichungeu  für  *,  y,  2  findeu. 
Es  ist 

2*/  -  2l*  +  2^Vxy  +  2M ix*— V&iyz  (9) 

Also 

29?/  —  2k  +  &(«+t0-n)-f-»(ft+t>--m)—  »(H+t*— /) 

91 

15)  .   .   .  «  —  2>(Z+m-|-5— Ä-|-tt  — u  — m?) 

Nach  dieser  Gleichung  lässt  sich  leicht  eine  Construction 
(die  zweite)  ausführen. 
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II*  Auflösung. 

d%%  —  my-\-nn-\-2$Vyz 
«R  =  te+na+2»V** 

Die  erste  dieser  Grundgleichungen  mit  ey  die  zweite  mit  d 
multiplicirt,  giebt: 

df— **  =  «/-  u* 

—  W(«/—  u*)x  +  nd(ef—  t**>  +  2d(ef—  u*)*Y*m 

ne(#—  **)  —  nd(ef—  t»*)  =  n(«  — d)2»#  =  n(ttfci— v*e) 

«*»  V  "t"  «^«»,*  4"  2«*wr  y  ya  "■  «A»**  +  nev*M  -f-  2c/mi;iü  y ** 

ndu1  —  nev*  =  wV — wV 

16),    -   .  ev  Vff\-uw  Vz  =  du  Vx-\-vw^z 

Die  Coefficienten  in  dieser  Gleichung  siud  zwar  andere  als  die 
Coefficieuten  anter  3),  aber  das  Verhältniss  derselben]  ist  in  beiden 
Gleichungen  dasselbe,  und  der  weitere  Verlauf  dieser  Auflösung 
kann  also  mit  dem  Verlauf  der  II.  Auflösung  leicht  in  Ueberein- 
stimmung  gebracht  werdon.  Jedoch  wird  hior  davon  Abstand  ge- 
nommen und  statt  dessen  ein  anderer  Weg  eingeschlagen.  Werden 
nach  der  Analogie  noch  zwei  andere  Gleichungen  wie  16)  gebildet, 
so  hat  mau: 

Iev  Vy -f- uw  V»  ■■■  du  y  z-\- vw  V* 
/m?  V z~\-vu  Vx  "-■  ev^y-^tcu  ^ x 
du  V«+  wv  Vy  =  /<cV/*-f-w  Vy 

Aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  tolgt 

t?(tf-j-M?—  t.)Vy  =  w(f-\-v-u)Vz    (vergleiche  Anmerkung  2) 

Wird  diese  Gleichung  in  die  erste  Grundgleichung 

gesetzt,  so  kommt 

ä*  -  my+ -------  ,+2«y, -_  _  yy 

2* 
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üf(«-f-tr  —  t*)f     .  v  (f-\-v  —  u)(«-}"tr  —  »*) 


<m 


y 


«qhg»y+t>— «)» 

mir1  —  — — -,     nv*  =  — - —      2?<vw  -«  — — 

IwV+g"«)1 

18)  .   .    .  {  Ebenso 


y*"  X\e(d+v     tr)*-frf(<?-ftt— tr)1  +i>(rf+v  --  tr)(«+w— ur)J 

Wenn  in  dem  eingeklammerten  Teile  des  Nenners  dieser  letzten 
Gleichung 

e  — ■  /  -|-n    ond 

gesetzt  wird,  so  kommt  für  diesen  Teil 

—  2uvw+\:[(m+n)(l^)-tc*\(n+v)—2w(lM+ln+mn) 

+2(!*f—  nf)(w  -  fO+u^m-f  ii)-|-t>f(/-ffi) 

-  fr«(/+m)+2/mw-}-n(/2+2/iH+m2)+/m(/+m)-+  3«2(/+m) 

—  4Ä*,+47^Ä(u+w)— 2ir(27f+9i)»+29ef(w— w) 
+w*«/+üf«-iry+2»^H-w+ii)-|-ii^+/iii/,+3fiV 

—  4/?Ä*+4Äae(tt+r)-4ie3?/ü— 2»«<r+2H*i*— 2»«»+2i?»(/+»  -w) 
+2Äf(l+iii+M)-|-/|[/w+/ii+mM)  +-3nV 

—  4/i,K*+47?^(!i+r)— iÄ«w+27id?(/,-n)+23tV+A27?+Ä)»+3iiV 

—  22i«[i»+2u+2ti— 2w+2/,-ii]-|-3»y+3iiV 

3A8l*+fi*)  —  3/>*  =  3«  .  2im 

—  2/W(2H+2tt+2t>--2i«>+ff+«+/) 

wo  11  Umkieisradius  des  Dreiecks,  dessen  Fussponktdreieck  DEF  ist. 
Für  die  erste  Gleichung  in  18)  wird  der  Nenner  diesem  eben  ge- 
fundenen Nenner  ähnlich,  demnach  gehen  die  Gleichungen  18)  über  in 

(/frV-f-  v  —  u) 
y  "   27*K*(29f  +  Vv  +  2*7—2**  -f-  d+  e  +/) 
W)  .    .    .  \ 

I  nu*(d  -f»  v  -  w)* 

^   V  "*  27tft*(2tt  +  2u  +  2^-T*  +  </  +  «  +/) 
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Diese  Ausdrücke  haben,  wio  man  in  gewisser  Beziehung  sagen 
kann,  eine  schiefe  Gestalt;  um  hieraus  einen  rectificirten  Ausdruck 
zu  erhalten,  der  mutmasslich  auch  von  einfacherer  Gestalt  sein 
wird,  könnte  man  die  Gleichungen  19)  addiren.  Besser  wird  es  aber 
jedenfalls  sein,  sie  mit  einander  zu  multipliciren  und  dann  die  For- 
meln 424*,  425,  427  etc.  in's  Auge  zu  fassen.  Aber  hier  ist  noch 
ein  anderer  Weg  möglich ;  am  besten  ist  es  nämlich ,  für  x  eine 
Gleichuug  zu  bilden,  die  hinsichtlich  des  Nenners  mit  dem  Nenner 
der  zweiten  Gleichung  für  y  übereinstimmt,  nämlich 


27f9t*0>»  +  2«  +  2v  —  2«v{-  U + e  +f) 


und  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  19)   zu  multipli- 
ciren.   Es  kommt: 

nuv(d  -f  v  —  w)(e + u  —  tc) 
20)  .    .    .    \xy  —  - 


2R9l*(m+  2u+  2v  —  2tr  +  d+ e  +f) 


UV  "-■ 


w 


r  -  n(d  -f  v  —  w)(e  + 1*  -  ir) 


w^M  4-  2i«  +  2v  —  2tc  +  tl+  e+  f) 

f         tc(w+w  -  »  (di-\-u+v-  w+t^^knJ 
r*jf-       2 — 

Die  weitere  Entwicklung  wie  in  Anmerkung  6. 

Anmerkung  7.  Ich  erinnere  mich  nicht  mehr,  ob  sich  eine  der 
Gleichungen  18)  bei  Crelle  findet  (1821),  die  weitere 
Entwicklung  findet  sich  aber  jedenfalls  nicht  bei  ihm. 


III«  Anflörang. 

Nachdem  auf  dem  in  Auflösung  IL  gezeigten  Wege  die  Glei- 
chung 3)  gefunden  ist,  setze  man 

nt  =  <töt  —  my— 29t  vV    (erste  Gruudgleichuug) 

n»  _  Äse  —  kr  —  29*y.r2    (zweite  Grdgi.) 
Also 
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21).   .    .dX-mp— 2*Y^=eX— U  -2»>» 

Vm  -  VlVx~_™£^-     (Gleichmng  3)  in  Auflösung  U.) 

— <flBfo-|-  Äm»>y— 2RvtYry  —  —  *«**+  Ar*  >  *4-28*mVzy 
+2*um  J  —29er/  1 

»y^y  —  /*— Jx— my 

— «m*j — pfwy 

d»*u  -aHV+-  Httf  i  ar+Httm}  y  —  0 
-ÄH^  +  fe/       +«rmf 

— »m/u -»//*+ "»»H    +r*m 
-f-W*    .     -{-t*m* 

«(Ä+ir) 
ttm-M  = —  (tt+r) 

-f»*»  >  U+  -f-gv»  >  my  —  -f  e8*tt»-«a,p» 

22)  .    .    .  (i»+r)(»4-ir-f n)/ar+(ti+t;)(«+er-ffi)my 

—  /n(*m-f-t?f )— Xdun-\-fldm 

-{-Vteua—Kevn 
«—  /Ä(Ä-(-Mf)(tt-|-r) — 9famn-|-9tomfi 

(403)  —  »iwH-«w«* 

-f-9tttJi* — 9to/n 
=  fXW+tcXu+v^Xuln+Xvmn 

-j-Äum« — 9fo2n 
uln~\-vmn  -*  (w-j-ty)[n(/-|-w-(-n)— tr(«-(-ii?)] 
ttmn  —  «(üw^Äm) 
vln  -■  Ä)i»M?-f-^t?) 

—  »(tt-f*)(»-ftt>)/ 

+8*(u+tO[*(J+™-f  n)  -  "(*+w)] 
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— «(u+ü)[(«+tr)9e] 

—  8e(i»+t?)[(«+ir)(/-fm— t*-8H-r*(/-f  m-f*)] 

—  *(tH-t>)[(»+t<7-f  n)(J-f  w+w— ir— »)] 

23).    .    .  ix+my  =  X(l+m+n  -  JR  -  tr ) 
Ebenso 

a 

my-\-m  «=  ft(Z-}*m-f-n —  ^  ~*tt) 

Folglich 

2te  +  2my  +  2ftt  =  3fl(/-|-ro  +  »)  —  3«f—  ffl(tt+t>+tr) 
2my+2rw  —  2fl(/-fm+n)  —  2K*—  29?«    subtrahirt 

2te  —  3»(/  +  m+r»)— «f+«M  — W»  — »w 

x=  gl  [J  +  m  +  n  -  W-|-tt  -  t>  -«*] 

Anmerkung  8.    Die  directe  Ableitung  der  Gleichung  23)  war 
bisher  vielleicht  noch  nicht  gelungen. 

IV.  Aufldsiitig. 

(Die  einfachste  und  beste). 

d  M  «  my  -\-  m  -f-  2  »i  Vy* 
«U  —n,  -f./je+2HVxii 
/Jl  —  te+roy-f  2«l/^ 

Ans  der  ersten  Orundgleicbung  folgt 

nz+  2R  V>  —  Wd— my 

.   2*Vtf    ,         Wrf—  my 
1         n  n 

quadratisch  behandelt 

—  WVy±V^rfn—  mny  +  W*y 


Vx  — 


9idn  —■ 


n 
vwln 


u 


« 
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nv* — ^y-f-l/™.  V*»— *f 

24) .   .   .  {Ebenso 

ans  der  zweiten  Grundglcichung. 
Also 

25).   .   .-mVy+Y™Vto-yy--1ix+\/™.  ViS^Jte 
a)    S(V*— Vy)  —  1/ —  Vmft-^x      l/^-  y//»  —  %  quadrirt : 
«V+y-2 Vary)  -  —  (mn-3fa)-f-  --  (*"— Wy) 


—  2*  y  (J™  —  fl  x)  (In  —  #y) 


=  /n  —  9t*  =*  mn  —  Vi* 

-  W(«+d>-  (Jn  -  }»*)*  —  (ron  -  8t*)y 

— 2**  V[WHl  +  "*  +  ")"  -  Nn(te  +  my)  +  «**y] 
dritte  Grundgleichung: 

-  2  jRV  ^  =  8?  («-H)«  -  bix — mny 

-2iry[l\tyf  m+w)»--(*Ml— **»  .  2WV:ry)+ffi,*y1 

—23»*»^  —  K(e+<l)fi— ti(2c+my) 

— 2»v[9i*fi«-f-2Jt  •  «"V**+»*y] 

—291*^  —  W(«-H)n-.#*{/»-fifiy)--2w-(Wn+Siy^) 

(2«»—  2JI«0yä#  —  —  9J(«?+rf)n  +  n(te  +  my)4-2»rn 

2Rii  ^xy  =  Wßi  —  »(fg  -f  my) 
die  dritte  Grundgleichung  addirt: 
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2(<R_  M?-f  n)Viy  —  —2^+2^  =  (tö  +  ta  — n)(9J  — u>-f-n) 

Das  Weitere  wie  in  Anmerkung  6  ,  oder ,   indem  man  jetzt  ans  der 
dritten  Grandgleichung  die  Gleichung  23)  bildet. 

ß)    Die  Gleichung  25)  gestattet  auch  folgendes  Verfahren: 

•    l/.     tf'0       vw™               m    ,     .l/mnuw        uw  „ 
—JJVy+J//" -,8?y  —  —  WV*+J/— N* 

/*»  tw         ß?tidn        ni  ,  Wfdn        du  dn        dn  , — 
— —  Wdn  =  -—-  —  -r  Ix  -f     r  my       +  2fl  Vary 

o.  >/m  —  W* 

u 

Ebenso 

wrmn        en        .     ei*  <jh       SFum 

— —  =  -  &  +  ■    «y  +  y;     -  fJ    —  **  —  3ta 


o,    ,      .    |  /  #//  /)*»  +  dfnmy  -f  <//>i  2fl  j  *y 


=  -<hVs+  )/^«+^^a^  ,  ^y«, 


/* 


SVy+ 


1  A//7  iuc  +  (dfmn  —  /*/;m  -f  9t »/%  +  r//n  2jh  V  W 


—  —  WVa;  + 


l/cfmny  +  (efln— f*ln  +  »<»/»)&+/«»  gflVay 


Wyg+^+^+n)«uVy+^Va; 
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(l  -f-  m  -f-  n)  -Ht>  =  m  V»  -(-  J?re  —  ml»1  v -f-  wem 

26)  .   .   .  (ufff+Tv  +  T/'—  ttwJVa?  —  (vw+$u+yif—m)Vy 

Die  Coefficientcn  dieser  Gleichung  sind  wieder  ganz  andere  als 
diejenigen  der  Gleichung  6)  und  in  Anmerkung  2;  aber  ihr  Verbal tniss 
ist  mit  dem  Yerhältniss  der  Coefficientcn  in  Gleichung  7)  überein- 
stimmend, und  es  wird  sich  also  Gleichung  26)  auf  Gleichung  7) 
reduciren  lassen,  wenn  man  diesen  Weg  weiter  verfolgt. 


V.  Auflösung. 

(Der  vorigen  ähnlich). 

Wird  von  der  Summe  der  ersten  und  zweiten  Grundgleichung 
die  dritte  subtrahirt,  so  kommt,  (ähnlich  wie  in  Gleichung  9)): 

2n«  —  2n*+2J*y^+SWV^-2flVyi 

z  J_ yz  „« 

1  n  n 

quadratisch  behandelt, 

li)  .   .   .  v*  ■■  2 

Wird  die  erste  Grundgleichung  nach   z  quadratisch    behandelt, 
so  kommt  (vergl.  IV): 


mn  —  In,*  —  — j- 


1  /M  dln  —  W*dy 


Ebenso 


j* 


-<RV*+|A 


eron —  8{*«c 


Vz 


n 

flddirt  und  dann  durch  2  dividirt: 
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28) .   .   .  V»  ^ 


_»(V,+ V,)  + J/?^^         j/«*-iwg 


2n 
Aas  27)  and  28)  folgt 

l/Vemn—  %*ex        l/**dln—1H*dy  . 


-  V4<Hn(/i+  V^)+9i*(*+y  +  2Wy 


9?«mti  -5K*«x       V dln  —  Wdy 


\ 


.  0l/5TWmii<  —  9i*d*lnx—  *i*demny+*t*dexy ( 

+2r /^ ) 

-  4*v«+V^)+*^+y+2V**) 

&>+ wy  ■"  f&  —  2*H  Vary    (dritte  Grundgleichung) 
Mit  /m  multiplicirt 

2h  elmn — Ji  V«-{-7?<//ii»n  —  3i  *dmy  \ 

+2/m^  ^  J 

—  4Mlmn(n+Yw)+Wlm(x+y+2Y^) 
Imn  —  9i*(J+m+n)    (F.  220),  durch  W»  dividirt 


l/dgfi(/+m-f  n)~ </gw/+2f/gn  .  2Viry+rtety| 


=  4*(i^4^)(n+V^)4^m«+;i»y+2Zmy«y 

_   U^^(/+m+n)n+4fl(^fm+ll)y^ 
*  +(^+^)«+(dm+/m)y+2Zi»y^ 

«(<*+«— 4n)(/+m+n)+2V^m(nf+2nV^+a;y 

*=  4«(Z+m^)V^+(/+m-|-n)(to+iiiy)4-2^m  V£ 


H(frf-m-|-«)(*fm— 2»)+2 


(Z-fw+n)Wtg(n+ygy 


n 


=  4^(^f  m4^)V^4-(^f-iii4-n)(fe-|-iiiy)+2/myary 
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Wird  mit  n  multiplicirt  und  durch  /-j~mH~u  dividirt,  so  kommt 

W(/— 2n)i»-f2Fir(n+V^)  -  4WnVx~y+  2WV  sy  +  n{lx  +  my) 

9?/»  —  2JlnYxy  +  n(lx  +  my) 

— 2ün*+2Vwn  +  2)iicYTy  ~— 2Äül/jry  +  2HfV\ry 

•  —  n*  -}"  "*'*  Ä  (,4  "f"  ^  —  ir)Y*y 

i—  trn  —  w* 

W  -f-  n  —  w 

VI.  Auflösung, 

(Die  von  Crelle  mitgeteilte  Auflösung  der  Kedacteure  eines 
französischen   Journals  etwas   verändert  uud   zu  Eude  geführt.    — 

Gcrgonnc  und  Laveruede,  1810,  1811.) 


<i$R« 

»  w*y+n 

:  +  2)lYyz 

««  = 

Ix  -\-nz 

+  2  H  ixz 

fX  = 

**  +my+2HYx~y 

Man  setze: 

y 

~s*x 

und 

9 

«  t*x 

wodurch  die  3  Grundgleichuugen  folgende  Gestalt  gewinnen: 

Id$t  —  x(7n8*-\-nt*  +2ShV) 
<flt  =  x(l     +  nt*  +  2W0 
/M  =  s(J      -fw*»-f  23?*) 

Die  erste  dieser  Grundgleichungen  giebt 

*~  m#<-|-fit*~+2'H« 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  andern  beiden  Gleichungen  ein,   so 
kommt: 
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!*(m**+  nt*  -f  29<rf)  =  d(l +nt*  +  29  t) 
/(m«»-|-fd»+29Jtf)  =  <l(l+ms*  +  2$is) 

Die  erste  Gleichung  wird  mit  /m,    die  zweite  mit  In    multiplicirt. 
Es  kommt 

el(m*9*.+  2rm8i)  +  elnud*  =  <lm(P +  2)\tt)  +  <llmnt* 

tlmnt*  —  (/+«)(/+fii+»)>:V  =  [«/+/wi+w(/+wi+n)]KV 
tllmnt*  =  (m+n)(t+m+n) 9W  —  [f/w-f-/m-|-n(/+m-f  n)]  »*flf 

W(iiiV  +  2OT  r«*  +  8iV  —  </m(/2-j-2/  K|+3iV) 

c/  :  r/m  •»  ti*  :  r* 

it*(m*  +  9.'0  =  t?(/+3?/).    Ebenso 
t«(»il  -f"  *  *  —  »r(  /  -f"  ^  *) 

Aas  der  ersten  Gleichung  folgt 

vi  —  (u—v)Wt 
um 

dies  in  die  zweite  Gleichung  gesetzt,  giebt 

t/f  (u  —  w  )  M  v  —  wem] 
t  =  , tt ~-z i  — .    Ebenso 
(t*  —  t»)(t*  —  ?r)  hz  —  mzwm 

32)  ...  \ 

I  /[(u  —  v)Htü  —  nr»4] 

(?4  —  t?)(n  —  fr)SÜ  *  —  u*mn 

utem    *»  SW*r 
t**in;i  =  di2ef 
uvn     =»  5Hw/ 

('  Zw?  /*-{-  w  —  u 

aaj  .    .    .  \ 

I       / 1?  «f-f-tr  —  m 

1    '   ~~    W  •     i/-(tt  — »)(!*  — IT) 

also 

f  ml*w*(f-\-  v  —  tt)* 

o»         Sftwf/ +  *  —  ")(p 4~ lr  —  n) 

#    ""      ;h[«/-(u  — v)(u-tr)]* 


ms* 
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35) ...  {     «<«  -  ldf\ef    '+"-■      J 

2Z€fa(/+t>-t0te  +  tp-tQ 
Nun  ist  unter  29) 


Daher  ist 

w  „       * [«/-(»-»)(»-»)] » 

Bis  hierher  die  Redacteure  Oergonne  und  Laveradde.  Diese 
Gleichung  kann  nun  auf  die  bekannte  Gleichung  in  Anmerkung 
6)  reducirt  werden.    Es  kommt: 

W      2/?ft[(J-fm  +  n)>  —  (W-j-t>-f w  —  u)*] 
*  —    l  *    22i)i2[(l  +  m  +  n)-\- (:ii-j-r-J-ir  —  tt] 

SN 
37).    .    .*  =  j^P+m  +  11  —  ("H+v  +  w-i*)] 

Anmerkung  9.  Die  vorstehende  Auflösung  kürzt  die  von 
Crelle  mitgeteilte  Auflösung  der  genannten  Redacteure 
ziemlich  wesentlich  ab  uud  führt  sio  zu  Eude.  Die  Ori- 
ginal-Auflösung ist  sehr  mangelhaft,  teils,  weil  mau  darin 
die  Symmetrie  und  Eleganz  vermisst,  indem  die  Auf- 
lösung sich  in  schiefgestaltigen  Ausdrücken  bewegt  und 
diese  die  Auffassung  der  analogen  Beziehungen  er- 
schweren, teils,  weil  sie  an  unnötiger  Weitschweifigkeit 
leidet,  uud  endlich,  weil  in  Gleichung  36)  noch  der 
eigentliche  Schluss  fehlt. 

Anmerkung  10.  Aus  den  beiden  Gleichungen  31)  können 
auch  die  Gleichungen  5),  sowie  auch  die  in  Anmerkung  2. 
enthaltenen  Gleichungen  hergeleitet  werden  j  nämlich 

«M— vVit+ums  uKVs—wy8-\-unt 

^  l  M (31) 

*(twT? — nv^l-^uum)  -=  t(vw)l— uw)l-\-uvn)  (5) 

wem  —  dire  uvn  =  9itr/ 
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As  =  y  I? sc  =  * 

«(«  -f"  v  ""  *)Vy  =  w(/"+  »  —  t*)  Vn 

Dasselbe  Resultat   erhält  man  auch  sebr  leicht  ans  den 
Gleichungen  33),  denn    i?y  «*  A. 

Anmerkung  11.  Adams  beschäftigt  sich  in  seinem  „Malfatti- 
schen  Problem",  Winterthur  1846,  auch  mit  der  Re- 
duetion  der  Gleichung  3G).  Dieselbe  ist  ihm  nicht  voll- 
ständig gelungen,  indem  er  nicht  die  Malfatti'scben, 
sondern  nur  ähnliche  Ausdrücke  erhält,  nämlich 

9i»  ?V 


IR  '  (J-fm-fn  +  *-f  ü-fw  —  u) 

Hinsichtlich  der  Grösse  9i,  bedarf  es  hier  einer  Er- 
klärung; dieselbe  hat  folgende  Bedeutung.  Adams  spricht 
von  einem  Kreise,  der  dem  Dreieck  DEF,  Fig.  5  und 
G,  eingeschrieben  ist  uud  in  diesen  Figuren  ?K  zum  Ra- 
dius hat  (bei  ihm  =  r),  und  ausserdem  von  3  anderen 
das  Dreieck  DEF  auswärts  taugireuden  Kreisen.  Die 
Mittelpunkte  dieser  Kreise  stimmen  in  Figur  6  mit  den 
Eckpuukten  des  Dreiecks  ABC  überein.  Der  von  A  aus 
zu  beschreibende  Kreis  berührt  die  Seite  d  unmittelbar, 
von  e  uud  f  aber  deren  Verlängerungen.  Jede  Seite  des 
Dreiecks  DEF  berührt  also  -  den  iuueren  Kreis  mit- 
gerechnet —  im  Gruudc  4  Kreise,  uud  man  sieht  leicht, 
dass  491,  JP#,  CS  Pütcnzliuien  der  äusseren  Kreise 
sind.  Von  dem  Dreieck  ABC  denkt  Adams  sich  nun 
wieder  4  berührende  Kreise;  den  Radius  des  inneren  be- 
zeichnet er  mit  tft  (in  Fig.  6  mit  r  übereinstimmend), 
und  die  Radien  der  auswärts  berührenden  Kreise  mit 
9t, ,  dtt.  &,.  Es  mag  nun  noch  bemerkt  werden,  dass 
bei  Adams  2H  in  Figur  6  =  /?,  und  dass  3«',  —  272 -f 
r— *  in  Fig  6  ist 


Zweites  Verfahren. 

Ein  anderer  Gang  in  der  VI.  Auflösung  ist  folgender.  Wenn 
die  zweite  Gleichung  in  29)  mit  /  und  die  3to  mit  e  multiplicirt 
wird,  so  ergiebt  sich: 
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38).    .    .fl+fnt*+2W/t  —  «Z-f  <?m**-f-29te 

w*f       t>* — e 

n  m 

multiplicirt 


denn 


— ^   -4-trV**H —  «vV   4-*>*«**M 

n       *  *         n  m  '  ■  w 

Nun  ist 

tra2  n2 

9?«/  »r« 

-     -+wrt  =  -    - +ves 
n       ■  m     ' 

WMj/XJt-f-wO  =  wt?a(JJ  +  m*) 
wuy\R(9J -f-w*)  =  wr«5R(  fi+m«) 

39)  .   .   .  t?(*H  +  wO  «=  tr(9?-fro.<)    oder 

W  V 

Werden  hieraus  t  und  •  wieder  entfernt,  ('^l/"*  *  —  \    \ 


erhält  man  die  Gleichungen  4),  und  man  kann  dann  die  Entwicklung 
fortsetzen. 

Anmerkung  12.  Aus  der  Zusammenstellung  der  Gleichung 
39)  mit  der  ersten  Gleichung  von  31)  gehen  ähnliche 
Gleichungen  wie  die  in  Anmerkung  2.  enthaltenen  hervor. 

tcrM  —  9fo-ft»tf— *  w     (39)      ums  —  sJirf-f  i'J-— Jurt     (31) 
utems  -o  uvnt-^luv  —  i3iwv  tue  ms  =*  vwl-\-$ivwt — 3  utrt 

uvn  «■  9i  tef  viel  -•  tfi'w*/ 

wft  -\-uv  —  uw  ■»  utl-\-  vict  —  uwt 
( wf~\~  «ir  —  *w)<  ■■■  «</  -f-  **"?  —  w» 


40)  .    .    . 


u(d  -\-  w  —  v) 
u(<Z  -f-  v  —  tf) 
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Wenn  man  aber  beide  Gleichungen  in  31)  aJdirt,  und  zwar  so: 
Stat  +  ums  —  9ic(  +  vi 

Wu-s-\-iel      —  9iu*  +  «nt 

(«W+«»>-f-««f-f  wt  -  (MD+w»)t  +  3Jw-|-ri 

M(Kw-lhH-tw)*+»K*-  «(»„  — ««+«„)( +»W 

wm/*+»uj|  =  sfctf+Äri    (39)     subtr. 

»(««-«»+"«)*-(»  ut>+«*H>  -  »(»>— S»-|-»t»)*  -(««»+%"»)' 

(F.  201) 
(— Su+wm— w>>  —  (-Su-fun— uw)t 
41).    .    .(»  +  »-»).  =  (»  +  «.-»,)( 

bo  gebt  daraas,  (indem  man  39)  zn  Hülfe  nimmt),  die  Gleichung  7) 
hervor;  denn  man  braucht  in  41)  für  *  und  t  nur  die  ursprünglichen 
Ausdrucke  wieder  herzustellen.    Es  kommt: 

42).   .   .(9?+t>-m)Vy=0H  +  w-*0V* -(«  +  «— l)i/x 

Aus  einer  Vergleichung  dar  Wege,  die  zu  den  Resultaten  40) 
und  41)  führten,  ersieht  man,  wie  notwendig  es  ist,  wenn  man  ein- 
fache Resultate  erhalten  will,  dass  die  Entwicklung  sich  in  sym- 
metrischen Ausdrucken  bewegt.  Es  gilt  dies  Überhaupt  von  der  ganzen 
Be handlang  des  Problems 

Anmerkung  13.  Aus  der  vorigen  Anmerkung  geht  ferner 
leicht  hervor,  dass  die  wichtige  Gleichung  7)  (oder  42) ) 
sich  aus  4)  auch  noch  auf  eine  andere  und  zwar  bessere 
Art  als  es  in  Auflösung  IL  geschah,  ableiten  lässt.  Man 
kann  nämlich  in  Gleichung  4) 

«Oh  V*  +  «V«)  =  v{lVx  +  *  v») 
K«V>+ttVc)  =  v(mV>  +  *V>) 
w(*V«+9'VV)  =  u(»V*+«Vy) 

die  erste  und  dritte  Gleichung  mit  9t,  die  zweite  aber 
mit  l  multjplicircn  und  dann  alle  3  Gleichungen  ad- 
diren.    Man  erhalt: 


8«mVy  +  »*«  V»  -f  WvXVx  -f-  n*wy  y 
+  vlnV*  +  SteVas 

Area,  i.  Matk.  b.  Phja.    3.  Ball»,  T.  im. 


mm 
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WvlVx  +  «**  V%  +  »WfiV  0  +  WuVy 

vin  —  9fat04~ft**;    «tfro  —  Rtw-f-  8*10 


I 


-%.Wun  V*  +  Wu  Vy  +  Wut^Vy 
Wti(9l  +  w  —  n)V«  —  Wt*(3t  4-  »  —  m) Vy 
(«  4-  w?  -  n)  V«  —  («  4-  v  —  m)  Vy 

Die  flbrigtn  7  Lösungen  folgen  später« 
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ni. 


Ueber  die  Verspätung  des  Flutmaximums 
inbezug  auf  die  Culmination  des  Mondes. 


Von 

C.  Benz. 


Bezeichnet  man  anter  der  Annahme  der  Aequatorstellung  des 
Mondes  die  Entfernung  desselben  vom  Mittelpunkte  der  Erde  mit 
2,  and  ist  a  ein  Punkt  des  Aequators  der  letzteren,  <p  der  von  dem 
zu  a  gehörigen  Erdradius  r  und  l  eingeschlossene  Winkel,  y  die  An- 
ziehungskraft des  Mondes  in  der  Entfernung  1,  so  ist  die  Compo- 
nente  der  Beschleunigung  in  der  Richtung  der  Rotation  des  Punktes 
a  im  ersten  Quadranten  westlich  vom  Culminationsmeridian  für  diesen 
Punkt 

d*x  ylsintp ysinqp 

'  dfl  (**— 2/rC0S9+r*)3 1»  +  ~W~ 

Da    dx  =  rd<p7    so  ergiebt  sich,  wenn  man  mit  dx  multiplicirt  und 
dann  integrirt 

*}  *°         (P—  2/rC0S<j>+r*)M,  J»      "Tc 

wo  v  die  Geschwindigkeit  und  e  die  Integrationsconstante  bezeichnet 

Für  einen  Pnnkt  des  Aequators  beträgt   die  Geschwindigkeit 
annähernd  469  m,  dieser  Wert  gilt  für 


9  — o 


demnach  ist  für  c  der  Wert 
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469*  y 

~2~~  m  ~~  (p J_ r*)»|»     zu  setzen- 

Unter  Berücksichtigung   dieses  Wertes   geht  Gleich.  2),    wenn 
man  die  höheren  Potenzen  von  -  vernachlässigt,    da    dieser   Brach 

etwa    =  wr  ist,  über  in 


60 


-  ,       469*      .  ,  yr*  cos V 

\* — 2~m+i  —ji — 


m 


Hieraus  folgt: 

3)  •  -  469  [\Ar     3  •  9'8  •  C0SV  ^ 

9  8 
da  y  annähernd  ^  m  für    r  =*  1    ist. 

Es  sei  ferner  M  die  Wassermasse  von  der  Länge  des  Qua- 
dranten, der  Breite  1  und  der  Tiefe  «,  dann  ist  ein  anendlich  kleiner 
Teil  dieser  Masse  von  derselben  Breite  und  Tiefe 

Mrdcp        Mdq> 


2  2r 


Da  -  ein  kleiner  Bruch  ist,  so  kann  man  die  Rotationsgeschwindig- 
keit am  Grunde  und  an  der  Oberfläche  von  M  annähernd  als  gleich 

Md<p 

annehmen.    Multiplicirt  man  nun  Gl.  3)   mit    n        und      integrirt 

2 
zwischen  den  Grenzen 

<p  —  0    und    <p  —  s- 
sö  erhält  man  als  Bewegungsgrösse  für  diesen  Qaadranten 

4)  v,M  =  469  (l+  4    J  ff  .-469i)  n»M 

Die  obere  Grenze 

n 

9-2 
ist  nur  annähernd  genommen;  gsnauer  ist  sie 

<p  —  89«  30' 
da  9  als  Winkel  an  der  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  au 
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bestimmen  ist,   dessen  Schenkel   jeder  —  J  und   dessen  Basis  <** 
rjCOBqp,  also 

=  £j  —  0,00880 

weil  in  diesem  Falle   die  Anziehung  des  Mondes   auf  den  Punkt  a 
«nd  den  Mittelpunkt  der  Erde  gleich  stark  ist 

Für  den  ersten  Quadranten  Ostlich  vom  Culminationsmeridian 
erhält  man  auf  ähnliche  Weise 

(398  \ 

1_  4  .  80  .  60»  .  469»)  mM 

Aus  Gl  4)  and  5)  ergiebt  sich  annähernd 

6)  J'»sss(1  +  a.808.W.469«)Jf 

Bei  Gleichheit  der  Bewegungsgrtasen  muss  also  auf  dem  Öst- 
lichen Quadranten  eine  grössere  Wassermasse  vorhanden  sein  als 
auf  dem  westlichen,  das  Flutmaximum  muss  sich  demnach  nach 
Osten  vom  Culminationsmeridian  verschieben. 

Nimmt  man  den  Aequatorialdurchschnitt  der  Erde  unter  Be- 
rücksichtigung der  Flut  als  eine  Ellipse  mit  den  halben  Achsen  r 
und  r-ftf  ao,  wo  a  die  Höhe  der  Flut  bezeichnet,  und  bezeichnet 
man  ferner  den  Winkel  der  Verschiebung  des  Flutmaximums  mit  %, 
so  erhalt  man  annähernd  als  Flächenunterschied  des  Kreis-  und  des 
dazu  gehörigen  Teiles  des  Ellipsenquadranten  einerseits 

i*r(^+A    andererseits   i<*r(^-%) 

also  eine  Differenz  von  cr%\  für  den  Zustand  der  Gleichheit  der  Be- 
wegungsgrössen  muss  demnach  annähernd 

*-rX  M_  3    9*8 M 

nM       2  .  80  .  60*  .  469*  M 

sein,  hieraus  ergiebt  sich 

3  .  9,8  s      n 


7)  X  = 


2  .  80  .  60»  .  469»  *    a  '   2 


2* 
Für  o  kann  man  annähernd  ^    ßo3    setzen.      Unter     Berücksich- 
tigung dieses  Wertes  geht  Gleichung  7)  über  in 
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8)    %  —  ^iw*  '  \  =  10>8"  oder  in  Zoit  ==  °>7  Sec- 

Wegen  Lage  und  Gestalt  der  CoDtinente  mnss  aber  diese  Zeit 
vergrössert  werden.  An  den  Westküsten  derselben  fehlt  der  Gegen- 
druck in  Ost-westlicher  Richtung,  an  den  Ostküsten  in  west-östlicher, 
sodass  sich  hier  das  Wasser  besonders  hoch  stauen  mnss,  da  die 
Küsten  ihre  Rotationsgeschwindigkeit  behalten,  das  Wasser  auch 
nicht  plötzlich,  dem  veränderten  Drncke  entsprechend,  in  der  Her- 
stellung des  Gleichgewichts  folgen  kann. 

In  ähnlicher  Weise  läset  sich  auch  für  den  entgegengesetzten 
Meridian  eine  Verspätung  des  Flutmaximums  ableiten,  da  in  den 
beiden  anderen  Quadranten  der  Mittelpunkt  der  Erde  stärker  an- 
gezogen wird  als  ein  Punkt  der  Peripherie. 

Eine  Verzögerung  der  Rotationsge«chwindigkeit  der  Erde  kann 
aber  durch  die  Verspätung  des  Flutmaximums  nicht  herbeigeführt 
werden,  da  die  Flutmassen  wieder  zurückströmen  müssen. 

Gleichung  8)  muss  auch  annähernd  für  die  Atmosphäre  gelten, 
wenn  sich  auch  wegen  anderer  Einflüsse  und  Ursachen  die  Ver- 
schiebung schwer  durch  Beobachtung  wird  nachweissen  lassen. 
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IV. 


Untersuchungen  über  die  Attraction  zweier 

homogenen  Körper. 


Von 

Emil  Liebenthal. 


In  seiner  Inaugural-Dissertation  beschäftigte  sich  Verfasser  mit 
der  Attraction,  welche  erstens  zwei  homogene  Polyeder  nnd  zweitens 
ein  homogenes  Polyeder  nnd  ein  homogenes  dreiaxiges  Ellipsoid 
anf  einander  ausüben.  Im  Nachstehenden  möge  nun  der  erste  Teil 
ausführlicher  mitgeteilt  werden,  während  der  zweite  nnr  kurz  er- 
wähnt werden  soll. 

Es  mögen  die  Massen  zweier  unveränderlicher  Systeme  m,  m' 
so  anf  einander  wirken,  dass  jeder  Punkt  P  des  ersten  Systems  anf 
jeden  Punkt  P'  des  zweiten  und  umgekehrt  jeder  Punkt  P'  des 
zweiten  Systems  auf  jeden  Punkt  P  des  ersten  nach  dem  Newton* 
sehen  Attractionsgesetze  wirkt.  Es  werden  sich  dann  sämtliche 
Attractionskräfte  im  Gleichgewicht  halten,  wenn  man  das  System 
starr  macht.  Nach  den  Gesetzen  der  Statik  reduciren  sich  die  an 
den  Punkten  P  wirkenden  Kräfte  für  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raumes  auf  eine  Resultante  R  und  ein  Eräftepar  H.  Für  denselben 
Punkt  reduciren  sich  auch  die  an  den  Punkten  P'  wirkenden  Kräfte 
auf  eine  Resultante  JV  und  ein  Kräftepar  H',  die  R  und  H  an 
Grösse  gleich,  dem  Sinne  nach  jedoch  entgegengesetzt  sind.  Wir 
wollen  nun  diesen  Reductionspunkt  zum  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  machen  und  die  Resultante  R  und  das  resulti- 
rende  Par  H  aller  an  m  angreifenden  Kräfte  in  die  Componenten 
X,  y,  Z  und  L,  M>  N  nach  den  Axen  zerlegen.  Es  ist  dann,  wenn 
wir  die  Kraft,  mit  der  sich  2  Masseneinheiten  in  der  Einheit  der 
Entfernung  anziehen,  der  Einfachheit  wegen  gleich  der  Einheit 
setzen: 


A 


1 
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Y  —   C  CV—^  dmdm*     M~  f  f  zx~^zx  dmdm' 

Z  -  f  f^r^dmdm1     N=>  f  fXjL^—dmdmt 

r  bedeutet  darin  den  Abstand  der  unbestimmten  Elemente  dm,  dm\ 
deren  Goordinaten  xyz,  x'y'z'  seien,  und  von  den  Integrationen  ist 
die  eine  über  m,  die  andere  über  m'  auszudehnen.  Diese  Grössen 
JT,  y,  Z;  X,  Mf  N  lassen  sich  nun  durch  die  Differentialquotienten 
der  Function 

ausdrücken,  welche  daher  das  Potential  der  Massen  m,  m'  auf 
nin ander  genannt  wird.  Erteilen  wir  nämlich  dem  System  m, 
dessen  Attractionskräfte  wir  reduciren  wollen,  eiuo  virtuelle  Ver- 
rückung, welche  in  die  Verschiebungen  c^dtjdf  parallel  den  Axcn 
und  jn  die  Rotationen  von  den  Amplituden  8<f,  8o',  da"  um  die  Coor- 
dinatenaxen  zerlegt  werden  kann,  so  liefert  das  Princip  der  virtu- 
ellen Geschwindigkeiten  als  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
den  Attractionskräften  und  —  X,  —  r,  — Z,  — X,  —  My  —  N 

dV  —  Xdi+Yhrj  +  Ztit+Ldo+Mdo'  +  NW 

Legen  wir  dann  durch  einen  beliebigen  Punkt  (£,  */,  t)  des  Systems 
m  ein  mit  diesem  fest  verbundenes  Coordinatensystem  u,  t>,  «?,  dessen 
Axen  der  Lage  nach  durch  dio  3  Euler'schen  Coordinaton  tp,  O,  <p 
gegeben  sein  mögen,  so  wird  V  eine  Function  voe  {,  j?,  t?  <p,  #,  if*. 
ty  resp.  ff  sei  dabei  der  Wiukel,  den  die  Schnittlinie  der  uv-  und 
a?y-Ebene  mit  der  «-  resp.  w-Axo  bildet,  und  #  sei  der  Winkel  der 
2-  und  tü-Axe.  Geben  wir  zunächst  dem  System  m  nach  und  nach 
Verschiebungen  parallel  den  Goordinatenaxen,  so  folgt 

T-ar      v-dV     z-dV 

Erteilen  wir  forner  dem  System  m  nach  und  nach  3  Rotationen  um 
die  Goondinatenaxen,  so  erhalten  wir,  da  sich  £,  17,  ?,  tf/,  #,  g>  än- 
dern werden: 

__  3k    sra§     8ra^  ,8 rat  ,  srety     8f8#  ,8^8? 

X  "~"  8  a  "*  8g  8*  +  dt)  da  +  8J  8<*  +  8y  8  a   •   de  8 *  "•"  d<p  da 
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M     3K      d_v  3g       Bv  83       873^      sra^       8r8^ 
s  8o'  Ä  8g     80'  +  89  da'  +  B£  3aJ  +  Bty  8a'  +  8#  8a' 

8F  85p 
+  8<p  8a' 

8T_3F8^        8^85     ,   8r8£         dV  dty        BV  8fr 
de*  —  85  80"  +  Brj  Ba"  +  8£  da"  +  8y  8o"  +  8fr  8o" 

ar8<p 


8<pBa" 
Hierin  können  wir  znnächst  wieder 

BV  BV  BV 

8§       *'     Bv       *%    BS       * 

setzen.    Die  Grössen  w-$  Q— *  0—   n.  s.  w.  findet  man  durch  die  Bc- 

da    da    da 

merknng,  dass  hier  eine  parallel  der  y«-Ebeno  gerichtete  Translation 
von  der  Grösse  V^*+  £*<K  *n  die  Verschiebungen 

8g  =  0,    8j^  —  Jöa    und    8f  =  178a 
zu  zerlegen  ist;  es  ist  also: 

3ä"~ü'    öd c'  So"'1' 

Ganz  ebenso  finden  wir  die  der  Rotationsamplitudo  Ba'  resp. 
Ba"  um  die  Axe  parallel  der  y-  resp.  z-Axe  entsprechenden  Werte 
von  8g,  817,  8C 

Die  Grössen 

8$     9»     89     8$     W     8j     8^     {*      8<p 
8a'    8a*    8a'    8a"    80"    8a"     8a"'    8a"'    8a" 

ergeben  sich  mit  Hülfe  des  Satzes  vom  Parallepiped  der  Rotationen 
von  unendlich  kleinen  Amplituden.  Denken  wir  uns  do,  Ba't  Ba"  so 
auf  die  Axen  abgetragen,  dass  eine  Amplitude,  die  einer  Drehung 
im  positiven  oder  negativen  Sinne  entspricht,  die  Richtung  der  be- 
treffenden positiven  oder  negativen  Axe  hat,  und  projiciren  diese 
Amplituden  auf  die  beweglichen  Coordinatenaxen  der  u,  v,  w,  so  er- 
halten wir  Rotationen,  welche  die  früheren  ersetzen.  Mit  Hülfe 
der  3  bekannten  Gleichungen  aus  der  Mechanik,  welche  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Amplituden  um  die  beweglichen  Axen  und 
den  Differentialen  8^/.  8fr,  8? ,  ausdrücken,  gewinnen  wir  die  drei 
Gleichungen: 
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a)  3<f(cosg>co8if>— Bing>BinifJCO80)-f- 
da'  (sin  q>  cos  y  cos  # +  sin  tf;  cos  9)  + 

3o"  sing»  sin  #  =  cos^ätf+sinysin^ö^ 

b)  3<f(—  sin  y  cos  g>  cos  #  — sinTco8v)+ 
3<f '  (cos  <p  cos  ^  cos  0 — sin  9  sin  y )+ 
3tf"sin£cos?  —  —  sin^öfr-f-cosysintfSy 

c)  3<f8in#siny  — 3o'sin#cosy-J-3ö"cos0  —  dp-f-cos#d^ 

Wir  finden  hieraus  durch  Auflösung  nach  d&,  d<p  und  dty: 

d&  —  3<fCOStJ;-f-3<j'sin^/ 

3g>  sin  ^  —  dcrsin^/— da'costf' 

3V8in#  —  80"  sind  — 3<fsin^cos#+3a'co8ycosfr 

Wenn  wir  also  dem  System  m  drei  Rotationen  von  den  Ampii- 
tuden  3<j,  3<f',  cto"  erteilen,  so  ändern  sich  £,  9  nnd  ^  am  Grössen, 
welche  dnrch  diese  Gleichungen  gegeben  sind.    Daraas  folgt: 

flft  6q>       sint/;      9t/;  sini//C08# 

3tf«=costJ>,    g^-gij^,    g^-  sind 

3ft           .               3<p                CQ8ft        Jty         C08lf/C08# 
8a,-8inif/,     3tf,a-8in^     g^i gj^— 

^L„0      ?5Lm0      ^--1 
Hierdurch  sind  X,  3/,  N  vollständig  bestimmt,  wenn  wir 

P  Pdmdm' 

als  Function  von  t//,  0,  9,  ?,  »7,  f  dargestellt  haben. 

Aus  unseren  Untersuchungen  geht  also  hervor,  dass  zur  Be- 
stimmung der  Attraction  der  Massen  m,  m'  die  Kenntniss  der 
Function 


P  Pdmdni/ 


allein  genügt  und  dass  wir  uns  das  System  m'  fest  denken  können, 
wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Attraction  handelt,  welche 
das  System  m  in  der  Lage,  die  es  gerade  einnimmt,  von  dem  System 
m'  erfährt. 
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Bevor  ich  nun  dazu  übergehe,  jene  Function  V  für  den  Fall 
der  Attraction  zweier  homogenen  Polyeder  zn  berechnen,  werde  ich, 
um  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen,  die  Sätze, 
auf  welche  ich  mich  berufen  habe,  vorausschicken, 

1. 

Wenn  die  Functionen  Fu  F%,  Fz  von  x,  y,  *  im  Innern  eines 
bestimmten  Raumes  endlich  und  stetig  sind,  so  gilt  dio  Gleichung 

f/J  0? + £ + ?)*** 

wo  linker  Hand  über  diesen  bestimmten  Raum  und  rechter  Hand 
über  dessen  gesamte  Oberfläche,  dessen  unbestimmtes  Element  durch 
do  bezeichnet  werden  möge,  zu  integairen  ist.  (*»,*),  (w»y)  und  (n> 
z)  sind  dio  Winkel,  welche  die  auf  dem  Elemente  do  nach  dorn 
Aeussern  des  Körpers  gezogene  Normale  mit  den  positiven  Axcn 
einschliesst. 

2. 

Bedeutet  <p(q)  irgend  eine  Function  der  Entfernung  q  des  Ele- 
mentes do  einer  ebenen  Fläche  von  einem  in  dieser  Ebene  aber 
ausserhalb  der  geschlossenen  ebenen  Fläche*  gelegenen  Punkt,  so 
besteht,  wenn  man 

J  q<p(q)  <*q  —  v(q) 

setzt,  dio  Gloichung 

/   /   <P(Q)d°  —   /   ^^  COSVQ  .  da 

wo  links  über  die  geschlossene  Fläche  und  rechts  über  den  Umfang 
derselben   zu  integriren  ist;  d$   ist  ein  unbestimmtes  Element   der 

Begrenzung,  q  dessen  Entfernuug  vom  angezogenen  Punkte  und  vq 
ist  der  Winkel,  den  die  auf  dem  Elemente  da  nach  dem  Aeussern 
dieser  Fläche  errichtete  Normale  v  mit  dem  von  dem  augezogenen 
Punkte  nach  ds  gezogenen  Radiusvector  q  einschliesst  Liegt  der 
Punkt  aber  innerhalb  der  geschlossenen  ebenen  Fläche,  so  ist  zu 
dem  Integral  auf  der  rechten  Seite  noch  der  Beitrag:  —2nii)(o) ') 
hinzuzufügen. 


1)  Cfr.  Mertcns,  Bestimmung  des  Potentials  einei  homogenen  Polyeders. 
(Crelie't  Joorn.  Bd.  €9  p.  S86). 
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3. 

Aas  der  Gleichung 

folgt  durch  Differentiation 

i    i  /8v    av    8v\     i  /a^    a*^    av  \ 
r  ö  2  Va**+  8^+  a*v  ~~  2  W2+  ay +  a*'v 


Bestimmung  des  Potentials  zweier  homogener  Polyeder 

auf  einander. 

Die  constante  Dichtigkeit  beider  Körper  werde  ich  der  Einfach- 
heit wegen  der  Einheit  gleichsetzen,  da  von  der  Einheit  verschiedene 
Dichtigkeiten  nur  einen  constanten  Factor  involviren  würden.  Den 
Anfang  des  absoluten  Co ordinaten Systems  lege  ich,  wie  schon  oben 
bemerkt  ist,  in  den  Reductionspunkt,  für  welchen  die  Attrations- 
kräfte  von  m  reducirt  worden  sollen.  Das  Polyeder  m  resp.  m! 
möge  n  resp.  n'  Seitenflächen  besitzeu.  Ich  werde  sio  dadurch  be- 
zeichnen, dass  ich  jeder  derselben  eine  der  Zahlen  aus  der  Reihe 
3,  2,  3  .  .  .  n  resp.  1',  2',  3'  .  .  .  n',  wo  natürlich  im  allgemeinen 
n  von  n'  verschieden  sein  wird,  als  Index  beifüge.  Das  Polyeder  m 
ist  also  begrenzt  von  den  Flächen  1,  2  .  .  n  und  das  System  m 
von  den  Flächen  1',  2'  .  .  .  n'.  Allgemein  werde  ich  eine  Fläche 
des  Systems  m  resp.  'mf  durch  i  resp.  t"  bezeichnen ,  so  dass  also  » 
resp.  s'  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,2.  .  n  resp.  1',  2'  .  .  .  n'  dar- 
stellt. Die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Seite  %  resp.  i'\  will  ich 
xn  t/u  H  re8P-  xi*  Vi\  *i  rennen  und  die  Gleichungen  dieser  Seiten 
seien  in  der  Normalform  gegeben  durch 

*i  *i  +  B1  Vi  +Ci  *i  —*>i  =  0 

^iV  +*W+<Vh'  -  A'  -  o 

so  dass  die  A,  B,  C  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  vom 
Coordinatenanfang  auf  die  betreffende  Seite  gefällte  Senkrechte  von 
der  Länge  D  mit  den  positiven  Richtungen  der  Axen  einschliesst. 
doi  resp.  dot'  sei  ein  unbestimmtes  Element  der  Seite  i  resp.  s\ 
Teile  ich  nun,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  das  System  der  Massen 
m,  m!  durch  Ebenen  parallel  den  Coordinatenebenen  in  Elemente 
dx  .  dy  .  dz;  dx'  .  dy'  .  dz\  so  ist  wegen  der  gleich  der  Einheit  an- 
genommenen Dichtigkeit  beider  Systeme 

dm  =■  dx  .  dy  .  dz     und     dm!  =  dx*  .  dy'  .  dz' 

Da  der  Abstand  r  der  Elemente  dm,  dm!  ausgedrückt  wird  durch 
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so  ergiebt  sich  für  F  der  Ausdruck 

^JJJJJJ   y(x-x')*+(y—  y')*+(z— *')* 
den  wir  auch  unter  der  Form 

~JJJ        ydzJJJ  V (* —*')*+ (y — y')*+  (* — »0* 
schreiben  können,  und  der  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  3)  fibergeht  in 

Die  Anwendung  des  Satzes  1)  liefert  dann  für  das  über  m!  aus- 
zudehnende Integral  ein  über  die  Oberfläche  von  m'  zu  erstrecken- 
des, das  wir  in  eine  Summe  von  Integralen  zerlegen,  von  denen 
sich  "  jedes  nur  auf  eine  einzelno  Polyederfläche  bezieht.  Wir  er- 
halten also 

r-!?'jQ3r***j(M*'&+*'iKi+ft'i5) 

wo  zuoächst  über  die  Seitenfläche  «"  zu  integriren  und  darauf  nach 
f  von  1'  .  .  n'  über  alle  Seiten  i*  zu  summiren  ist  Den  durch  die 
Gleichungen  der  betreffenden  Ebenen  gegebenen  Grössen  Ax'  Bt'  C\* 
haben  wir  in  diesem  Ausdruck  für  V  ihre  Vorzeichen  zu  lassen  oder 
ihnen  die  entgegengesetzten  zu  geben,  je  nachdem  die  vom  Coordi- 
natenanfang  auf  die  Seite  «'  gefällte  Senkrechte  die  Richtung  der 
von  dem  Elemente  doxr  nach  dem  Aeussern  oder  Innern  des  Körpers 
gezogenen  Normale  bat  Durch  Umkehrung  der  Integrationsordnung 
erhalten  wir,  wenn  wir  benutzen,  dass 

dr  dr       dr  dr  dr  dr 

fö? Si'    W  ~  ~  5?        W         Si 

ist,  und  dass  die  Ax'  Btr  Cx*  als  constante  Grössen  vor  das  Integral- 
zeichen treten  können: 


+ « ff  d°*  jff  ** *  * «] 
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Eine   nochmalige  Anwendung  des  Satzes  1)  aul   die  Gleichung 
liefert : 

wo  zunächst  über  die  Seite  i  zu  integriren  und  darauf  die  Summa- 
ti on  dieser  Integralausdrücke  über  alle  Seiten  %  zu  erstrecken  ist 
Die  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Grössen  Au  Bu  Ct  ist  analog 
von  At\  Bt\  Cj'.  Berücksichtigen  wir  noch,  dass  (41'-4iH~<Bi,^i+ 
C^Cj)  abgesehen  vom  Vorzeichen  gleich  dem  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels der  Ebenen  i  und  »'  ist,  den  wir  mit  (*,  «")  bezeichnen 
wollen,  so  können  wir  V  die  kürzere  Form  geben 


V  -  l*2t  E*  *J  (cos(*,  f)  ff*>tff*>>'  r) 

wenn  sa  nach  dem  Obigen  die  Werte  -J-l  oder  — 1  annimmt. 

Wir  haben  hierdurch  V  ausgedrückt  durch  eine  Seite  von  n .  n' 
vierfachen  Integralen  von  der  allgemeinen  Form  II II  do1l,do1.ri 

bei  denen  sich  die  Integrationen  über  die  Polyederflächen  *  und  *' 
erstrecken.  Um  dieses  vierfache  Integral  weiter  zu  behandeln,  wollen 

wir  zunächst  das  Doppelintegral  //  dotr  ins  Auge  fassen  und  das- 
selbe zur  Abkürzung  U  nennen.  Fällen  wir  nun  von  dem  Elemente 
dot'  auf  die  Ebene  %  das  Lot  px ,  dessen  Fusspunkt  Nt  von  dem 
Elemente  dox  um  die  Strecke  et  entfernt  sein  möge,  so  ist 

also 


v-Jfw^+ti 


Bei  Anwendung  des  Satzes  2)  auf  diesen  Ausdruck  erhalten  wir 
also  für  den  Fall,  dass  der  Fusspunkt  Ni  ausserhalb  der  Polyeder- 
fläche %  liegt:  

U  —  £  I    —  V1      COS  VQ  ds 

wo  über  die  durch  eine  Beihe  von  Kanten    gebildete    Begrenzung 
dieser  Fläche  zu   integriren  ist.    Wenn  Ni  dagegen  innerhalb  der 

Fläche  i  liegt,  so  ist  auf  dor  rechten  Seite  noch  — «-p,°    hinzuzu- 
fügen.   Es  möge  nun   allgemein  unter  k  eine  von  den  Ebenen  ver- 
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standen  werden,  die  mit  der  Ebene  *  eine  Kante  bildet,  die  wir  kurz 
die  Xante  der  Ebenen  %  nnd  h  nennen  wollen.  Bezeichnet  dann 
dajt  ein  Element  der  Kante  von  •  nnd  fc,  ?a  dessen  Entfernung 
Ton  dem  Punkte  N*9  so  erhalten  wir  also: 

ü  =*  $  &J    ^ COS(vo>  W)d** 

wo -nach  h  aber  alle  Kanten  der  Seitenfläche  %  zu  integriren  ist 
Fillen  wir  nun  von  dem  Punkte  Nt  auf  die  Kante  von  *  und  k  das 
Lot  NiNi,k,  das  mit  q»jt  bezeichnet  werden  möge,  so  wird 

cos(v.>,  *a)  -  jfk 

wo  wir  dem  3a  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  geben 
haben,  je  nachdem  Ni  auf  der  innern  oder  äussern  Seite  der  Kante 
der  Seitenflächen  t  und  k  liegt  Werden  die  «  von  dem  Fusspunkte 
Aijt  der  Senkrechten  Ni  Ni,k  positiv  nach  der  einen  und  negativ  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  hin  gezählt,  so  wird,  wenn  dem  Elemente 
d*ijk  der  Wert  #a  entspricht: 

Wir  müssen  dabei  nach  derjenigen  Richtung  hin  integriren,  nach 
welcher  die  «  wachsen.  Seien  nun  *'•*,*  und  /'*.*  die  Werte  von  «, 
welche  den  Eckpuvkten  dieser  Kante  entsprechen  und  *'a  <  «"*,*, 
so  ist: 

A*     

Das  jetzt  zu  behandelnde  Integral 


#" 


/ 


bei  dem  ich  der  Kürze  wegen  die  Indices  fortgelassen  habe,  kann 
zerlegt  werden  in 


P 


•flZ&F-'+fim*'-'- 
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Das  'erste  dieser  Integrale  ist  von  Mertens  in  seiner  Abhand- 
lang über  die  Bestimmung  des  Potentials  eines  homogenen  Polyeders 
auf  einen  materiellen  Punkt  berechnet;  er  findet: 


*" 


/ 


«' 


P  P*  P  P8 

4-  -  arcte  = —  —  -  arctc  — ,  

^q         qVp*+q*+*"*     2         qVp*+q*+*'* 

wo  die  arctg  zwischen  —  ^   und  -fö  zu  nehmen  sind. 
Unter  Benutzung  der  bekannten  Recursionsforrael 


/  *m(a-\- 


s"**  (a+ bs")P 

bs»)Pds -L.Tl.1 


+  ^+if'm(°+w-1* 


ergiebt  sich  für  das  zweite  Integral 


*" 


+  2  2 

Denken  wir  uns  jetzt  den  py  q,  *  ihre  früheren  Indices  wiederge- 
geben, so  stellen 

V**2+<z..*8 +*".**   und    Vj^+w^+'a1 

die  Entfernungen  r",-,*  und  r',-,*  dos  Elementes  dof  von  den  End- 
punkten der  Kante  von  %  und  h  dar,  «"a  und  «V*  sind  ihrem  ab- 
soluten Werte  nach  die  Projectionen  dieser  Entfernungen  auf  die- 
selbe Kante.  Substituten  wir  nun  in  U  die  für  die  beiden  Integrale 
gefundenen  Werte,  so  erhalten  wir  also  den  gesuchten  Ausdruck 
des  Potentials  der  beiden  Polyeder  aufeinander  in  der  Form 

+*''"ctg^Ä;-*'arct8  sto+»»-s — *»-r-; 


3  r   1  J 


wo  sich  die  Integration  in  dem  letzten  Gliede  auf  der  rechten  Seite 
flher  denjenigen  Teil  der  Fläcko  i'  zu  erstrecken  hat,  für  den  N, 
innerhalb  der  Fläche  >'  liegt 

Znr  leichteren  Uebersicht  sei  Doch  einmal  die  Bedeutung  der 
in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Grössen  angegeben.  Es  ist  pt 
das  von  dem  Elemente  da'  auf  die  Polyederfläche  i  gefällte  Lot 
and  tfn  dasjenige,  welches  vom  Fasspunkt  A7,-  jenes  Lotes  auf  die 
Kante  der.  Seitenflächen  i  und  t  gefällt  ist.  qi.t  erhält  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen ,  je  nachdem  AV  auf  der  inneren  oder 
äusseren  Seite  dieser  Kaute  liegt  r"u  und  r'u  sind  die  Entfer- 
nungen des  Elementes  <W  von  den  Endpunkten  der  Kante  und  die 
absoluten  Werte  von  *">,»  und  «fy  die  Projectionen  von  /'*.*  und 
r'i.t  auf  dieselbe  Kante;  ihre  wirklichen  Werte,  sind  die  den  End- 
punkten der  Kante  von  i  und  k  entsprechenden  Werte  von  *  und 
zwar  haben  wir   »U.k  <  ■"".-.*    zu  nehmen.    Die  Summe   X,   erstreckt 

sich  über  alle  Kauten  der    Seitenfläche   ■     Das  Zeichen    £,    dentet 

1 
an,  dasa  die  entsprechenden  Ausdrucke   fttr   alle  Grenzflächen  l  des 
Polyeders   m   zu  bilden  und  zu  addiren  sind.      Die  Integration  er- 


eine Summation  aber  sämtliche  Polyederflächen  >", 

Ich  habe  jetzt  zu  zeigen,  wie  man  die  Grössen  p<,  q,j,t  /'<,*, 
*\*j  *"u,  •'<.*  aualytisch  auszudrücken  und  daraus  V  als  Function 
jener  im  Eingange  erwähnten  6  Grössen  g,  ij,  f.  f,  #,  y  darzu- 
stellen habe. 

Es  ist,  wenn  du,'  die  Coordinaten  x,',  yt ',  ■/  hat 
P,  -  Mia-i'+Änn'+C,  V— A3 
wo  die  eckige  Klammer  andeuten  soll ,  dass  wir  von  dem  Ai 
in  der  Klammer  den  absoluten  Wert  zu  nehmen  haben,  weil 
Ausdruck  von  V  nur  der  absolute  Wert  von  pi  in  Betracht  / 
wird. 

Die  Grösse  $,-,*  findet  man  leicht  durch  folgende  Betrs 
Es  schneidet  die  von  dem  Punkte  ä,  auf  die  Ebene  k  gefällt 
rechte   A'j  Ok   die  in  dem  Punkte   A',,i  auf   der  Kante  erricl 

Arck.  1.  Matt.  a.  F»J».    S   K«ilie,  T.  IUI.  4 
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der  Ebene  k  liegende  Senkrechte  Nltk  O*.  Dadurch  entsteht  das  bei 
Ok  rechtwinklige  Dreieck  A,  OkN^k.  Der  Winkel  NtNvkOk  ist  also 
der  Neigungswinkel  der  Ebenen  i  und  k  und  kann  nach  Analogie 
unserer  früheren  Bezeichnung  mit  Wkl.  (*',  k)  bezeichnet  werden. 
Da  nun,  wie  man  leicht  findet,  Ar,-  die  Coordinaten 

hat,  so  ergiebt  sich 

N1Ok=[(*1t-p1Al)Ak+(y1'-p1B1)Bk 
+(zi*-PlC1)Ck-Dk] 

wo  die  eckige  Klammer  dieselbe  Bedeutung  hat  als  vorher.  Nun  ist 

AtDk 

qi'k  ""  sin  (t,  k) 
oder  da 

cos(t,  *)  -  ±  (A1Ak  +  BiBk+  C, Ck)    ist 

= XiOk 

Ql'k       i^Ch-   BkL\)*+(t\Ak-  L\At)*+(AxBk  -  AkBj* 

Dem  sich  hieraus  ergebenden  absoluten  Werte  von  #,*,  den  wir 
als  Function  von  rr,',  y/,  zxr  dargestellt  haben,  müssen  wir  dann 
nach  den  früher  angegebenen  Bestimmungen  das  positive  oder  ne- 
gative Vorzeichen  geben.  Die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  Kante 
von  t  und  k  findet  man  aus  den  Gleichungen  der  3  Ebenen  t,  k,  lt 
und  t,  fc,  /,,  die  in  diesen  Endpunkten  zusammenstossen.  Die  Coor- 
dinaten werden  also  nur  abhangen  von  den  Grössen 

At\  Bu  C\\     Ak,  Bk,  Ob;    Ait,  Bilt  Cix\    Ai„  Bi„  Q% 

Wir  können  also  die  Entfernungen  /',-,&  und  r'ijt  bestimmen. 
Zur  Berechnung  der  absoluten  Werte  von  *'t,*  und  «"•,*  ist  die  Kennt- 
niss  der  Cosinus  derjenigen  Winkel  erforderlich,  welch  die  Radien- 
vectoren  r",-,*  und  r\,*  einerseits  und  die  Kante  der  Seitenflächen  » 
und  k  anderseits  mit  den  Coordinatenaxen  einschliessen.  Die  6  er- 
sten Cosinus  sind  bekannt,  sobald  man  die  Coordinaten  der  End- 
punkte der  Kante  gefunden  bat  Die  3  letzteren,  die  wir  nach 
Analogie  mit  «4i,*,  2?,,i,  CV,*  bezeichnen  wollen,  finden  wir  aus  der 
Bemerkung,  dass  die  Kante  senkrecht  steht  auf  den  Normalen  der 
Ebenen  t  und  *,  durch  die  3  Gleichungen 

AxA^i- B^ki- t\Cltk    AkA^  +  BiB^k+CkC^k  -  0 
und 
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Wir  legen  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  (£,  17,  £)  des  Poly- 
eders m  ein  mit  diesem  fest  vorhandenes  Coordinatensystem  u,  v, 
»,  dessen  Axen  der  Lage  nach  durch  die  oben  besprochenen  Winkel 
1p,  $•,  <p  bestimmt  sein  mögen.  Der  Kürze  halber  wollen  wis  jedoch 
zunächst  die  Cosinus  der  Winkel  einfuhren,  welche  die  beweglichen 
Axen  mit  den  festen  einsckliessen;  diese  seien:  a,  a,  a\  ft,  b',  b"\ 
c,  c\  c".  Die  Gleichung  der  Seite  1  sei  in  Bezug  auf  das  beweg- 
liche Coordinatensystem  in  der  Normalform 

«1  *•  +  »!*  +  ff ,u>,  —  S),  -  0 

wo  wir  9fi,  93, ,  ff«,  SD,  als  gegeben  ansehen  müssen.  Da  nun  durch 
die  Trausformationsformeln 

g=*t+a"u+b"v+c"w 

Ain  +  BitjiZi — Di  .    .    . 

übergehen  soll  in  A(9kw  +  ©i  w  +  ©i*r«  -2)*),  wo  A  eine,  noch  zu 
bestimmende  Constante  ist,  so  folgen  die  Gleichungen 

A^a  +  V'+Ci  «"  =  *^i,    *ib  +  ^A '+  Q*"  —  *». 

Die  ersteren  3  Gleichungen  liefern 

*i=    l(*i«+» t* +«!«),    £|  —l(8ja' +  »,*'+ Sic') 

C,  «  1(21,«"+  »,6"+  *,  c") 

aus  ihnen  findet  man 

1-±1 
durch  die  Bemerkung,  dass 

Al*+Bt*+Cl*  =  1 

ist  Die  vierte  Gleichung  endlich  bestimmt  A.  Wir  haben  hiermit 
also  die  AlBiC1D1  ausgedrückt  9^,  93lf  Sj,  2)j;  a,  6,  c;  a',  b',  c'\ 
a",  b'\  e".  Die  9  letzteren  Cosinus  haben  wir  dann  auszudrücken 
durch  die  sin  und  cos  der  #,  t/>,  q>  vermittelst  der  bekanntien  Glei- 
chungen. Somit  haben  wir  V  dargestellt  als  Functon  von z,% f;  tf/, 
£,  9;  At\  Bt\  Ct\  Dt\  «„  ©,',  ff/,  5),',  von  denen  die  letzteren 
8  Grössen  von  den  ersten  3  unabhängig  sind.  Die  in  der  Einleitung 
angegebenen  Gleichungen  gestatten  uns  schliesslich  Xy  F,  Z  und  £, 
Af,  N  zu  berechnen. 

Aus  der  eben  angegebenen  analytischen  Darstellung  der  Grössen 
Pt  ft  r»  *  8eut  hervor,    dass  wir  in  dem  Ausdruck  für  das  Doppel- 
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Potential  zweier  homogenen  Polyeder,  das  wir  in  Gestalt  eines 
Doppelintegrals  erhielten ,  noch  eine  Integration  auszuführen  vor- 
mögen.    Zunächst  erkennen  wir,  wenn  zur  Abkürzung 

i  $i,/  .  cos(t,  O  —  arf 
gesetzt  wird,  dass  sich  in  dem  Integral 


— 2nai,i'  j   do%.  p, 


beide  Integrationen  ausfuhren  lassen. 

Betrachten  wir  ferner  einen  der  Endpunkte  der  Kante  von  t  und 
fc,  dem  die  Werte  *"•>  und  r",  ,*  entsprechen  mögen,  so  erhalten  wir  in 
V  die  Summe  der  beiden  folgenden  zur  Abkürzung  mit  A  und  B 
bezeichneten  Integrale: 

und 


B  =  J    doi1  qi,k g 


Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  dieses  betreffenden  Eudpuuktes  mit 
<**,*,  /?*,*,  ya,  so  wird,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

wenn  wir  zur  Abkürzung  die  X,  {*,  v,  c,  die  als  bekannt  gelten,  ein- 
führen. Diese  Grössen  setzen  wir  in  A  und  B  ein,  wodurch  die  zu 
jntegrirenden  Grössen  Functionen  von  xk\  yt%  zt'  und 


werden.    Die  ebene  Fläche  »"  ist  jetzt  in  eine  endliche  Anzahl  von 
durch  Grade  begrenzten  Teilen  zu  teilen ,   so  dass   in  jedem    Teile 
das  Vorzeichen   der   Ausdrücke  für   q"ltk,  «",,*   ungeändert  bleibt 
Teilen  wir  nun  jeden  dieser  ebenen  Flächenteilo  von  **,  über  welchen 
zu  integriren  ist,   durch   Ebenen  parallel  der  xw~   und   y«-Ebene  in 

Elemente 

,       dxx\  dVl' 
dox ^t- 

und  drücken  */  vermöge  der  Gleichung  der  Ebene  %   als  Function 
von  *±\  ytn  durch  die  Gleichung 


zweier  homogenen  Körper.  53 

ans,  so  erhalten  wir  A  als  Summe  von  2  Integralen   von  der  Form 


ff 


wenn  f(x%\  y/j  ein  ganzer  Ausdruck  dritten  Grades  in  Bezug  auf 
*/>  Vi  uud  O  ciue  transceudeute  Fanction  xt\  yx'  und  R(xt\  y%') 
ist  R  sei  dabei  der  Ausdruck,  dor  aus  Ä(*/,  y/,  »/)  dadurch  her- 
vorgeht, dass  man  zxf  durch  a?,'  und  yt*  ausdrückt.  Hierbei  ist  über 
alle  Werte  von  xj,  yx*  zu  integriron,  welche  innerhalb  der  Projcction 
des  betrachteten  Flächenteils  von  V  auf  die  a-y-Ebeue  liegen.  Die 
Anwendung  der  teilweisen  Integration  ergiebt,  wenn  wir  die  Inte- 
gration nach  y/  ausführen  wollen,  und  wenn 

f  /(«i'i  Vi)  <*Vi '  -  *  (*i\  Vi ')     'St : 

Da  aus  g— -,  die  transcendenten  Functionen  log  und  arctg  ver- 
schwinden, so  erhalten  wir  unter  dem  Integralzeichen  eine  rationale 
Function  vou  */,  y/  und  R(xt*  y/)),  die  sich  nach  den  bekannten 
Regeln  der  Integration  durch  Einführung  einer  neuen  Jntegrations- 
variablcn  rational  machen  lässt.  Die  Integration  der  so  erhaltenen 
rationalen  Function  bietet  keine  principiellcn  Schwierigkeiten.  Dass 
in  B  eine  rationale  Fuuction  vou  ?,'.  yx'  und  R  auftritt,  sieht  mau 
sofort.  Wir  können  also  auch  bei  B  eine  Integration  ausführen. 
I  ieselben  Betrachtungen  gelten  auch  für  den  andern  Endpunkt  der 
Kante  der  Seitenflächen  i  und  &,  dem  die  Grössen  *'•*,*  und  r,«,*  ent- 
sprechen mögen.  Summiren  wir  jetzt  d:ese  Integrationsausdrücke 
über  alle  Kanten  der  Seitenfläche  i  und  erstrecken  dann  die  Sum- 
mation  über  sämtliche  Flächen  i  und  schliesslich  über  sämtliche 
Flächen  *"  des  Systems  m',  so  werden  wir  den  Ausdruck  des  Poten- 
tials der  beiden  Polyeder  in  Gestalt  eines  einfachen  Integrals  erhalten. 

Was  die  Bestimmung  der  Attraction  eines  homogeneu  Polyeders 
und  eiues  homogenen  dreiaxigen  Ellipsoids  aufeinander  anbelangt, 
so  kann  zunächst  dieses  letztere  nach  dem  Maclaurin'schen  Satze 
durch  die  in  der  Ebene  der  grösseren  und  mittleren  Axo  liegende 
confocale  elliptische  Scheibe  ersetzt  werden,  deren  Dichtigkeit  im 
Elemente  dt»  durch  die  Gleichung 
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<J>0 


gegeben  wird,  wenn  das  feste  Coordinatensystem  der  sc,  y,  «  mit  den 
3  Axen  a,  fc,  <?  des  Ellipsoids  zusammenfällt.  Mithin  kann  F  in  der 
Form  des  fünffachen  Integrals 


-/ 


dmdw  .  9(0?,  y) 


geschrieben  werden,  wo  die  Integration  über  die  elliptische  Scheibe 

/rlm. 
—  das  Po- 
tential des  homogenen  Polyeders  auf  die  an  dem  Orte  des  Elements 
dco  concentrirt  gedachte  Masseneinheit  ist,  und  da  sich  ferner  dieses 
Potential  als  geschlossener  Ausdruck  darstellen  lässt,  in  welchem 
dieselben  transcendenten  Functionen  wie  bei  der  Attraction  zweier 
homogenen  Polyeder,  multiplicirt  mit  ganzen  rationalen  Functionen 
der  Goordinaten,  auftreten,  so  erhält  man  V  schliesslich  in  Gestalt 
eines  Doppelintegrals. 

Für  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  a  >  6,  b  -»  c  ergiebt  sich 
V  unmittelbar  als  einfaches  Integral,  da  in  diesem  Falle  die  ellip- 
tische Scheibe  in  das  zwischen  den  beiden  Brennpunkten  enthaltene 
Stück  der  g-Axe  übergeht,    dessen  Dichtigkeit  im  Punkte   ?,   0,  O 

gleich 

ac2xc      /  x%    \ 

YÖ*—c*  V  ~~ a%-c*) 
also  ein  ganzer  Ausdruck  zweiten  Grades  von  x  ist 

Wenn  dann  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  zwei  homogenen  Poly- 
edern die  teilweise  Integration  angewandt  wird,  lässt  sich  in  V 
auch  noch  die  letzte  Integration  ausführen. 
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V. 

Eine  Hypothese  über  das  Gesetz  der  Dichtigkeit 

im  Innern  der  Erde. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Die  Frage,  in  welcher  Art  und  Grösse  die  Dichtigkeit  im  Innern 
der  Erde  nach  dem  Mittelpunkt  hin  sich  ändert,  ist  wie  es  scheint, 
schon  oft  gestellt  worden,  ohne  befriedigend  gelöst  worden  zu  sein. 
Ob  überhaupt  eino  Möglichkeit  vorhanden  ist,  diese  Frage  endgültig 
zu  beantworten,  steht  um  so  mehr  dabin,  als  uns  über  die  Zusam- 
mensetzung und  Verschiedenheiten  der  Massen  sowie  über  die  Zunahme 
der  Temperatur ,  Druck ,  Veränderung  des  Aggregatzustandes  des 
Erdinnern  nichts  bekaunt  ist,  indem  die  Tiefen,  bis  wohin  man  die 
Bohrlöcher  gebracht  hat,  in  keinem  Verhältniss  stehen  zu  dem  Erd- 
halbmesser. 

Die  folgenden  Bemerkungen  bezwecken  auch  durchaus  nicht  die 
definitive  Lösung  der  Aufgabe;  sie  sollen  vielmehr  nur  einen  pro- 
blematischen Versuch  dazu  bilden,  und  insofern  wäre  auch  unsere 
Bearbeitung  gegenstandslos  und  überflüssig,  da  ein  directer  Beweis 
durch  Beobachtung  nicht  erbracht  werden  kann.  Der  Reiz  aber, 
den  das  Unbekannte  ausübt,  wird  wol  immer  als  Entschuldigung 
dafür  dienen  können,  wenn  man  einmal,  das  Bekannte  verlassend, 
am  Ariadnefaden  einer  Hypothese  sich  in  die  labyrinthischen  Räume 
des  Unbekannten  hineinwagt. 

Der  Hauptgegenstand  indessen,  der  mich  bestimmte,  einige 
Rechnungen  hierüber  mitzuteilen,  war  die  vollständige  Ueberein- 
stimmung  derselben  mit  den  Versuchen  und  Resultaten,  welche  der 
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englische  Astronom  Airy  im  Jabre  1854  in  der  Kohlengrube  Harton 
bei  Newcastle  zwecks  Bestimmung  der  mittleren  Erddichte  er- 
balten hat. 

Auf  Grund  der  Ansicht,  dass  die  Dichtigkeit  der  Erdschichten 
nach  dem  Mittelpunkt  hin  stetig  zunehme,  muss  die  wachsende  Be- 
schleunigung der  Schwere  eine  Beschleunigung  der  Oscillationen  des 
Pendels  hervorbringen.  Vermittelst  des  elektrischen  Telegraphen 
ergaben  die  Vergleiche  im  Gang  des  oberen  und  unteren  Pendels 
für  letzteres  eine  Beschleunigung  vou  2!/4  Secuuden  pro  Tag  iu  einer 
Tiefe  vou  383  m.  Diesen  Bestimmungen  gemäss  fand  Airy  für  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  den  Wert  6,566. 

Wir  nehmen  an,  dass  analog  dem  durch  eine  Exponcntialfunction 
sich  darstellende  Gesetz  der  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  das  Gesetz 
der  Dichtigkeit  der  concentrisch  gelagerten  Erdschichten  sich  eben- 
falls durch  eine  entsprechende  Function  dar  stell  eu  lasse.    Dieselbe  sei 

1)  ö~De-k** 

Hierin  bedeute  ö  die  Dichte  in  der  Kugelschicbt  vom  Halb- 
messer x,  D  diejenige  des  Erdkerns,  k  eine  Constante,  x  sei  iu 
Teilen  des  Erdhalbmessers  a  —  1  ausgedrückt 

Die  Masse  der  Kugel  vom  Radius  x  ist  demnach 


•C/ 

Mx<=4nD    I  c  ** 3  x%  dx 
0 


also 

2)  Ms  -1*^(1-*-*") 

Die  Gesamtmasse  der  Erde  ist  folglich 

3)  M^in^iX-e-*) 

Wenn  nun  die  mittlere  Dichte  der  Erde  — »  q  ist,  so  folgt  vermöge 
M  —  |  kq  aus  den  beiden  letzten  Bestimmungen 

4)  Q  -~  (1-    «-') 

und  bezeichnet  noch  öo  die  Dichte  der  obersten  Schicht,  so  gewinnt 
man  vermöge 
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5)  äo  —  De~k 
die  Relation 

6)  *-y(«*-l) 

Um  die  Beschleunigungen  zu  finden,  welche  die  Kugeln  vom  Halb- 
messer x  uud  1  auf  oinen  Punkt  ihrer  Oberflächen  ausubon,  haben 
wir  gemäss  der  Attractionstheorie  die  Massen  derselben  durch  das 
Quadrat  ihror  Radien  zu  dividireu.    Man  hat  also 

1  —  g-**3      1— c-* 
9*  :  g  —       i»        2  ~~Y* — 


7) 

Die  Pendelformel 


0   ""*»(! 


_*-*! 


~tf 


zeigt  nun,  dass  die  Quadrate  der  Schwingungszeiten  glcichlangcr 
Pendel  sich  umgekehrt  wie  die  Beschleunigungen  an  den  Beobachtungs  • 
orten  verhalten.    Es  ist  also 

tx1        g 
und  vermöge  der  vorhergehenden  Relation 

9) 


Wir  differentiiren  diese  Gleichung  in  der  Form 

und  erhalten 

2(1 -*-**•)*,  ^r  +  3ktx*z*e-k**  -  2  Ca: 
d.  i. 
...  a;  df*    .    .         &*e* 

Da  aber  die  durchbrochene  Schicht  des  385  m  tiefen  Schachtes 
nur  1/16621,7  des  Erdhalbmcsscrs  beträgt,  so  können  wir  auch  noch 
für  weit  grössere  Tiefen  den  letzten  Ausdruck  vereinfachen  in 

* 

dt  h 


<<*c~~ '*      *  **— X 


i 
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dx  bedeutet  die  Zunahme  von  x  nach  Aussen,  dt  die  Zunahme  der 
Oscillationsdaucr  des  Pendels  im  Punkte  x. 

Bezeichnen  wir  daher  mit  Jy  die  Tiefe  des  Schachtes  und  mit 
dt  die  Abnahme  der  Oscillationszeit  in  dieser  Tiefe,  so  ist 

Da  aber  nach  den  Bestimmungen  Airy's 

dy  ""  16621,7 

ist,  so  erhalton  wir  nach  Einsetzung  dieses  Ausdruckes  und 

Jt         2«/4 
t   ""86400 

in  die  obige  Formel  die  Relation 

7  -  *  (l  ~  VZy)  "  *  (l  "16621,7  .  ggL)  =  |(1  -0,4328) 

oder 

öo 

0,3781 

welches  das  Ycrhältniss  ausdrückt  zwischen  der  Oberflächendichte  und 
der  mittleren  Erddichte. 

Da  nun  die  Dichtigkeit  der  oberen  Schicht  zu  2,5  bestimmt 
wurde,  so  erhalten  wir  eudlich  als  mittlere  Dichte  der  Erde 

13)  Q  -  6,61 

ein  Resultat,  welches  von  dem  Werte  Airys 

q  =  6,566 
nur  wenig  abweicht. 

Wenn  man  nun  in  der  gefundenen  Zahl  nicht  ein  Spiel  des  Zu- 
falls erblicken  will,  der  ja  allerdings  nicht  ausgeschlossen  ist,  so 
wird  man  immerhin  das  zu  Anfang  definirte  Gesetz  der  Zunahme 
der  Dichtigkeit  als  möglicherweise  der  Wahrheit  sehr  nahe  kommend 
anerkennen  können. 

Man  bemerke,  dass  in  der  Bedingungsgleichung  für  die  obersten 
Schichten  der  Ausdruck  *  nicht  vorkommt. 

Dm  denselben  zu  bestimmen,  benutzen  wir  zunächst  den  Aus- 
druck 
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p         «*  — 1 

eine  in  Bezug  auf  k  transcendente  Gleichung.    Man  findet 

Je  =  1,707 

Damit  kann  man  endlich  noch  die  Dichte  des  Mittelpunkts  der  Erde 
berechnen.    Vermittelst  der  Formel 

folgt 

15)  D  —  13,78 

ein  Wert,  welcher  das  speeifisehe  Gewicht  des  Quecksilbers  um  ein 
Geringes  übertrifft 

Die  Dichte  in  einer  beliebigen  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
ist  demnach 

16)  d  -  13,78  e-i.wx» 

Die  Bestimmung  der  Constanten  dieser  Gleichung  beruhte  ledig- 
lich auf  den  Beobachtungsarten  Airy's,  und  die  Gleichung  kann  als 
Ausdruck  des  Gesetzes  für  den  Fall  gelten,  dass  diese  Werte  auf 
der  ganzen  Erdoberfläche  diesolbon  sind.  Hierüber  liegen  aber  nur 
wenig  Beobachtungstatsachen  vor. 

Indessen  sind  in  neuerer  Zeit  Untersuchungen  über  Schwere- 
bestimmungen in  verschiedenen  Tiefen  durch  v.  Sterneck  in  Adal- 
bertschacht  des  Silberbergwerkes  in  Pribram  (1883)  und  im  Abra- 
hamschachte bei  Freiberg  (1885)  in  Sachsen  angestellt  worden.  Die 
Beobachtungen  ergeben,  dass  die  Schwere  im  Innern  der  Erde  grösser 
ist,  als  an  der  Oberfläche,  dass  aber  die  Zunahme  an  den  verschie- 
denen Orten  sehr  verschieden  sei.  In  Harton  nimmt  sie  bei  383  m 
Tiefe  ebensoviel  zu,  als  in  Pribram  bei  623  m  und  in  Freiberg  bei 
etwa  400  m. 

Es  wäre  demnach  sehr  wünschenswert,  wenn  diese  Vorsuche  an 
recht  vielen  Punkten  des  Erdballs  fortgesetzt  würden,  um  durch 
eine  Reihe  von  Beobachtungswerten  den  mittleren  Wert  Jt  festzu- 
stellen, welcher  einer  bestimmten  Tiefe  4y,  etwa  gleich  500  m,  an- 
nähernd entspricht.  Wie  es  scheint,  muss  die  Tiefe,  welche  der 
Hartoner  Zeit  von  21/*  Secunden  entspricht,  im  allgemeinen  grösser 
angenommen  werden.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ober- 
flächendichte überall  die  gleiche  sei,  nämlich  2,5  wollen  wir  für  Jy 
die  mittlere  Tiefe  von  500  m  in  Teilen  des  Radius  zu  Grunde  legen, 
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da  dieselbe  für  Jt-=2lj4  gleicher  Schwerezanahme  den  Tiefen 
400m  und  623  ungefähr  im  Mittel  entsprechen  dürfte. 

Setzt  man  diese  Werte  in  12)  ein,  so  erhalten  wir  als  mittlere 
Dichte 

17)  g  -  5,6 

einen  Wert,  welcher  den  aus  andern  Beobachtungen  und  Berech- 
nungen abgeleiteten  Werten  von  q  sehr  nahe  kommt. 

Die  Dichte  des  Erdmittelpunkts  ist  uuu  wegen  k  =  1,4 

18)  D  =  10,375 

also  etwas  kleiner  und  wahrscheinlich  genauer,  als  der  erste  Wert. 

Die  gefundene  Zahl  entspricht  ungefähr  dem  speeifischeu  Ge- 
wicht des  Silbers. 

Diese  Zahlen. dürften  es  möglich  erscheinen  lassen,  dass  die  oben 
angenommene  mittlere  Tiefe  von  500m  anstatt  der  des  Hartoucr 
Schachtes  von  383  m  in  Bezug  auf  gleiche  und  dem  letzteren  ent- 
sprechende Schwerezunahme  gewählt  werden  muss.  Hierüber  können 
indessen  nur  Beobachtungen  entscheiden. 

Die  Beschleunigung  in  der  Kugelschicht  vom  Radius  x  ist 

gx^   1  —  c-**8 
g        x\\ — c~*) 

Dieselbe  ist  im  Mittelpunkt  —  null.  Sie  erleidet  von  aussen  nach 
innen  zuerst  cino  Zunahmo,  dann  eine  Abuahme.  Ihren  Maxi- 
malwert erhält  man  aus  der  differentiirten  Gleichung,  er  ergicht 
sich  aus 

19)  e*  =  3u+l,    u  — fcc8 

u  -  0,768 

woraus  x  —  0,818    folgt. 

Der  grösste  Wert  der  Beschleunigung  liegt  also  der  Oberfläche 
verhältnismässig  nahe,  da  der  betreffende  Radius  4/s  des  Erdhalb- 
messers  ist.  Die  Berechnung  des  entsprechenden  Wertes  von  g* 
ergiebt  10,31m  in  der  Tiefe  von  woniger  als  Vs  des  Erdbai braessers. 
Von  da  au  nimmt  sie  wieder  ab.  Der  Ort,  wo  sie  wieder  dein  Werte 
von  g  an  der  Oberfläche  gleich  ist,  ergiebt  sich  aus 

20)  1—  «-**3  -*8(1  -«-*) 

x  —  0,606 
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Diese  Verhältnisse  werden  erklärlicher,  wenn  man  die  Dichtig- 
keitscurve 

21)  y  -  De-**» 

construirt.    Man  hat  zunächst 

^ UDx*e-k** 

dx 

-^  —  3*  Dx(3kx*  —  2)«-**3 

Hieraus    erkennt    man,    dass   die  Curve  einen  Wendepunkt  besitzt, 
bestimmt  durch 

x    ~U 
x  -  0,723 

Von  aussen  nach  innen  gerechnet  steigt  also  die  Dichtigkeit 
sehr  rasch.  Bis  zu  der  Tiefe  von  ungefähr  stark  y4  des  Erdhalb- 
messers wächst  die  Dichtigkeit  von  2,5  auf  5,3 ,  also  auf  fast  die 
mittlere  Dichtigkeit,  was  die  rasche  Zunahme  der  Beschleunigung 
erklärlich  macht. 

Von  Interesse  ist  noch  die  Bestimmung  des  Maximums  der 
Schwere.  Die  Schwere  eines  edm  Wasser  ist  an  der  Oberfläche  Hg. 
Im  Mittelpunkt  ist  die  Schwere  null.  Dieselbe  hängt  nämlich  von 
der  Masse  und  der  entsprechenden  Bescbeunigung  ab  und  ist 

—  mg 

oder,  da  ö  die  Masse  in  der  Volumeneinheit  ist 

—  £  .  g% 

Hiernach  haben  wir  folgendes  Verhältniss  der  Schwere  oder  des 
Druckes  einer  Volumeneinheit  in  einem  Punkte  x  im  Vergleich  zur 
Schwere  an  der  Oberfläche 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  Schwere  im  Mittelpunkt 
(x  —  0)  -=>  null  ist  Es  ist  also  möglich,  dass  auch  hier  ein  Maxi- 
malwert existirt.  Wir  differentiiren  die  Gleichuug  und  erhalten  als 
Bedinguugsgleichung 
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23)        e«  -  jfi~  ,     **»-*,    fc  =  1,4 

woraus 

u  =  0,231 
und 

x  =  0,5485 

Das  Maximnm  der  Schwere  Hegt  also  ungefähr  in  der  Mitte  des 
Erdhalbmessers. 

Das  obige  Verbältniss  wird  nun 

<vn  3(1+3*)*«* d  i  -  ^ 

J4>  **(l  +  3u)*(l-e-*)     a'*'  —  0' 

Hiernach  ist  die  Schwere  oder  der  Druck  eines  bestimmten  Volumens 
in  dem  bezeichneten  Orte  dreimal  so  gross  als  der  eines  gleichen 
Volumens  an  der  Erdoberfläche. 

In  der  oberen  Hälfto  des  Radius  wächst  also  die  Schwere  be- 
trächtlich nach  der  Mitte  zu  an,  worauf  sie  dann  wieder  bis  zum 
Centrum  abnimmt.  Wir  wollen  noch  das  Gewicht  des  ganzen  Erd- 
balls bestimmen.  Ist  der  Radius  einer  Kugel  —  a  *=*  1  und  g  ihre 
mittlere  Dichtigkeit,  so  ist  ihr  Gewicht,  wenn  alle  Teile  gleich 
schwer  sind 


Ot  -*■  4t7t  I  gr*dr  «  |ftasg  =  \ng 


0 

Sind  dagegen  die  Teile  nicht  gleich  schwer,  aber  gleichförmig  dicht, 
so  ist,  wenn  die  Attraction  dem  Abstand  vom  Centrum  proportional 
ist, 

a 


Gt- 

■4v 

gr* 

• 

a 

dr  — 

nga* 

— 

Itg 

also  kleiner. 

0 

Führen 

wir 

nun  für 

Q 

ein 

-  De~ 

-**» 

so  folgt  zunächst  vermöge  22) 


25)  Ga-^f(e->»-e-*») 


0 


oder 
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s~l-«-*V        1.2        7        +  1.2.3        10 

4  (2*  —  1)*»        4(::&  — 1)H  \ 

4!        13         +5!         16        "       *  / 

Hieraus  folgt  der  Wert 

0,  —  7,07« 

welcher  von  dem  mittleren  Werte 

0i  —  I»*  —  7,46« 
wenig  verschieden  ist 

Laplace  entwickelt  im  IL  Band  seiner  Mechanik  des  Himmels 
eine  Differentialgleichung  2  Ordnung,  vermittelst  welcher  die  Ab- 
plattnag des  Erdsphäroides  bestimmt  werden  kann,  wenn  das  Gesetz 
der  Dichtigkeit  der  Erde  bekannt  ist. 

Sie  kann  in  folgender  Form  aufgestellt  werden: 

Ist  hieraus  y  bestimmt,   so  folgt  die  Abplattung  der  Erde  bis  auf 
Grössen  2.  Ordnung  genau  vermittelst 

27,  , W»f. 


2*  -  w?h*ifr*g**) 

0 
Führt  man  ein 

28)  y  —  ,1**— Bx«+Cx9  —  Dz1*  +  .   .    . 

worin  A  als  Constante  des  Integrals  —  1  angenommen  werden  darf, 
so  erhält  man  folgende  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coefficieuten 

(5  .  6-6)5  — (8  .  9  — 6)Gb»+(I1  .  12— 6)/>*6 

(k*  xB        k*  x9  \ 

1—  kx*  +  — ^  —  "3f +  •      ) 

X(4-75a;»  +  10x6  — 13^x».    .    .) 
und  man  gewinnt  der  Reihe  nach  die  Worto 

C-^(70+4fc) 
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D  =  2i(<10C+nB  +  2k2) 

E  —  ^(\ZD+lOkC+iBk*+llc*) 

F  =  ^  (WE+mD+5k*C+lk*ß+lk*) 

Da  indessen  die  Reihe  28)  für  k  —  1,4  divcrgirt,  so  ist  die 
Reihenform  unzulässig  nnd  es  ist  deshalb  schwierig,  den  Wert  von 
y  nnd  damit  den  obigen  Ausdruck  für  p  zu  erhalten.  Man  sieht 
aber,  dass  es  von  besonderem  Interesse  sein  würde,  einen  theoreti- 
schen Wert  von 

a  —  b 

p  ■» 

aus  den  obigen  Gleichungen  herzuleiten  und  denselben  mit  dem  be- 
kannten zu  vergleichen.  Vielleicht  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  dass 
auf  auderem  Wege  dennoch  eine  Lösung  gofunden  werden  kann, 
wenn  sie  in  Angriff  genommen  wird. 
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VI. 


Ueber  successive  Fusspunktspolygone. 


Von 

H.  Schotten,  Dr.  ph. 


In  Jahrgang  34  p.  311  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik 
hahe  ich  eine  Verallgemeinerung  des  bekannten  Simson'schen  Satzes 
nach  der  Richtung  hin  veröffentlicht,  dass  es  sich  nicht  nm  Lote, 
sondern  um  Gerade  handelt,  die  anter  einem  beliebigen,  aber  be- 
stimmten Winkel  gegen  die  Seiten  des  Dreiecks  geneigt  sind.  Der 
verallgemeinerte  Satz  lautet;  „Zieht  man  von  einem  Punkte  des 
einem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  unter  beliebigem,  aber  glei- 
chem Winkel  Strahlen  nach  den  drei  Seiten,  so  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte auf  einer  Geraden/4  Es  ergab  sich,  dass  in  diesem 
Falle  zwei  Gerade  resultiren,  die  für  deu  Specialfall  des  Simson- 
schen  Satzes  in  eine  zusammenfallen.  Zugleich  wurde  auf  einige 
Folgerungen  näher  eingegangen  und  auf  don  Zusammenhang  mit 
früheren  Arbeiten  von  mir  hingewiesen '). 

In  den  folgenden  Zeilen  handelt  es  sich  um  eine  anderweite 
Verallgemeinerung  des  Simson'schen  Satzes,  worin  eine  Ausdehuung 
auf  Polygone  gewonnen  wird. 


1)  Ueber    einige  bemerkenswerte  Gattungen    der    Ilfpocjkloiden.  —  In.- 
Dist.    Marburg  1883.    Ueber  Ftuttpunktscurven.  —  Progr.  —  Hcrsfcld  1887. 


▲rek.  4.  Math.  m.  Phji.    2.  Btihe,  TL  IUI. 
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Allgemeiner  Satz:  Fällt  man  anf  die  Seiten  eines  Sehnen- 
n-ecks  Lote  von  einem  Punkte  P  des  Umkreises,  so  resultirt  als 
Fusspunktenfigur  ein  n-eck  mit  einer  einspringenden  Ecke;  fällt 
man  wiederum  (vou  demselben  Punkte  P  aus)  auf  die  Seiten  dieses 
Fusspunkten-n-ecks  Lote,  so  resultirt  als  zweite  Fusspunktenfigur 
ein  n  eck  mit  zwei  einspringenden  Ecken  u.  s.  f.  Ist  die  Zahl  der 
überhaupt  möglichen  einspringenden  Ecken  erreicht,  so  ergibt  sich 
schliesslich  als  Fusspunktenfigur  (immer  denselben  Punkt  P  als  Pol 
vorausgesetzt)  eine  Gerade.  Führt  man  diese  Construction  für  Px 
und  P%  als  Pole  aus,  unter  der  Voraussetzung,  dass  Pt  und  P% 
Gegenpunkte  des  Umkreises  sind,  so  sind  die  resultirenden  beiden 
Geraden 

1)  parallel,  wenn  n  gerade  ist, 

2)  senkrecht  zu  einander,  wenn  n  ungerade  ist. 

Da  die  Zahl  der  möglichen  einspringenden  Ecken  (n — 3)  be- 
trägt, so  hat  man  (n — 2)  mal  die  Construction  der  Fusspunktenfigur 
auszuführen,  bis  man  die  Gerade  erhält. 

Ton  diesem  allgemeinen  Satze  ist  der  bekannte  Simson'sche 
Satz  ein  Specialfall:  und  es  leuchtet  ein,  dass  auch  der  von  mir 
jetzt  aufgestellte  Satz  ebenso  noch  der  Erweiterung  fähig  ist,  wie 
der  Simson'sche,  nämlich  nach  der  Richtung  hin,  wie  dies  1.  c  von 
mir  geschehen  ist  Die  im  Simson'schen  Falle  einem  Paar  Gegen- 
punkte entsprechenden  Geraden  —  ein  sogenauntes  Paar  —  stehen 
senkrecht  zu  einander.  Die  Zahl  der  möglichen  einspringenden 
Ecken  ist  hier  0,  die  Anzahl  der  Constructionen  daher  eins;  uod 
die  senkrechte  Lage  von  ®t  und  @f  folgt,  weil  n  ungerade  ist 
Einer  besonderen  Figur  wird  es  für  diesen  Fall  nicht  bedürfen. 

Es  sei  gestattet,  noch  weitere  Specialfälle  zu  betrachten. 

1)  Das  Viereck.  —  Es  sei  in  Figur  1)  ÄBCD  das  gegebene 
Viereck;  Z  der  Mittelpunkt  des  Umkreises;  Pt  und  Pt  seien  zwei 
Gegenpunkte  des  Kreises  und  die  Polo  für  die  Construction  der 
Fusspunktenpolygone  resp.  der  Geraden.  Die  dem  Pole  Px  ent- 
sprechenden Punkte  tragen  ebenfalls  den  Index  1;  die  Pt  entspre- 
chenden den  Index  2 ;  es  ist  also  E,  Ft  Ot  Ht  das  dem  Pole  Pt 
entsprechende  Fusspunktenviereck  von  AB  CD  und  ®t  die  zugehörige 
Gerade,  während  das  Fusspunktenviereck  E%FtGtHt  und  die  Gerade 
®t  dem  Pole  Pt  entsprechen.  Mit  Hülfe  congruenter  Dreiecke  läsit 
sich  leicht  nachweisen,  dass 
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AEl  —  BE*    BFt  =  CF*    CG1  —  DG*    DHt  =  AffJ 
es  ergibt  sich  sofort,  dass  auch 

AEt  =  BEU     BFt  —  CFU     CGt  —  £><?„     DfT,  —  ^ 

ist.  JEj  and  E,  liegen  demnach  symmetrisch  gegen  A  und  B,  Ft 
wri  *i  gegen  B  und  C,  öj  und  Gt  gegen  C  und  D ,  J7t  und  Ht 
gegen  i>  und  A.  Je  zwei,  wie  z.  B.  El  und  ^  liegen  gleichweit 
von  Z  entfernt  Die  Zahl  der  möglichen  einspringenden  Ecken  ist 
1,  die  Anzahl  der  Constructionen  also  2;  das  resultirende  Paar  ist 
parallel,  da  n  gerade  ist 

2)  Das  Fünfeck.  —  Es  sei  in  Fig.  2)  ABCDE  das  gegebene 
Fünfeck;  Z  der  Mittelpunkt  des  Umkreises;  Pa  und  Pb  seien  zwei 
Gegenpunkte  des  Kreises  und  die  Pole  für  die  Constructionen.  Die 
dem  Pole  Pm  entsprechenden  Punkte  tragen  ebenfalls  den  Index  a 
and  daneben  die  der  Construction  entsprechende  Ziffer.  Demgemäss 
werden  die  dem  Pole  entsprechenden  Fusspuuktspolygone  Fa%  Ga%  Hmi 
Jit  JT#1,  Fa%  Gm%Hm%  J*%Km%)  während  die  zugehörige  Gerade  mit 
0«  bezeichnet  ist;  dem  Pole  A  entsprechen  die  Fusspuuktspolygone 
Fi,  G%x  Hk,  Jbt  Kb{  und  F%%  G%%HbiJbrK\t7i  sowie  die  Gerade  ©*.  — 
Die  Zahl  der  möglichen  einspringenden  Ecken  ist  2,  die  Anzahl  der 
Constructionen  3  (rechnet  man  die  resultirende  Gerade  als  Fuss- 
punktsfigor  mit,  so  ist  deren  Anzahl  gleich  der  Anzahl  der  Con- 
structionen). Im  Uebrigen  finden  analoge  Beobachtungen  aber  die 
symmetrische  Lage  der  neuen  Ecken  statt  wie  beim  Viereck.  Das 
resultirende  Paar  steht  senkrecht  zu  einander. 

Es  erübrigt  noch  in  dieser  vorläufigen  Notiz  die  Frage  zu  be- 
rühren, welche  Abweichungen  vom  allgemeinen  Fall  eintreten,  wenn 
P besondere  Lagen  einnimmt.  Es  ergibt  sich,  dass,  wonn  P  mit 
einer  Ecke  des  Sehnenpolygons  zusammenfällt,  die  Constructionen 
sich  wesentlich  vereinfachen,  während  allerdings  ihre  Anzahl  unver- 
ändert bleibt.  Die  Fusspunktenfiguren  haben  in  diesem  Falle  immer 
mindestens  eine  Ecke  weniger:  die  einspringenden  Ecken  fallen  auf 
jeden  Fall  jedesmal  fort.  So  gelangt  man  beim  Fünfeck,  wenn  der 
Pol  mit  einer  Ecke  zusammenfällt,  erst  zu  einem  Viereck,  dann  zu 
einem  Dreieck,  schliesslich  zu  einer  Geraden,  die  in  diesem  Falle 
dann  immer  mit  einer  Ecke  der  Fusspunktspolygone  zusammenfällt 
und  auch  auf  der  resultirenden  Geraden  liegt,  oder  mit  andern 
Worten,  wenn  der  Pol  mit  einer  Ecke  des  gegebenen  n-ecks  zu- 
sammenfällt, so  enthält  die  resultirende  Gerade  den  Pol.  Führt  man 
die  Constructionen  bei  einem  regelmässigen  2»-eck  aus,  so  fallen  die 
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beiden  Parallelen,  die  einem  Paar  Gegenpunkte  entsprechen,  also 
ein  sogenanntes  Paar  bilden,  in  eine  zusammen.  Ferner  zeigen 
auch  im  allgemeinen  Falle  die  Fusspunktsfiguren ,  die  zum  Gegen- 
punkte  eines  solchen  Poles  gehören,  besondere  Beziehungen. 

Die  weitere  Bearbeitung  dieses  Problems,  besonders  dio  Unter- 
suchung der  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Fusspunkts- 
figuren und  die  Untersuchung  der  Enveloppe  der  resultirenden 
Geraden,  wenn  P  alle  Punkte  des  Umkreises  durchläuft;  ferner  die 
Erweiterung,  dass  die  Strahlen  nicht  rechtwinklig,  sondern  unter 
beliebigem,  aber  festem  Winkel  gegen  dio  Seiten  gezogen  werden ; 
endlich  die  Ausdehnung  des  Problems  auf  Curven,  sowie  die  Fest- 
stellung des  Zusammenhangs  dieser  Untersuchungen  mit  den  Steiner- 
sehen  bleibt  späterer  Bearbeitung  vorbehalten. 

Schmalkalden,  den  4.  October  1892. 
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VII. 

Einaxige  Polyeder  von  kleinster  Oberfläche 
bei  constantem  Inhalt« 

Von 

R.  Hoppe. 


Unter  einem  einaxigen  Körper  sei  ein  Körper  verstanden, 
der  sich  durch    n  >  3  Ebenen,  dio  sich  in  einer  Geraden,  der  Axo, 

schneiden,  in  n  congruente  Sectoren,  bestehend  aas  je  2  symmetri- 
schen H&lften ,  zerlegen  lägst ,  so  dass  die  Grenzflächen  der  benach- 
barten Sectoren  einander  decken. 

Ferner  sollen  2  Polyedar  mit  gleich  vielen  Ecken  gleichge- 
ordnet heissen,  wenn  nur  entsprechende  Ecken  durch  Kauten  ver- 
bunden sind. 

Demgemäss  heisso  ein  Polyeder  einaxig  geordnet,  wenn  es 
einem  einaxigen  Polyeder  gleichgeordnet  ist. 

Wird  nun  ein  Polyeder,  das  aus  2  symmetrischen  Hälften  be- 
steht, in  ein  gleichgeordnetes  von  gleichem  Inhalt  unendlich  wenig 
deformirt,  so  wird  seine  Oberfläche,  wofern  sie  nicht  constant  ist, 
stets  vergrössert  Auf  einen  Beweis  dieses  Satzes  gehen  wir  nicht 
ein,  da  er  bloss  die  Auswahl  von  Polyedern  motiviren  soll.  Da 
nämlich  die  Grenzebenen  der  Sectoren  einaxiger  Polyeder,  sowie  die 
ihrer  Hälften  Symmetrieebenen  des  ganzen  Polyeders  sind,  so  folgt, 
dass  das  Minimum  der  Oberfläche  eines  einaxig  geordneten  Polyeders 
einem  einaxigen  Polyeder  zukommt.  Alle  Resultate  der  Untersuchung 
einaxiger  Polyeder  in  Bezug  auf  ihre  Minimaloberfläche  lassen  sich 
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also  sofort  auf  ihre  gleichgeordneten  anwenden,  und  wenn  überdies 
das  Polyeder  von  einer  die  Axe  normal  schneidenden  Ebene  sym- 
metrisch geteilt  wird,  so  gilt  dasselbe  Minimum  auch  für  alle  sym- 
metrisch and  gleich  geordneten  Polyeder. 

Im  Folgenden  will  ich  die  einfachsten  Polyeder,  nämlich  Prisma, 
Pyramide  und  deren  Zusammensetzungen,  welche  mutmasslich  schon 
berechnet  worden  sind,  nur  resultatweise  mitaufführen  und  zu  diesen 
noch  das  Prismatoid  nebst  seinen  Zusammensetzungen  mit  den  vorigen 
samt  Berechnung  hinzufügen.  Es  sei  stets  vorausgesetzt,  dass  jede 
Symmetrie,  die  bei  den  untersuchten  Polyedern  stattfindet,  bei  allen 
Variationen  erhalten  bleibt.    Zur  glcichmässigcn  Bezeichnung  sei  P 

Inhalt,  F  Oberfläche  des  Polyeders,  A  —  -  Rechten, 

B  —  ja*cot2A 
ein  regelmässiges  neck  von  der  Seite  a. 

I.  Prisma  von  von  der  Höhe  h  über  der  Basis  B. 

P  =  |a2ÄC0t2A;     F  —  n  a  U+ ^  cot  2A  J 
für  kleinstes  F  bei  constantem  F 

A  —  aCOt2A;     P  — |a8C0t,2A;    F  —  -^  a* cot 21 

für  P  —  1 

F=3(2ntg2A)l!i 

II.  Pyramide  von  der  Höhe  h  über  der  Basis  B. 

P  —  ^a*Acot2jl;    F—  j  a(a  cot  21  +  2qt) 

gi*  —  |cot«2A+Ä« 
für  kleinstes  F  bei  constantem  P 

h  —  V2acot2A;      P  =  g^a'cot^A;     F—  na»cot2* 

für  P=l 

F-  2(9ntg2A)1l» 

III.  Doppelpyramide  von  der  Höhe  h+h  über  und  unter  der 
Basis  B. 
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P  —  ^a*Acot2A;    F=  naqt     (2|  wie  in  IL) 
for  kleinstes  F  bei  coustantem  P 

*-^com5    p=6y2a*cot,2;i;    F=^—^cot2l 

rar  P—l 

F«3(ny3tg2A),l» 

IV.  Prisma  von  der  Höhe  h  auf  der  Basis   B  mit  1  pyrami- 
dalen Aufsatz  von  der  Höhe  k  auf  der  Endfläche. 

P  -  ~a%3h+k)cot2l'}     F»  na(h-\-^cot2k  +  lq} 

g*  -  ia«cot82Z  +  Jt»  (1) 

rar  kleinstes  F  bei  constantem  P 
V6  +  1  a 

P-n^t^a»COt82l;     F- n^t^a' cot 2* 

rar  P  —  1 

F  =  {gn(3  +  y5)tg2i},U 

V.  Prisma  von  der  Höhe  h  auf  der  Basis  B  mit  2  pyramidalen 
Aufsitzen  von  der  Höhe  k  anf  beiden  Endflächen. 

P  —  ~a*(3A-f  2*)cot2*;    F=na[h+q)    (q  wie  in  IV,) 

für  kleinstes  F  bei  constantem  P 

A  =  *—  -^cot2A 
V5 

P  =  !^a»cot»2i;     F=^a*cot2A 

für  P— 1 

P-(18V5.ntg2l),lt 

VI.  Prismatoid  von  der  Höhe  h  anf  der  Basis  B. 

Ein  einaxiges  Prismatoid  wird  eingeschlossen  von  2  congrnenten 
regelmässigen  necken  als  Endflächen  B  anf  2  parallelen  Ebenen  im 
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Abstände  gleich  der  Höhe  h  und  mit  Mittelpunkten  auf  der  Axe 
liegend  und  von  2n  gleichschenkligen  Dreiecken  Z>,  deren  Grundlinie 
eine  Kante  a  der  einen  Endfläche,  deren  Spitze  eine  Ecke  der  an- 
dern ist. 

Es  lässt  sich  zerlegen  in  2n  congruonte  sechsseitige  Fünfecke, 
deren  jedes  aus  2  Tetraedern  besteht  Sind  AB,  Aif  A4,  .  .  .die 
Ecken  der  einen  Endfläche,  -4_f,  Aly  A2,  .  .  .  die  der  andern,  H9, 
Ht  die  gleich  hohen  Punkte  der  Axe,  und  nimmt  man  die  Axe  znr 
z Axe,  die  «Axe  parallel  H0A0  durch  27,,  so  ist  die  Tabelle  der 
Coordinaton  der  Ecken  jenes  Fünfecks: 


X 

y 

z 

A-i 

ecos2A 

—  csin2>l 

0 

* 

c 

0 

h 

A 

ccos2X 

csin2X 

0 

Bo 

0 

0 

h 

Ht 

0 

0 

0 

wo  a  —  2c  sin  2  A,  nnd  nach  absoluten  Werten  sind  jene  2Tetraeder: 


A-iAQA1H1  —  i 


ccob21    —  cßin2A    0 
e  0  Ä 

ccos2A        c  sin  21     0 


=  £<?'&  sin  2A  cos  2A 


A^A^.H,  -J 


c 
ccos2X 

0 

fa*hsm2l 


0        Ä 
csin2A    0 

0        h 


Ihre  Summe  ist  das  gesuchte  Fünfeck,  daher,  wenn  zur  Abkürzung 

l  +  2cos2A 

gesetzt  wird: 


2cos2A 


n 


P=  -^o»ÄC0t2Z 

Der  Mantel  von  P  teilt  sich  in  2n  gleichschenklige  Dreiecke. 
Grundlinie  ist  a,  Höhe  sei  r,  Fusspuukt  derselben  C0;  dann  sind 
dessen  Coordinaten: 


bei  cwulanteiH  Mall.  73 

je  —  c«w2i;    »  =  0;    ■— 0 
also 

H  -  (^Ci)»  -  e»(l-C0l2;t)*-f-A*  -  ^tg«*  +  A«  (2; 

und  der  Mantel  wird  =  nur,  daher  nach  Addition  der  2  Endflächen, 
d.  i.  der  zwei  B 


F-w(r+|cotw) 


Bedioguugen  des  cotistantcn  i*  nnd  kleinsten   F  bei  variirenden  a 
nnd  *  sind  die  Gleichungen: 

(r+acot2i)3«+*^tg»i+ft3A)  -  0 

wnnai  nach  Elimination  von  Sk: 

a»tg»A  —  2A»+2arcot21  =  0 

Dies«  in  A  biquadratischo  Gleichnng  bat  2  reelle,  nnd  unter  diesen 
nur  eine  positive  Wurzel,  nämlich: 


A-^V(tg*l-r-cot*2A+xcot21) 
**  —  3  Ig»  1  + cot*  21 
Nach  Einsetzung  erhält  man: 

P  -  ~^(*cot2iy(tg»A+cot12i+j(COt21) 

F-»<i*(cot21  +  Jit) 
für  1'  —  1 

Vit.    Priamatoid  von  der  Höhe  A  auf  der  Basis  B  mit  2  pyra- 
midalen Aufsätzen  von  gleicher  Höhe  k  auf  beiden  Eurtflä 

Bier  ist 

P=^|"(^A  +  t)COt21;     F=»*(r  +  q) 
Bedingungen  des  kleinsten  F  bei  constantem  P  sind: 
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a(iidh+dk)+2d  a(nh+k)  =  0 

•(£%*+  **+ ii  cot'2'+  f)+8a(r+9)  -  ° 

Nach  Elimination  Ton  Bk  geben  die  Cocfficienten  der  unabhängigen 
dhj  da: 

Eliminirt  man  5  and  multiplieirt  mit  r,  so  kommt: 
Zwischen  k  und  A  hat  mau  vermöge  Gl.  (1)  (2)  die  Relation: 

*»•  (ätg,A+1)  -  ä001*2**1  (4) 


Multiplieirt  man  die  vorige  Gleichung  mit   7  und  eliminirt  ifc-2,  so 
kommt: 

£*  /a*  *~i  1      i«\  _       f4*«* 


( j  tgU -Ä»)  -  -  ^  tgU-  (2^-8)*«  (5) 


Hiervon  das  Quadrat  gibt  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  k~2: 
a«{^tgU+(2^-3)Ä»},= 

«•*  (1"  t*'1-**)*  {a*a»tgU  +  4(^-l)Ä»]tg»2A 

Sind  V,  V»  ä3*    die  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleicbug  für  h\ 
so  ißt 

V+ V + V  = 4MV-Dtg*2A •"  >  0        (6) 

WV 16(»»»-I)tg*2i      a  >  °  (8) 

und  zwar  für  n  ^T  3 
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tg*ltg*2A<l;     5<*<* 

Nach  Gl.  (8)  ist  fittr  n  >  3  eine  der  Wurzeln,  z.  B.  V  positiv.  Da 
also  VV  positiv  ist,  so  ist  nach  Gl.  (7)  Af'-f-V  negativ,  folglich 
sind  anch  die  Addenden  negativ  oder  complex.  Demnach  ist  von 
den  8  Wurzeln  h  stets  eine  und  nnr  eine  reell  positiv. 

Für  n  —  3  wird  ein  h\  z.  B.  V»  null,  daher  VV  negativ, 
das  ist  nnr  für  reelle  Factoren  möglich,  nnd  zwar  offenbar  ist  der 
eine  positiv,  der  andere  negativ,  folglich  nnr  ein  h  und  nur  eins 
positiv. 

Die  Gleichung  wird  in  diesem  Falle: 
nnd  hat  die  einzige  positive  Wurzel: 


=  11/ 

i2r 


57+9  V97 


Nachdem  der  Wert  von  h  gefunden  ist,   geben  die  Gl.  (4)  (3) 
eindeutig  &,  P  und  F. 

VIII.    Prismatoid   von  der  Höhe  ä  auf  der  Basis  B  mit  einem 
pyramidalen  Aufsatz  von  der  Höhe  k  auf  einer  Endfläche. 

Hier  ist 
P  —  ^|-0iA+i*)cot2A;     F-  na{r +iacot2A-f  \q) 
Bedingungen  des  kleinsten  F  bei  constantem  P  sind : 

(ada     .,   ,   hdh  ,    da     Aft,   .  adn  kdk\ 

+  da(r+tq)  -  0 

Nach  Elimination  von  Bk  geben  die  Coefficienton  der  unabhängigen 
dh,Ba: 
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woraus  nach  Elimination  von  q  and  Multiplication  mit  r: 


i-  t«u+I^cot*2i+1^  (iV  +  A')+ ¥«*»  -  Ä*+? 


a 
2 


Hier  sind  Jfc  and  r  durch  ihre  Werte  aas  den  61.  (4)  (2)  in  h  dar- 
zustellen. Macht  mau  die  Gleichung  rational,  so  wird  sie  6.  Grades 
in  A*. 

Bemerkungen.  1.  Prismatoide  mit  prismatischen  Aufsätzen  auf 
Endflächen  haben  keine  Oberflächen -Minima,  weil  deren  erste  Be- 
dingung 

h  .    2p 

r  ™  3 
unerfüllbar  ist. 

2.  Alle  regelmässigen  Polyeder,  nur  das  Dodekaeder  ausge- 
genommen,  sind  als  Specialfällo  in  den  vorstehenden  enthalten.  I.  für 
n  «=  4  ist  ein  Würfel,  II.  für  n  =  3  ein  Tetraeder,  III.  für  n  =  4 
ein  Oktaeder,  VI.  für  n  =  3  gleichfalls,  VII.  für  n  =  5  ein  Ikosa- 
eder.  Da  die  Oberflächen  der  regelmässigen  Polyeder  Minima  für 
constanten  Inhalt  unter  allen  gleichgeordneten  sind,  so  bestätigen 
diese  5  Fälle  den  in  der  Einleitung  erwähnten  Satz  und  sind  zu- 
gleich Proben  der  Rechnung. 

Folgende  Tabelle  gibt  die  Oberfläche  für  deu  Inhalt  —  1. 


n  II 


II 


III        IV 


VI       VII        VIII 


3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 


oo 


6,537 

7,206 

6,240 

6,227 

5,936 

5,717 

6,191 

5,589 

6 

6,604 

5,719 

5,707 

5,440 

5,576 

5,253 

5,380 

5,810 

6,395 

5,539 

5,527 

5,268 

5,549 

5,148 

5,339 

5,719 

6,275 

5,451 

5,440 

5,185 

5,541 

5,101 

5,318 

5,667 

6,238 

5,402 

5,391 

5,139 

5,539 

5,075 

5,306 

5,634 

6,201 

5,370 

5,360 

5,108 

5,537 

5,056 

5,302 

5,613 

6,178 

5,351 

5,340 

5,090 

5,537 

5,051 

5,300 

5,536    6,093    5,277    5,266    5,019    5,536    5,019    5,266 


Das  absolute  Minimum  der  Oberfläche  eines  Körpers  für  das  Volum 

1  ist 

F  =  4,83598  .   .   . 


bei  constantem  Inhalt. 
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Diesem  kommt  das  Polyeder  VIT.   am  nächsten,   wiewol   erst   für 
3. 


Die  die  Gestalt  der  3  letzten  Polyeder  bestimmenden  Abmes- 
sungen, welche  sich  nicht  so  einfach  wie  die  der  4  ersten  allgemein 
ausdrücken  lassen,  mag  folgende  Tabelle  geben. 


VI 

VII 

VIII 

n 

h:a        a 

h  :a      k:  a 

a 

h:a      k: a         a 

3 

0,816    1,285 

0,711     0,151 

1,3610,760    0,153    1,294 

4 

1,096    0,929 

0,766    0,343 

0,969 

0,920    0,348    0,951 

5 

1,423    0,724 

0,851    0,526 

0,771 

1,129    0,532    0,747 

6 

1,758    0,593 

0,956    0,699 

0,640 

1,350    0,704    0,615 

7 

2,094 "  0,502 

1,074    0,864 

0,546 

1,570    0,868    0,524 

8 

2,426    0,436 

1,202    1,023 

0,476 

1,821    1,026    0,455 

9 

2,754    0,386 

1,331    1,179 

0,422 

2,033    1,184    0,403 

Die  Worte  der  a  entsprechen  P=  1. 
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VIII. 


Ueber  Formelpaare  der  mechanischen  Quadratur. 


Von 

Rudolf  Skutsch. 


Die  Bestrebungen,  einen  Anhalt  wr  Schätzung  des  bei  Anwendung 
einer  mechanischen  Quadraturformel  begangenen  Fehlers  lediglich 
durch  Hinzuziehung  neuer  Ordinaten  zu  gewinnen,  datiren  bis  auf 
Stirlings  Methodos  diffcrentiali*  zurück.  Stirling  nahm  zu  den  Or- 
dinaten der  Cotesischen  Formeln  und  zwar  nur  derjenigen  mit  un- 
gerader Ordinatenzahl ,  deren  Ueberlegenheit  ihm  bekannt  gewesen 
zu  sein  scheint,  je  eine  Ordinate  vor  der  Anfangs-  und  hinter  der 
Endordinate  hinzu  in  demselben  Abstände  von  den  letzteren,  den 
benachbarte  Cotesiscbe  Ordinaten  ton  einander  haben. 

Die  zu  der  so  vermehrten  Ordinatenzahl  gehörige  Quadratur- 
formel erhält  man  aus  der  Cotesischen  durch  Addition  einer  Cor- 
rection,  deren  Grösse  einen  ungefähren  Scbluss  auf  den  übrig  blei- 
benden Fehler  zulässt 

Sei  allgemein  eine  Näherungsform 


fydx 


eine  zweite,  durch  Hinzunahme  von  Ordinaten  vervollkommnete  —  B, 
so  kann  man  eine  beliebige  Anzahl  von  Quadraturformeln  X  finden, 
welche  denselben  Genauigkeitsgrad  von  A,  d.  h.  dieselbe  Ordnung 
4-"  ersten  Gliedes  der  Fehlerroihe  besitzen,  wenn  man  setzt 
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A+aX=(a+l)B 

Für  beliebige  <x  wird  hierin  aas  den  Fehlergliedern  die  in  A  nnd 
X,  aber  nicht  in  B  auftreten,  eine  fortlaufende  Proportion  sich 
bilden  lassen.  Durch  geeignete  Wahl  von  «  kann  man  in  X,  welches 
im  allgemeinen  sämtliche  Ordinaten  enthält,  die  in  B  auftreten,  eine 
oder  falls  A  und  B  wie  bei  Cotes  symmetrisch  gebaut  sind,  zwei 
Ordiuaten  zum  Verschwinden  bringen. 

Die  neuerdings  mehrfach  aufgestellten  Formelpaare,  d.  h.  Paare 
von  mechauischen  Quadraturformeln,  welche  den  wahren  Wert  eines 
bestimmten  Integrals  mit  mehr  oder  minder  grosser  Wahrscheinlich- 
keit zwischen  sich  ei  nschli  essen,  sind  nun  nichts  anderes  als  zwei 
solche  Näherungen  A  und  X  mit  positivem  er,  und  die  obige  einfache 
Gleichung  wird  uns  sehr  schnell  zur  Einsicht  von  der  Unvollkommen- 
beit  der  vorhandenen  Formelpaare  und  zur  Aufstellung  der  denkbar 
zweckmässigBten  führen. 

Die  ersten  Formelpaare  teilte,  so  weit  mir  bekannt  ist,  Herr 
Ligowski  im  58  ton  Bande  dieser  Zeitschrift  mit.  Er  hatte  ent- 
weder zu  vorhandenen,  teils  allgemein  bekannten,  teils  von  ihm  selbst 
gefundenen  A  f Ür  «  =  1  ein  X  berechnet ,  welches  im  allgemeinen 
keine  von  den  Ordinaten  enthielt,  die  in  A  vorkamen,  und  zwar  so, 
dass  der  Fehler  von  B  nur  ein  Glied  weniger  hatte,  als  die  von  A 
und  X;  oder  er  hatte  zu  vorhandenen  A  und  X  von  gleicher  Fehler- 
ordnung den  Factor  a  bestimmt,  für  den  sich  in  der  Summe  A-\-aX 
die  ersten  Fehlerglieder  heben.  Er  gelangt  so  trotz  Anwendung 
irrationaler  Constanten  in  X  zu  einem  Mittelwert  B  mit  geringerer 
Genauigkeit  als  sich  vermittelst  der  in  letzterem  auftretenden  Ordi- 
naten durch  Newtonsche  Quadratur  erzielen  lässt;  dass  er  aber  den 
Wert  B  überhaupt  nicht  als  selbständige  Quadraturformel  anffasste, 
geht  wol  am  klarsten  daraus  hervor,  dass  er  als  Resultat  „vielen 
Bechnensu  auch  zwei  Quadraturformelu  mit  je  4  zu  rationalen  Abscis- 
senwerton  gehörigen  Ordinaten  angiebt,  von  denen  zwei  beiden  ge- 
meinschaftlich sind,  und  bei  denen  ich  darauf  aufmerksam  machte '), 
dass  ihr  Mittelwert  B  die  Cotesische  Formel  für  6  Ordinaten  ist, 
also  wenigstens  den  Genauigkeitsgrad  besitzt,  den  man  mit  den  in 
ihm  vorkommenden  Ordinaten  erreichen  kann.  Eines  grossen  Rech- 
nungsaufwandes bedarf  es  hier  durchaus  nicht  Denn  lässt  man 
einfach  von  den  Ordinaten  einer  Cotesiscben  Formel  B  eine  oder 
mehrere  fort  und  berechnet  nach  Newton  die  Coefficienten  für  eine 


1)  Prtiiarbttt  1891,  Ifanuicript  in  der  Bibliothek  der  Kgl.  Tcchn.  Hoch- 
tckale  in  Charlottenburg. 
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Quadraturformel  A  mit  den  übrigen  Ordinaten,  so  erhält  man  X 
ohne  weiteres  in  der  Form 

a  a 

worin  «  beliebig  ist,  aber  zweckmässig  nach  einer  obigen  Bemerkung 
gewählt  wird. 

Einer  Besprechung  der  Radanschen  Formelpaare  f)  will  ich  eino 
kurze  Uebersicht  über  die  Oanssscbe  Ordinatonwabl   vorausschicken. 

Nach  Gauss  sind  bekanntlich  bestimmte  Integrale  einer  ganzen 
rationalen  Function  vom  (2n— l)ten  Grade  bei  passender  Wahl  der 
zugehörigen  Werte  der  unabhängig  Veränderlichen  schon  durch  n 
Fuuctionswerte  gegeben.  Dieser  Satz,  den  mau  aus  hier  nicht  in 
Betracht  kommenden  Granden  wol  überall  unter  Anwenduug  der 
Lagrangeschen  Interpolationsformel  bewiesen  findet,  ergiebt  sich 
nebst  den  Gleichungen  für  die  Werte  der  Abscisse  recht  unmittelbar 
bei  Anwendung  der  Cotesischen  Interpolationsformel 

v  —  yo+(*— «o)^yo+(*— *o)(*— *i)^*yo 

+(*  —  **)(*  —  «i)  (*  -  «*)  ^'tt  +  •    •    • 

worin  4ry0  den  rten  Differenzenquotienten  aus  den  r-|-l  Werten 
y#,  y%  bis  yr  berechnet,  bedeutet,  unj)  welche  genaue  Resultate  giebt 
für  ganze  rationale  Functionen,  deren  Grad  niedriger  ist,  als  die 
Anzahl  der  auf  der  rechten  Seite  berechneten  Glieder.  Ihre  Inte- 
gration liefert 


/  ydz  —  f0J  d*+4y$J  (*  — *Jdi 


+^*y0  /  (*-«o)(*— «1)8*+  •   •   • 


Will  man  nun  aus  «  Werten  das  Integral  einer  Function  von 
höherem  als  dem  («— l)ten  Grade  genau  berechnen,  so  muss  man 
so  viele  der  Coefficienten  von  <4»y0,  ^"-Hy0  etc.  als  möglich  gleich- 
zeitig verschwinden  lassen,  was  nach  Jakobi*)  bewirkt  wird,  wenn 
man  ebensoviel  der  Integrale 


/    («—  «t)(*—  xt)  .   .   .  (*-  arw-i)8ar, 


1)  Comptet  rendni  1880  p.  913« 
1)  Crelles  Journal,  Bd.  L 
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(x— xj («— *i)  .    .    .  (*— ak_i)&e* 


(*—*o)  (*—«!>  .    .    .  (s  —  arn-ijSsc1 


o.  8.  f.  zwischen  denselben  Grenzen  zum  Verschwinden  bringt  Von 
diesen  Gleichungen  können  n  durch  Disposition  Aber  die  n  Werte 
So  bis  ?»— i  erfüllt  werden,  wodurch  dann  offenbar  der  Grad  der 
genau  integrirbaren  ganzen  rationalen  Functionen  vom  (n-l)ten 
auf  den  (2a — l)ten  gehoben  wird.  Dann  aber  kann  das  Integral 
bei  A2*^  a°f  keine  Weise  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  da 
dies  bei  Jakobischer  Reductlon  noch  auf  die  nunmehr  unerfüllbare 
Bedingung 


r 


(x— x0)(x — af|)  .    .    .  fa  — ar»-i)8sc"H  -■  0 


führen  würde.  Man  ersieht  hieraus,  dass,  wenn  n  Ordinaten  in 
obiger  Weise  bestimmt  worden  sind,  und  der  Genauigkeitsgrad  der 
gefundenen  Quadraturformel  durch  neue  hinzogenommene  Ordinaten 
erhöht  werden  soll,  hierzu  n-f-1  Ordinaten  notwendig  und  aus- 
reichend sind. 

Sind  von  den  n  Werten  nur  r  disponibel,  so  kann  man  dieselben 
io  bestimmen,  dass  die  Integrale  bis  zum  rten  einschliesslich  ver- 
schwinden, d.  h.  dass  die  zugehörige  Quadraturformel  für  Func- 
tionen vom  (n-\-r— l)ten  Grade  genaue  Resultate  giebt 

Radau  stellte  den  Gaussschen  Formeln  für  m  Ordinaten  solche 
mit  (w+1)  anderen  gegenüber,  von  welch'  letzteren  er  zwei,  näm- 
lich Anfangs-  und  Endordinate  des  Intervalls,  willkürlich  annahm; 
die  übrigen  sind  nach  dem  vorher  gehenden  bestimmt,  da  die  Fehler- 
ordnung die  der  Gaussschen  Formel  sein  soll. 

Er  berechnete  ferner  die  ersten  Fehlerglieder  beider   Formeln 

und  fand,  dass  man  den  Factor  a  allgemein  gleich      .  .  zu  nehmen 

hat,  um  den  Grad  der  mit  B  genau  integrirten  Parabeln  über  2m— 1 
zu  heben.  Da  er  im  ganzen  2m-f-l  Ordinaten  benutzt,  so  ist  die 
Genauigkeit  wenigstens  für  die  so  gewählten  Ordinaten  so  gross  als 
möglich. 

Indessen  ist  es  klar,  dass  bei  anderer  Wahl  der  m-{-l  Ordi- 
tatea,  insbesondere,  wenn  man  von  der  willkürlichen  Festsetzung 
zweier  von  ihnen  absieht,  Formeln  B  mit  viel  höherer  Genauigkeit 
rieh  aufstellen  lassen.    Bei  geeigneter  Wahl   aller  m-\-l  Ordinaten 

Aicfc.  4.  Xatlu  u.  Pby§.  2.  Btih«,  T.  IUI-  * 
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kann  man  zum  Beispiel  eine  Formel  X  ans  ihnen  bilden,  welche 
denselben  Genauigkeitsgrad  und  überdies  dieselben  Verhältnisse 
zwischen  den  drei  ersten  Fehlergliedern  wie  die  Gausssche  Formel  A 
aufweist.  Dürfen  ferner  auch  p  von  den  m  Gaussseheu  Ordinaten 
in  die  Complementärformel  eintreten,  so  kann  man  durch  Wahl  der 
m-f-1  anderen  Ordinaten  p  -f-  3  Verhältnisse  übereinstimmend  machen. 
Setzt  man  jedoch  für  p  =»  m  die  p  -f-  2  Proportionen  und  2m  —  1 
sonstigen  Gleichungen  au,  so  wird  die  Complementärformel  iden- 
tisch  mit  der  Gaussschen  — ,   der  Factor  a  erhält  deu  Wert  —  1 

und  in  der  Gleichung 

A  —  A  —  (l  —  l)B 

wird  B  unbestimmt  Am  bequemsten  gelangen  wir  zu  der  günstig- 
sten Complementärformel  wieder  durch  die  obige  Betrachtung.  Wir 
haben  gesehen,  dass  m-f-1  Ordinaten  erforderlich  sind,  um  die  Ge- 
nauigkeit einer  Gaussschen  Formel  mit  m  Ordinaten  zu  steigern, 
und  die  stets  aus  m  gegebenen  und  m-f-1  zu  wählenden  Ordinaten 
eine  Formel  hergestellt  werden  kauu,  welche  Functionen  vom 
(3m4~l)ten  Grade  genau  iutegrirt. 

Ist  also  A  die  Gausssche  Formel  mit  m  Ordinaten,  B  die  ver- 
jüngte Formel  mit  2m +1  Ordinaten  und  Genauigkeitsgrad  3m-}-], 
so  giebt  es  eine  unendliche  Anzahl  von  Formeln  X  mit  im  allgemei- 
nen 2w-f-i  Ordinaten,  worunter  m  Gausssche,  welche  den  Genauig- 
keitsgrad 2m  —  1  besitzen.  Die  letzteren  haben  also  geringeren  Ge- 
nauigkeitsgrad als  vermittelst  ihrer  Ordinaten  erzielt  werden  könnte. 
Dieser  Uebelstand  kommt  indessen  in  Wegfall,  wenn  man  über  a 
wieder  so  dispouirt,  dass  iu  X  vou  den  2m  -|- 1  Ordinaten  eine  oder 
zwei  nicht  auftreten.  Bei  u userer  Formel  spielt  auch  die  aus  Gauss9 
Kritik  der  Cotesischcn  Formeln  zu  entnehmende  Tatsache  eine  Rolle, 
dass  der  Genauigkeitsgrad  von  Quadraturformeln,  deren  Ordiuaten 
symmetrisch  im  Intervall  stehen,  stets  durch  eine  ungerade  Zahl 
dargestellt  wird,  ein  Satz,  welcher  sich  übrigens  leicht  mit  Hülfe 
der  Cotesischen  Interpolationsformel  und  der  Jakobischen  Reduction 
beweisen  lässt  Hiernach  ist  der  Genauigkeitsgrad  unserer  Formel, 
wenn  3m +1  eine  gerade,  also  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  nicht 
3m-f-l,  sondern  3m +2. 

Der  Wert  von  Formelpaaren  überhaupt  darf  nicht  überschätzt 
werden.  Die  Beibringung  eines  strengen  Beweises,  dass  die  beiden 
Näherungen  den  wahren  Integralwert  wirklich  einschliessen ,  wird 
fast  ausnahmslos  ausserordentlich  schwierig  und  zeitraubend  sein. 
Mit  der  Anzahl  der  Fehlerglieder ,  die  in  A ,  aber  nicht  in  B  auf- 
treten, wächst  zwar  im  allgemeinen  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
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Einschliessuog  erfolgt,  zugleich  aber  auch  das  Missverbältniss 
zwischen  der  Differenz  der  Näherungswerte  und  dem  wirklichen 
Fehler  des  Mittelwertes. 

Zur  Erläuterung  vorstehender  Ausführungen  mögen  folgende 
Rechnungsresultate  dienen.  Die  zweckmässigste  Complementärformel 
zu  Gauss*  Formel  mit  3  Ordinaten  auf  eine  Function  f(x)  im  Inter- 
vall —1  bis  +1  angewendet,  lautet: 

/  f(x)dx  «0,202538  961 83  (/(— 0,96049126871) 
— 1 

+ f(+  0,960  491 268  71)]  +0,776  815  854  70  [/( -  0,434  243  749  24) 
+ f (+  0,434  243  749  24)]  -f  0,0 11 290  366  93  [  /"(0)] 

Hier  ist    «  =  1,06920005000    zunehmen. 

Für  den    lognat2  =  f ,693 14718056    findet  man  mit  3  Gauss- 

sehen  Ordinaten 

A  «0,69312169312 
mit  obiger  Formel 

JT- 0,69317101827 

als  Mittelwert  mit  7  Ordinaten 

Ä- 0,69314718049 

Radan's  Complomentärformel  mit  4  Ordinaten  gkbt  den  Nähe- 
rungswert 

X=  0,69318181818 

den  Mittelwert  (mit  a  =  }) 

B  —  0,69314746099 

Radan's   Mittelwert  mit  11  Ordinaten,  %.  %.  0,  ?on  Ihm  **(Ut 

mitgeteilt,  ist 

J5  — 0,69314718070 

also  noch  immer  ungenauer  als  der  obige  mit  7  Ordinaten, 

Obgleich  der  Genauigkeitsgrad  der  Gaiumttai  f<f*v*J  mU  7 
Ordinaten  um  2  höher  ist,  als  der  der  oben  aafgeateJIte*,  m  M  \n* 
folge  kleinerer  FehlergBedcoefficiente»  der  letztere*  4m  *nm*fwU* 
GrOase  des  Fehlers  bei  beiden  mmr  wenig  «*terr*efei4d** ,  fann  4m 
Gansssche  Formel  mit  7  Ordinate«  ergiebt 

log  nat2  —  0,0931471*54 
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IX. 


Ueber  eine  Behandlung  einer  Curve  4.  Ordnung 
und  der  allgemeinen  Curve  3.  Ordnung  mittelst 

Kegelschnittcoordinaten. 


Von 


Hermann  Oppenheimer, 

Dr.  ph.  in  Hamburg. 


In  den  diesjährigen  Mitteilungen  der  mathematischen  Gesellschaft 
in  Hamburg  habe  ich  eine  neue  Methode  der  Behandlung  des  Kegel- 
schnitts erörtert,  die  auf  folgenden  Erwägungen  beruht: 

Drei  Paare  entsprechender  Punkte  in  zwei  perspectivischen 
ebenen  Systemen  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  K.  Solche  sich  selbst 
in  beiden  Systemen  entsprechenden  Kegelschnitte  K  giebt  es  also  od*. 

Durch  zwei  Paare  sich  entsprechender  Puukte  gehen  an  einen 
dieser  K  zwei  andere,  K',  die  ihn  doppelt  berühren.  Hält  man  nun 
einen  K  und  irgend  ein  Punktpaar  Ax—A%  fest,  so  besteht  zwischen 
den  K  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  K'  durch  At —  At  und 
den  Punktpaaren  auf  K  einerseits  und  den  Tangenten  und  Punkten 
von  K  anderseits  eine  vollkommene  Analogie,  wenn  wir  den  Punkten 
die  Punktpaare,  den  Tangenten  die  doppelt  berührenden  Kegelschnitte 
entsprechen  lassen;  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  entspricht 
sodann  ein  sich  selbst  entsprechender  K!  durch  Ax—At,  der  zwei 
Punktpaare  verbindet  und  dem  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  das- 
jenige Punktpaar,  das  zwei  doppelt  berührende  K*  ausser  AL — A% 
gemeinsam  haben. 

Ich  habe  in  der  erwähnten  Note  an  der  Hand  von  Beispielen 
ausgeführt,  wie  sich  sämtliche  Sätze   zwischen  den   Punkten   und 
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Tangenten  von  K  auf  die  Panktpaare  und  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  fibertragen  lassen.  Ich  will  diese  neuen  Coordinaten 
kurz  „Kegelschnittcoordinaten"  nennen  and  die  Kegelschnitte  K' 
durch  Ax — As,  deren  Function  in  unserer  Punktpaarebeno  analog 
der  Function  der  Geraden  in  der  Punktebene  ist ,  „Kegelschnitt- 
strahl.'4 

Im  folgenden  will   ich   eine  eigenartige  C4  und  die  allgemeine 
C*  mittelst  dieser  neuen  Coordinaten  behandeln. 


1. 

Beziehen  wir  zwei  Büschel  sich  selbst  entsprechender  K  pro- 
jectivisch  aufeinander,  so  erzeugen  sie  im  allgemeinen  eine  C*. 
Fasse  ich  einen  der  beiden  Büschel  als  Kegelschnittstrablenbüschel 
auf,  betrachte  also  die  C4  als  erzeugt  durch  einen  Kegelschnitt- 
büschel und  einen  Kegelschnittstrablenbüschel,  so  kann  ich  dieselbe 
damit  in  Analogie  mit  der  allgemeinen  C*  bringen,  die  ja  erzeugt 
wird  von  einem  Kegelschnittbüschel  und  einem  projcctivischen  Strah- 
lenbüschel. Ich  werde  also  auch  alle  Sätze  zwischen  Punkten  und 
Tangenten  der  C3  auf  die  Punktpaare  und  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  der  C4  übertragen  dürfen.  —  Dabei  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  ein  beliebiges  Punktpaar  der  C4  als  dasjenige  ausge- 
zeichnete Punktpaar  At —  A%  gewählt  werden  kann,  durch  das  wir 
das  Kegelschnittnetz  legen,  welches  mit  dem  Geradennetz  der  Punkt- 
ebene in  Analogie  stehen  soll.  Es  mögen  zur  Erläuterung  einige 
Uebertragungen  von  Sätzen  der  C*  angeführt  werden  —  wir  greifen 
als  das  ausgezeichnete  Punktpaar  irgend  ein  Punktpaar  Ax  -A%  der 
O  heraus. 

a)  Durch  irgend  ein  Punktpaar  Mt  —  M%  der  Ebene  gehen 
sechs  Kegelschnittstrahlen,  die  die  C4  in  einem  Punktpaar  berühren. 

b)  Irgend  ein  Kegelschnittstrahl  Kt  schneidet  auf  der  C*  noch 
Punktpaare  Ä,— B9y  C%  -Ca,  Dx—D%  aus;  die  drei  Kegelschnitt- 
Strahlen,  die  resp.  in  Bx—B%,  Cj-C*,  Dr-D%  die  C4  berühren, 
schneiden  je  ein  weiteres  Punktpaar,  resp  JB/  — JB,',  <V  — <V, 
zy— ZV  auf  der  C*  aus;  £/— B%\  Cx'—C%\  DJ— DJ  liegen  auf 
einem  und  demselben  Kegelschnitt  K%.  K%  ist  die  Begleiterin  von 
Kx  (cf.  Salmon-Fiedler  5.  Kap.  Art.  50). 

c)  Es  giebt  neun  Kegelschnittstrahlen,  die  die  C4  in  je  einem 
Punktpaar  osculiren.  Verbinden  wir  zwei  dieser  Inflexionspunkt- 
paare  durch  einen  Kegelschnittstrahl,  so  geht  derselbe  durch  ein 
drittes  Inflexionspunktpaar. 
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So  lässt  sich  die  ganze  Theorie  der  C*  auf  diese  C*  über- 
tragen. 

Anmerkung.  Man  könnte  fragen,  ob  die  sprachliche  C*  die 
allgemeine  C*  vom  Geschlechte  3  ist,  ob  also  umgekehrt  jede  O 
sich  selbst  entsprechende  Curve  in  zwei  projectivischen  und  involu- 
torisch  liegenden  ebenen  Systemen  sein  kann.  Dass  das  nicht  der 
Fall  ist,  folgt  z  B.  aus  der  Lage  unserer  C  zum  Collineationscen- 
trum  P:  von'P  gehen  vier  einfache  Tangonten  an  die  6*,  deren  Be- 
rührungspunkte auf  p  liegen,  und  4  Doppcltangenten,  die  in  je  einem 
Punktpaar  tangiren.  Bei  der  allgemeinen  C4  werden  vier  Doppel- 
tangenten im  allgemeinen  nicht  einen  Schnittpunkt  haben. 


2. 

Zwei  Büschel  sich  selbst  entsprechender  K  mögen  zu  Basis- 
punkten resp.  die  Punktpaare  Ax—  A%,  Bx—B%  und  Ai—At\  B^—Bt' 
haben.  Liegen  At — A%  und  Ax' — A%'  auf  einem  und  demsolbou  Strahle 
durch  P  —  die  andern  beiden  Puuktpaare  aber  nicht  — ,  und  be- 
ziehen wir  die  beiden  Büschel  in  der  Weise  projeetivisch  aufein- 
ander, dass  die  beiden  zerfallenen  Curven,  von  denen  der  Strahl 
(Ax  —  A%,  Ai  -  A%')  ein  Teil  ist,  sich  selbst  entsprechen,  dann  ist 
dieser  Strahl  ein  Teil  der  C4;  der  Rest  ist  eine  C8.  Fassen  wir 
nun  den  einen  Kegelschnittbüschel,  etwa  den  der  K{A1—A%^  Bv — Bt) 
als  Büschel  von  Kegelschnittstrahlen  auf,  so  werden  wir  die  Punkt- 
paare dieser  C*  und  die  sie  doppelt  berührenden  Kegelschnittstrahlen 
in  Analogie  setzen  dürfen  mit  ihren  Pnnkten  und  Tangenten. 

Die  sprachliche  C3  ist  eine  in  beiden  Systemen  sich  selbst  ent- 
sprechende Curve.  Es  ist  von  Interesse  zu  untersuchen,  ob  diese 
C3  besoudere  Eigenschaften  hat,  oder  ob  nicht  umgekehrt  jede  all- 
gemeine Cs  eine  sich  selbst  entsprechende  Curve  zweier  perspectivi- 
schen  und  involutorischen  Systeme  sein  kann. 

Diese  Frage  erledigt  sich  durch  folgende  Erwägungen: 

Irgend  zwei  einander  entsprechende  Curven  der  beiden  Büschel 
mögen  sich  in  den  Punktpaaren  C\  —  Ct,  C^—Cf  schneiden. 

Dann  ist  offenbar  das  Collineationscentrum  P  der  beigeordnete 
Rest  zu  Ct—C%,  C/ — C8':  denn  irgend  ein  Kegelschnitt  durch  diese 
zwei  Punktpaare  trifft  die  C3,  die  ebenso  wie  der  Kegelschnitt  eine 
sich  selbst  entsprechende  Curve  ist,  in  einem  weiteren  Punktpaar. 
Dio  Verbindungslinien  aller  Paare  entsprechender  Punkte  gehen  aber 
durch  das  Collineationscentrum.    Nun  schneiden  sich  aber  die  Ver- 
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bindungslinien  C,  C,  und  <V  C2'  der  vier  Punkte,  von  denen  P  bei- 
geordneter Rest  ist,  selbst  in  P.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  P  Iu- 
flexionsponkt  der  Cs  ist  Das  steht  mit  folgender  Eigenschaft  aller 
sich  selbst  entsprechender  Carven  im  Einklang. 

Von  dem  Collineationscentrum  P  ans  können  wir  zwei  Arten 
Ton  Tangenten  an  dieselben  legen:  einfache  Tangenten,  deren  Be- 
rührungspunkte auf  der  Centralachse  liegen,  und  deren  Zahl  also 
gleich  der  Ordnung  der  Curvc  ist,  und  2n  fache  Tangenten,  die  alle- 
mal in  Punktpaaren  berühren. 

Da  för  unsere  C9  2n  fache  Taugenten  nicht  in  Botracht  kommen, 
gehen  also  von  P  ausser  der  Tangente,  die  in  P  berührt,  drei  Tan- 
genten an  die  CJ,  deren  Berührungspunkte  auf  der  Colliucatioiis- 
achse  p  liegen.  Nun  wissen  wir  aber  umgekehrt  aus  der  Theorie 
C*  (Salmon-Fiedlcr ,  Theorie  der  Curvcn  Art.  171—172),  dass  ein 
so  vereigenschaftetes  Paar  von  Elementen ,  wio  das  Colliueatious- 
centrum  P  und  die  Achse  p  ein  Inflexionspunkt  und  die  ihm  zuge- 
hörige harmonische  Polare  sind:  von  einem  Inflexionspunkt  gehen 
au  die  C*  drei  Tangenten  (ausser  der  Iuflcxionstangente),  deren  Be- 
rührungspunkte auf  der  harmonischen  Polare  liegen,  irgend  ein  Strahl 
durch  den  Inflexionspunkt  schneidet  in  einem  weiteren  Paar  von 
Punkten,  die  durch  die  harmonische  Polare  harmonisch  von  dem 
Inflexionspunkt  getrennt  werden  u.  s*.  w. 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultate: 

„Jede  (?  ist  sich  selbst  entsprechende  Curvo  in  neun  Paaren 
perspectivisch  und  involu torisch  liegender  ebener  Systeme,  nämlich 
in  den  Systemen,  die  einen  Inflexionspunkt  und  die  zugehörige  har- 
monische Polare  zu  Collineationscentrum  und  Collineationsachse 
haben." 

Damit  hat  unsere  neue  Methode  der  Behandlung  der  C3  eine 
erhöhte  Bedeutung  gewonnen. 

Wir  wollon  zur  Veranschaulichung  dieselben  Sätze,  die  wir  von 
der  C*  auf  die  C*  tibertragen  haben,  nun  auch  für  die  C*  anführen. 
Das  ausgezeichnete  Punktpaar  A1—  A%  kaun  beliebig  in  der  Ebene 
innerhalb  oder  ausserhalb  der  C3  angenommen  werden  (weil  ich  ja 
von  dem  Büschel  der  Kegelschnittstrahlen  #(4,—  A%,  Bl—~B2)  das 
Punktpaar  AA—At  ausserhalb  der  C8  oder  das  Punktpaar  Bt  —  B% 
auf  der  6*  als  das  ausgezeichnete  Punktpaar  wählen  kaun: 

a)  Durch  irgend  ein  Punktpaar  M1—Mi  der  Ebene  gehon  sechs 
Kegelschnittstrahlcn,  die  die  C3  in  einem  Punktpaare  berühren. 
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b)  Irgend  ein  Kegelschnittstrahl  Kt  schneidet  auf  der  C*  drei 
Punktpaare  Bt  —  Bit  Ct  — C,,  Dt  —  D%  ans.  Die  drei  Kegelschnitt- 
strahlen, die  die  C*  resp.  in  Bx  —  Biy  Ct  —  C„  Dx  —  D%  berühren, 
schneiden  je  ein  weiteres  Punktpaar,  resp.  Bt,  —  Bt\  C1'  —  Ct\ 
Dt' -DJ  auf  der  C5  aus;  Bg'—Bt\  Ci—Cj,  D^—DJ  liegen  auf 
einem  und  demselben  Kegelschnitt  JTl9  Kt  ist  die  Begleiterin 
von  Kx. 

c)  Es  giebt  9  Kegelschnittstrahlen,  die  die  C%  in  je  einem 
Punktpaare  osculiren.  Verbinden  wir  zwei  dieser  Inflexionspunkt- 
paare  durch  einen  Kegelschnittstrahl,  so  geht  dieselbe  durch  ein 
drittes  Inflexionspunktpaar. 

Hamburg,  Januar  1894. 
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X. 

Miscellen, 

l. 

Projeetlve  LSsnng  einer  Aufgrabe  Aber  die  Schraubenlinie. 

Die  geodätische  Linie  auf  dem  Cylinder  ist  durch  zwei  Punkte 
A  nod  ß  bestimmt,  wenn  zugleich  die  Anzahl  n  der  vollen  Umgänge 
gegeben  ist,  die  der  eine  Pnnkt  machen  muss,  um  in  den  anderen 
zu  gelangen.  Mttsste  der  Punkt  A  um  die  Cylinderachso  um  den 
Winkel  w  gedreht  und  hierauf  um  a  gehoben  werden ,  um  nach  B 
zu  gelangen,  so  ergibt  sich  die  Ganghöhe  h  der  Schraubenlinie  ans 

360a 

h  ^ 


360n-f-to 

wobei  w  in  Graden  eingesetzt  werden  müsste. 

Constructiv,  ohne  jedo  Rechnung,  lässt  sich  dio  Aufgabe  wie 
folgt  lösen: 

Es  sei  Fig.  1.  AMNO  die  abgewickelte  Mantelfläche  des  Gr- 
ünders, B  der  Punkt,  in  welchen  man  von  A  aus  nach  n  Umläufen 
gelangen  soll.    Ist  AC  der  erste  Umgang  der  Schraubenliuie  in  der 

Abwickelung,  also 

MC  —  h 

die  Ganghöhe,  so  erhält  man  den  durch  B  gehenden  Schraubengang, 

wenn  man 

AD  —  nh 

macht,  und  D  mit  B  verbindet.  Bei  willkürlicher  Wahl  des  AC 
wird  aber  BD  nicht  parallel  zu  AC  sein,  und  nur,  wenn  dies  statt- 
findet, die  Aufgabe  gelöst  sein. 
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Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  von  DC  mit  der  verlängerten 
AM  mit  Py  so  ist  P  bei  der  Variirung  des  h  ein  fester  Punkt,  denn 
bezeichnet  man  den  Umfang  AM  des  Cyliudcrs  mit  u,  so  ist 

MP=       u 


n— 1 


In  Folge  dessen  ist  bei  Yariirung  des  h  die  Puuktrciho  D  per- 
spectiv zu  jener  C.  Zieht  mau  durch  ß  immer  eine  Parallele  zu 
AC,  welche  AO  in  D'  schneidet,  so  ist  Strahlen büschel  A^C .  .  .  ) 
congruent  jenem  B(D' .  .  .  ),  daher  Punktreihe  D4  projeetiv  mit 
jener  C,  und  demnach  nach  früherem  auch  mit  jener  1).  Fällt  D 
mit  D'  zusammen,  so  ist  BD*  \  AC,  und  demnach  die  Aufgabe  ge- 
löst. Man  hat  daher  nur  den  im  Endlichen  befindlichen  Doppel- 
punkt der  beiden  ähnlichen  Punktreihen  D  und  D*  zu  sucheu.  Dazu 
benötigt  man  noch  ein  Paar  homologe  Punkte.  Diese  sind  aber  A 
und  A',  .wenn  BA'  |  AM  gezogen  wird.  Schneidet  die  verlängerte 
A'B  .  .  .  MN  in  Ä\  ist  D'D'  |  AM,  so  ist  der  Schnittpunkt  6' der 
Verbindungslinien  AÄ\  DD"  das  Ceutrnm  der  Perspectivität  der  Punkt- 
reihen AD  .  .  .  und  Ä'D"  .  .  .  ,  daher  4  der  verlaugte  Doppel- 
punkt; wenn  SJ  |  AM.  Die  durch  A  zu  AB  gezogeuo  Parallele 
schueidet  hierauf  auf  MN,  vou  M  ausgerechnet,  die  ver laugte 
Ganghöho  ab. 

Wien,  im  März  1893. 

Wilhelm  Bulf. 


2. 

Ueber  eine  Erzeugungsweise  der  Hyperbel  als  Enveloppe. 

Ein  Kreis  und  zwei  parallele  gerade  Linien,  in  derselben  Ebene 
liegend,  sind  gegeben.  In  dem  Kreise  wird  eine  Sehne  von  gegebener 
Länge  gezeichnet,  und  durch  deren  Endpunkte  zu  einer  bestimmten 
Richtung  Parallele  gezogen,  wodurch  ein  Parallelogramm  entsteht, 
dessen  Diagonalen  eine  Hyperbel  einhüllen,  wenn  die  Sehne  von 
constanter  Länge  variirt. 

Beweis.  Es  seien  Fig  1.  G  und  L  die  parallelen  geraden 
Linien,  K  der  Kreis,  R  die  gegebene  Richtung,  Man  zeichne  zu- 
nächst jene  Sehnen  AB  und  DC  von  gegebener  Länge,  die  auf  der 
Richtung  R  senkrecht  stehen.  Hierauf  ist  AD  \CB\\R  und  es  ent- 
steht das  Parallelogramm   EFHJy  von  dessen  Diagonalen  EH  and 
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JF  später  gezeigt  werden  soll ,  dass  sie  die  Asymptoten  obiger  Hy- 
perbel sind.  Ist  ferner  MN  irgend  eine  der  Sehnen  von  constauter 
Länge,  welche  bekanntlich  einen  Kreis  Kf  berühren,  so  schneidet 
diese  die  Sehnen  AB  und  CD%  beziehungsweise  deren  Verlängerungen 
in  den  Punkten  O  und  P.  Zieht  man  durch  die  letzteren  Parallele 
n  £,  so  erhält  man  auf  den  Diagonalen  JF  und  JS27,  beziehungs- 
weise auf  ihrer  Verlängerung  die  Schnittpunkte  O1  und  P',  von  deren 
Verbindungslinie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  dass  sie  eine  Tan- 
gente jener  Hyperbel  ist,  deren  Asymptoten  die  Diagonalen  JF  und 
EH  sind. 

Da  MN  eine  variirendo  Tangente  des  Kreises  K*  ist,  so  schncidot 
sie  die  festen  Tangenten  AB  und  DC  desselben  Kreises  in  den  pro- 
jeetiven  Punktreihon  O  und  F.  Durch  die  Parallelen  zu  R  werden 
diese  projektiven  Punktreihen  auf  die  Diagonalen  JF  und  EH  über- 
tragen daher  ist  auch  die  Punktreihe  O'  proj.  P\  Die  Verbindungs- 
linien der  homologen  Punkte  O'  und  P'  derselben  hüllen  demnach 
einen  Kegelschnitt  ein ,  der  auch  die  Träger  JF  und  EH  berührt 
Fällt  Ct  in  den  Schnittpunkt  T  der  Träger,  so  deckt  sich  die  Sehne 
MN  mit  jener  AB,  daher  fällt  P  und  mithin  auch  P'  in's  Unend- 
liche. Es  liegt  daher  der  Berührungspunkt  der  Kegelschnittstan- 
geote  EH  im  Unendlichen,  sie  ist  eine  Asymptote  und  der  Kegel- 
schnitt selbst  eine  Hyperbel.  Aus  ähnlichen  Gründen  ist  JF  die 
zweite  Asymptote.  Es  erübrigt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  O'P'  auch 
eine  Diagonale  des  Parallelogramms  ist,  welches  man  erhält,  wenn 
man  durch  M  und  N  Parallele  zu  R  zieht  und  dieso  mit  G  und  L 
combinirt 

Zu  dem  Ende  hat  man  zu  zeigen,  dass  die  in  Figur  1.  der 
grösseren  Deutlichkeit  wegen  nicht  gezogenen  Verbindungslinien  MQ 
und  N8  parallel  sind  zu  R.  Vermöge  der  Parallelen  G  uud  L  findet 
die  Proportion  statt: 

QO*  :  O'S  —  O'F :  JO'  1) 

Weil  AJ\  OO'  |ÄFjene: 

O'F  :  JO'  —  OB  :  OA 
daher  mittelst  1) 

QO*  :  O'S  =  OB  :  OA  2) 

Des  Kreises  K  wegen  findet  aber  die  Proportion  statt: 

OB  :  OA  —  MO  :   ON 

daher  mittelst  2) 
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QO'  :  0*S  =  M O  :  ON 

woraus  folgt,  dass  MQ  |  00'  |  NS  ||  Ä  w.  z.  b.  w. 

Diese  Erzeugungsweise  der  Hyperbel  lässt  sofort  erkennen,  dass 
die  Contur  der  orthogonalen  Protection  der  durch  Drehung  einer 
Geraden  um  eine  zu  ihr  windschiefe  Achse  entstehenden  Umdrebungs- 
fläche  auf  eine  zu  letzterer  parallele  Ebene  eine  Hyperbel  ist  In 
diesem  Falle  steht  aber  R  senkrecht  auf  G  und  L. 

Wien,  im  März  1893. 

Wilhelm  Ralf. 


3. 
Keaer  Satz  Aber  die  Cyklolde. 


Wenn  zwei  Kreise  einen  dritten  Kreis,  den  Grundkreis,  in  dem- 
selben Puukte  berühren,  und  sie  rollen  auf  dem  Grundkreise  so, 
dass  ihre  Mittelpunkte  auf  verschiedene  Seiten  der  ursprünglich  ge- 
meinschaftlichen Centralliuie  zuliegen  kommen,  so  soll  gesagt  wer- 
den, dass  die  Kreise  nach  verschiedenen  Seiten  oder  entgegengesetzt 
rollen. 

Der  Halbmesser  des  Grundkreises  soll  im  folgenden  immer  mit 
-f-  bezeichnet  werden.  Der  Radius  des  Rollkrcises  wird  mit  +  oder 
—  bezeichnet,  je  nachdem  sein  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt 
des  Grundkreises  auf  derselben  Seite  des  gemeinschaftlichen  Be- 
rührungspunktes liegt  oder  nicht. 

Wenn  die  algebraische  Summe  der  Halbmesser  der  Rollkreiso 
gleich  ist  dem  Halbmesser  des  Grundkreises,  so  sollen  die  Rollkreise 
Ergänzungskreise  heissen  und  es  ergibt  sich  der  Satz: 

„Rollen  die  Ergänzungskreise  entgegengesetzt,  so  beschreibt 
der  gemeinschaftliche  Berührungspunkt  stets  eine  und  dieselbe  Cy- 
kloide." 

Zu  Zwecken  des  Beweises  soll  der  Halbmesser  des  Grundkreises 
mit  r  und  jene  der  Rollkreise  mit  rt  und  rs  bezeichnet  werden,  und 
er  wird  in  zwei  Teile  zerfallen,  in  jenen  für  die  arithmetische  und 
in  den  für  die  algebraische  Summe,  und  soll  synthetisch  geliefert 
werden. 

a)  Für  die  arithmetische  Summe.  In  diesem  Falle  sind  die 
Rollkreise  Fig.  1,  fc,  und  £*  kleiner  als  der  Grundkreis  fc,  und  ihre 
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Mittelpunkte  «»,  und  m,  liegen  zu  derselben  Seite  des  Berührungs- 
punktes a  mit  dem  Mittelpunkte  m  des  Grundkreises. 

Es  rolle  nun  kt  so,  dass  der  Punkt  b  seines  Umfanges  nach  e 
in  den  Grundkreis  fällt,  was  dann  der  Fall  ist,  wenn 

arcac  =•  arcaß 

Der  Mittelpunkt  von  ht  kommt  dabei  nach  m,',  also  rollt  hx  nach 
rechts.  Beschreibt  man  von  m  aus  mit  mb  einen  Kreisbogen,  so 
schneidet  dieser  bekanntlich  die  neue  Lage  V  des  Rollkreises  in 
dem  Punkte  p  der  Cykloide,  die  der  Berührungspunkt  a  mit  kt  be- 
schreibt. 

Nun  soll  gezeigt  werden,  dass  a  auch  durch  entgegengesetztes 
Bollen  von  t?  nach  p  gelangt  Zu  dem  Ende  ziehe  man  md  1  mt'p 
und  pm*t  |  mc.  Nach  m's  müsste  der  Mittelpunkt  974  des  Rollkreises 
&*  gelangen,  wenn  letzterer  entgegengesetzt  zu  hk  gerollt  würde, 
denn  es  ist 

dm't  =  dm—m'tm  =  dm  —  pm^  —  r  —  rx  —  ra 

Aach  erkennt  man,  dass  wenn  man  von  m%f  aus  mit  m^'d  den  Kreis  V 
beschreibt,  dieser  durch  p  gehen  muss,  da,  vermöge  des  Paralle- 
logramms 

ist,  und  man  wird  gezeigt  haben,  dass  p  auch  ein  Punkt  der  Cykloide 
des  Kreises  fc*  ist,  wenn  man  zeigt,  dass 

arerfp  =  arerfa 

Bezeichnet  man  den  Winkel  dm^p  mit  tu,  so  ist 

WTC  dp  —  r%w  1) 

Es  ist  aber  auch    Wkl.  dme  =  to,    daher 

areeie  —  rw 
oder 

arerfa-j-arcae  —  rt  w-\-rtw  2) 

Endlich  ist  aber  auch    Wkl./jm,'*  —  to,    daher 

« 
arcp*  —  arc ac  —  r2  «? 
weshalb  sich  2)  auf 

arc  da  =  rsw 

redneirt,  woraus  mittelst  1)  folgt 

arc  dp  —  areda    w.  z.  b.  w. 
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Anmerkung.  Da  der  Punkt  p  nur  eine  Normale  haben  kann, 
ob  man  ihn  zur  Cykloide  des  Kreises  kt  oder  fc*  rechnet,  so  folgt 
daraus,  dass  die  drei  Punkte  dpc  in  einer  Geraden  liegen  müssen, 
was  auch  aus  dem  Parallelogramm  m^mm^p  geschlossen  werden 
kann. 

b)  Für  die  algebraische  Summe.  In  diesem  Falle  ist  der  Roll- 
kreis hx  grösser  als  der  Grundkreis  &,  und  ihre  Mittelpunkte  m  und 
mJ  liegen  auf  derselben  Seite  vom  Berührungspunkte  a.  Der  Mittel- 
punkt m,  des  Rollkreises  Jet  liegt  dann  auf  der  anderen  Seite  von 
a.  Wir  lassen  nun  kt  so  lange  rollen ,  bis  der  Punkt  b  seines  Ura- 
fanges  nach  c  auf  den  Grundkreis  fällt,  was  eintritt,  wenn 

arcac  —  arcaft 

99t!  kommt  dabei  nach  914'  und  kt  in  die  Lage  fc,\  Beschreibt  man 
von  m  aus  mit  mb  einen  Kreisbogen,  bis  dieser  £/  in  p  schneidet, 
so  ist  p  ein  Punkt  der  Cykloide,  die  a  beim  Bollen  von  kt  beschreibt 
Zieht  man  durch  m  eine  Parallele  zu  "h'p,  so  schneidet  diese  h  in 
d  und  die  durch  p  zu  mc  gezogene  Parallele  in  mj.  Nach  mj  muss 
nun  der  Mittelpunkt  von  *?  kommen,  wenn  *?  entgegengesetzt  kx 
rollt,  denn 

mj'r/  =  974  fm — md  —  f^i'p  —  md  —  rt—r  «■  r% 
Da  aber 

so  muss  der  von  m^  aus  mit  m^d  beschriebene  Kreis  auch  durch  p 
gehen,  und  man  hat  bewiesen,  dass  p  auch  ein  Punkt  der  Cykloide 
des  Punktes  a  mit  dem  Rollkreise  k%  ist,  wenn  man  zeigt,  dass 

wrcdp  —  arcad 
Bezeichnet  man  den  Winkel  pm^c  mit  u>,  so  ist 

arepe  —  QXCab  =  arcae  —  rtw  1) 

arcac  —  arcarf-|-arc<fc 
und  da  Winkel  dmc  auch  gleich  w  ist,  mittelst  1) 

arcad-f-r  w  »  rtw 

daraus 

arcad  —  (rj  —  r)w  =  r%w  2) 

Endlich  ist  aber  auch  Winkel    pm^  d  «  w,    daher 

areprf«  rat0 
und  mittelst  2) 

arepd  =  arcad    w.  z.  b.  w. 
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Anmerkung.  Aach  hier  müssen  p,  d  and  e  in  einer  Geraden 
liegen,  da  p  uor  eine  Normale  haben  kann. 

ins  dem  oben  bewiesenen  Satzo  folgt,  dass  man  eine  jede  Cy- 
kloide  vom  gegebenen  Rollkreise  durch  einen  zweiten,  von  dem  er- 
sten im  allgemeinen  verschiedenen  Rollkreis  erzeugen  kann,  wenn 
die  algebraische  Summe  der  Halbmesser  beider  gleich  ist  dem  Halb- 
messer des  Grundkreises.  Für  das  technische  Zeichnen  ist  dieser 
Umstand  von  Wichtigkeit,  weil  man  einen  grossen  Kreis  durch  eiueu 
kleineren  ersetzen   kann.     Auch   ist    die   sogenannte  Pericykloide 

hiermit  von  selbst  erledigt 

Wilhelm  Rulf. 


4. 

üfber  Transformation  und  sumerische  LBsung  der  kubischen 

Gleichung. 
§  1.    Die  Gleichung 

z*+ax*+bz  +  c  =  0  (1) 

behält  ihre  Form  bei  Substitution 

ay+ß 


x  — 


9+r 


und  erlangt  hinsichtlich  der  3  unabhängigen  Parameter  a,  ßy  y  die- 
selbe Allgemeinheit  wie  nach  beliebig  oft  wiederholter  Substitution. 
Wir  können  daher  zur  Vereinfachung  der  Betrachtung  aller  weitern 
Untersuchung  die  specielle  Substitution 

*  —  <*1f-\rß 
vorausgehen  lassen.    Dadurch  geht  Gl.  (1)  Ober  in 

g*+Ay*+By+C~0 
wo 

30+«.  Zß*+2aß+b  ß*+gflt+bß+e 

Durch  reelle  «,  ß  lassen  sich  die  Bedingungen  erfüllen: 

4  —  0;    Ä—  ±1;    C—  -* 
nimlich  durch  die  Werte: 

0  =  —  Ja;    a»— ±(»-§«1»):    «—(—^a-f  la*— e):a* 
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Hiermit  ist  o?,    welches  als  Lösung  der   gegebenen  kubischen 

Gl.  (1)  Function  dreier  Grössen  a,  £,  e  war,  linear  in  einer  Function 

einer  Variabein 

V  —  9>(") 
dargestellt,  und  man  hat: 

*-V±(&-|a*)9>(t*)-ia 
Diese  Function  hat  folgende  Eigenschaften. 

1)  Es  ist  <p(  — uN  —  —  <p(u).  Demzufolge  beschränkt  sich  das 
Bereich  der  zu  berechnenden  Werte  auf  positive  Argumente. 

2)  Für  das  obere  Zeichen  wächst  <p(u)  mit  t*  beständig  von  0 
bis  oo,  folglich  hat  es  nur  einen  reellen  Wert 

3)  Ist  q>(u)  =  y9  überhaupt  einer  der  3  Werte ,  so  sind  die 
beiden  andern  unabhängig  von  den  Coefficienten  der  Gleichung  eine 
Function  von  y0;  denn  man  hat: 

Dies  gibt,  wofern  y0  reell,  für  oberes  Zeichen  immer,  für  unteres, 
solange 

yo*>i  (2) 

ist,  imaginäre  y. 

Die  transformirte  Gleichung  lautet  nun: 

y*±y  =  "  (3) 

§  2.  Der  Fall  des  untern  Zeichens  lässt  sich  durch  die  Sub- 
stitution 

y_  J- 

y~z       V3 
wofern 


r   V3       9 


*  —  r  v3 

reell  ist,  auf  den  des  obern  reduciren.    Die  Gleichung 

ys—  y  —  0 
geht  dann  Aber  in 

*+*  -  v  -  yä 

Bedingung  der  Realität  ist 

*>3^3 

wie  auch  der  Cardanische  Wurzelausdruck  zeigt,  und   diese  Grenze 
stimmt  mit  der  obigen  (2)  tiberein;  denn  man  findet: 
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§  3.    Wir  gehen  nun  von  der  Gl.  (3)  ans  und  führen  sie  durch 
die  allgemeinste  Substitution 

az+ß 

auf  die  gleiche  Form 

2*-f-S3  -=>  v     (£  —  +i) 

zurück.    Es  ergeben  sich  die  Bedingungen: 

(3«*±l)0-(3u:f2«)y  (4) 

2aß*±2ßy—  (3tvF«jy4  —  «(«s±«  — «)  (5) 

0s±pys—  r*"  =  («3±*  — «)»  (6) 

61.  (4)  sei  zerlegt  in 

,_lfc£?5    ,.!äl  (7) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

r=3«*±l;    /*  — a(a*±l)-u 

so  ist  4  Factor  beider  Seiten  der  61.  (5)    und  (6) .  nachdem  darin 
die  Werte  (7)  eingesetzt  sind,  und  man  findet: 

27  («r—  J)J-2r* 
t>= j 


§  4.  Um  von  dieser  Transformation  Anwendung  auf  die  nu- 
merische Lösung  der  kubischen  Gleichung  zu  machen,  wollen  wir 
annehmen,  es  sei  die  Function  <p(u)  für  oberes  Zeichen  durch  eine 
Tafel  von  t*  =  0  bis  t*  —  1  bekannt,  und  deren  Gebrauch  auf  das 
weitest  mögliche  Intervall  der  u  ausdehnen.    Nun  ist 

e'  =  8(8a»-l-9<m)  (8) 

Um  nicht  durch  die  Unterscheidung  positiver  und  negativer  Werte 
dieses  Ausdrucks  gehindert  zu  sein,  schreiben  wir  — u  für  u  Dann 
bandelt  es  sich  um  Untersuchung  der  Function 

./  x        -2(9ft»  +  l)  +  27a(tt»-l)u-  27«« 
v  "  *M  * [3(3«*-l)  +  27«u]i  (9) 

Die  Gleichung,  welche  deren  Maxima  und  Minima  bestimmt,  lautet: 

▲ich.  d.  Math.  u.  Phys.    2.  Reihe,  T.  IUI.  7 


98  MUctliem. 

9«t*f+(9«4  +  3a*-4)u— 2«(«*+l)(3a*+2)  -  0 
woraus  als  positive  Wurzel: 

•  -  s  *£-»  <» 

Die  negative  Wurzel  dieser  Gleichung  fällt  ausser  Betracht  Die 
positive  ergibt  ein  positives  Maximum,  bis  zu  welchem  v  wichst, 
bevor  es  beständig  und  ins  unendliche  abnimmt  Für  a  wählen  wir 
den  grössten  einziffrigen  Wert,  für  welchen  dieses  Maximum  <  1 
ist;  dieser  ist  «  —  7.    Dann   ist  von  u-1  an  über  jenen  Wert 

298 
"=63 

der  dem  grössten  v  entspricht,  hinaus,  v  positiv  <  1  und,  bis 
ti  -  9927,  >  —  1. 

Will  man  also  —  y  — »  9>(u),  welches  für  u  <  1  durch  die  Tafel 

bekannt  ist,  für 

1  <  u  <  9927 
finden,  so  berechnet  man 

-884+9072«  —  27t«» 
v°"        {3(146+ 63u}i  W 

und  sucht  zu  v,  dessen  absoluter  Wert  stets  <  1  ist,  in  derselben 
Tafel  den  Functionswert 

dann  ist 

*.,  =  ^M±l  (12) 

Sei  z  B.  nach  erster  Transformation  die  kubische  Gleichung 

v*+y-  — 100 

Dann  erhält  man  nach  Gl.  (S)  f ür  a  —  7 : 

q*  -  3(146+63  .  100)  —  19338 

und,  wenn  man  für  q  die  negative  Wurzel  wählt,  nach  Gl.  (7) 

314  148 

*  =  V19338»2'2580'    ' V19338--1'0643 

ferner  nach  Gl.  (10) 

v  — 0,23663.   .   . 

und  aus  der  Tafel 

g>(v)  —  0,25221 

Dies  in  Gl.  (12)  eingesetzt  gibt: 
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9(100)  —  —  4,5698 
was  vom  wahren  Werte  nahezu  nm  0,000,06  abweicht. 

Durch  Vergrösserung  von  a  kann  man  das  Intervall  der  t*  Ober 
die  obere  Grenze  9927  hinaus  ins  unbegjenzte  erweitern ,  während 
es  nach  unten  zu  freilich  aufhört  bis  t  zu  reichen.  Setzt  man  näm- 
lich »  =»  «8,  so  wird  nach  GF1.  (9) 

27  «M- 18  «2 +2 
~      (27  a* +9«*— 3)* 

fllr«— oo  unendlich  klein.    Soll  sich   also  das  Intervall  der  u,   wo 
—  1  <  v  <  1  ist,  nach  oben  uud  unten  zu  über  irgend  einen  Wert 

«  —  *,  hinaus  erstrecken,   so  braucht  man  nur  a  nahe  bei  i^i   zu 
wählen. 

§  5.  Vom  Gebrauch  der  Tafel  für  y*+y  —  u  ist  nun  allein  der 
Fall  ausgeschlossen,  wo  die  Gl.  (1)  3  reelle  Wurzeln  hat  Diese 
redocirt  sich  nach  §  1.  auf 

ys  —  y  <—  0 
und  zwar  ist  alsdann 

2_  _2_ 

3V3  <  u  ^3V3 

Sofern  wir  nur  positive  u  berücksichtigen ,  lässt  sich  die  Auflösung 
durch  eine  Tafel  der  Function 

y  —  9>i(*0 

2 

im  Umfang  von  u  —  0  his  u  —  ött**  entsprechend  den  Werten  y=l 

^8  *  **  V3'  darstellen.    Einer  Erweiterung  wie  in  §  4.  bedarf  es 
hier  nicht 


Die  angegebene  Wurzel   ist  die  einzig  positive;   die  zwei  nega- 
tiven liegen  zwischen  —  1  und  0,  getrennt  durch  den  Wert  y— — —^ 

welcher  dem  Maximum  u  entspricht.    Ihre  Werte  sind,  wenn  y~yQ 
io  der  Tafel  steht: 


-i*±*V4-2W 


R.  Hoppe. 
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5. 

Bedingung,  anter  der  4  von  einem  Punkte  aas  gesehene  Punkte 

in  einem  Baume  liegen. 

Siebt  man  von  einem  Punkte  O  aus  2  Punkte  Pt  und  P% ,  so 
ist  der  Winkel  PxOP%  messbar  und  seine  Grösse  unabhängig  von 
allen  andern  Punkten.    Durch  OPtP%  wird  eine  Ebene  bestimmt. 

Sieht  man  zugleich  einen  dritten  Punkt  P8,  so  liegt  dieser  dann 
und  nur  dann  in  derselben  Ebene,  wenn  einer  der  3  Winkel  PiOPt, 
PlOPz,  PjOP8  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  ist  Andern- 
falls bestimmen  die  4  Punkte  OP1P2Ps  einen  Raum  (von  3  Dimen- 
sionen). Wir  nennen  eine  solche  dreifache  Mnnnigfaltigkeit  eine 
Dreidehnung. 

Sieht  man  nun  zugleich  einen  vierten  Punkt  P4,  so  sind  6  Winkel 

PxOP%,    P%OP»    PzOP„    PzOP«    Pt0P4    PtOP+ 

deren  Cosinus  wir  bzhw.  mit, 

«i    ß,    Y>    'i    *>    t  (1) 

bezeichnen,  und  deren  Sinus  mit 

«',  0',  f,  ö;  t',  r 

sämtlich  unabhängig  von  einander  gegeben.  Liegt  nun  P4  in  dem- 
selben Baume  OPtPtP^  so  ist  nach  der  hier  geltenden  sphärischen 
Trigonometrie  das  System  der  4  Strahlen  OPly  0Pf1  0P3,  OP4y 
welches  wir  die  Ecke  P^P^P^  nennen,  bestimmt  durch  je  5  der  6 
Grössen  (1),  und  die  sechste  durch  eine  Relation  mit  ihnen  ver- 
bunden. Indem  wir  die  von  den  6  Winkelebenen  gebildeten  Winkel 
in  nicht  miszuverstehender  Weise  mit  je  3  der  4  Punkte  bezeichnen, 
ergibt  sich  jene  Relation  in  der  Form 

*ilVi  ~  ±  PiP*P*  ±  P*P*Pz 

und  nach  sphärisch  trigonometrischem  Ausdruck  der  Flächenwinkel 
durch  die  Seitenwinkel  der  dreikantigen  Ecken,  d.  i.  in  den  Grössen  (1) : 

A  =  0 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

+ 2(«ßy  +  ßtt+  **  t + r*0  -  2(ßtyt + yi«* + «*ß*) 

Demnach  ist  A  =  0  die  notwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gung, damit  4  von  einem  Punkte  aus  gesehene  Punkto  mit  dem  Auge 
in  einer  linearen  Dreidehnung  liegen. 
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Allgemein,  d.h.  nicht  bedingt  durch  d  -=  ü,  bestimmen  die 
die  Grössen  (l)  ein  System  von  4  Strahlen  in  der  linoaren  Vicr- 
dehnniig.    Seien 

a*,    6»,     et,    dt     (t  —  1,  2,  3,  4) 
die  Richtnngscosinns  der  4   Strahlen   gegen   4  orthogonale   Axen; 


«j«s  +  *i*i-(-<!ic»-|"('i(?i  *"  * 

«i«4+V4+*i<vf«*i<U  =  t 
<¥>+  *A  4-  «*",.  +  <t*<h  =  ß     1 

<V4  +  V4+«V4  +  <iA  =  t       |  (3) 

<Vi  +  V*  +  <*".  +  rfSd4  —  ä      ' 

Dm  die  6  Grössen,  welche  mit  der  willkürlichen  Axenlage  will- 
kürlich bleiben,  anf  einfachste  Art  zu  bestimmen,  sei  OI\  die  a  Axe, 
OFji',  die  ai  Ebene  und  OI']P3P3  der  aic  Kaum;  dann  ist 


die  GL  (2)  werden: 

as  —  «;     oa  —  y;     o4  -  « 
und  die  Gl.  (3): 

«y+*A  — Pj  «+*A  — 5;  y«+V*+c3e*  —  3 
wonna: 

ii™«i     6j  "•  — -; —  J     A4  ™  ~~ "; — 

vr  e  ,/j 

r  -  l  -  «•— (!■—  y»+2  «fr 

und  zwar  drückt  d,  den  Normalabstand  des  Endpunkts 
1  anf  dem  Strahle  OI\  von  dem  Kaumo  OP,PtPa  a 
(tätigt  das  bereits  gewonnene  Resultat,  wonach  J-Oi 
dafür  ist,  dass  die  4  Strahlen  in  einem  Rannte  liegen. 

R.  I 


Entwickelnd)?  yim  BinE*(e,  <p)  In  eine  n»ch  Potenzen  im  singen 
fortschreitende  Reibe. 

Setzt  mau  in  der  BQrmaDnn'Bcben  Reibe 

/W-/W-W«)-lK«>K+f^W«)-1PM],'ii+  •  •  ■ 
wo 

1      WM)        '     *     WWl 

wo 

r* 

E(st  <p)  —   /   Vi  —  t*t\U*tp<ty 

0 
ferner 

tp(x)  —  sin  - 
so  erhalt  man,  da  f(a)  —  9(0)  —  0  für  a  —  0  ist: 

Sin(~£<«,  ,))  -.1.2 ^  + H-^— ^" 

Für  m=l  geht  diese  Reihe  aber  in 

,    _.,                             t*  sin9«  ,   (it* — 3e*)Bin(0) 
I)    sm£(*,  V)-»imp 3]-^+  5f --•   -   - 

dieselbe  lasst  sich  also  leicht  ans  der  Reibe 

~   31    "T"  61 

te  378.) 

lel  für  die  letztere  ist 

CTj  —  m,  )«■*■  —  (2mt  —  «h)  2*  t**m~3 

2*  i«i«-*_(2m8  —  m,)  2«  *•»»-« 

,2M»— «— .   .   . 

ien  Satze   fttr  die  Differentialqnotienten  eines 
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«*sin  <p  cos  q>F(ipY  —  — (1  —  f*8inf9>)  *T9>)" 

t  ~4~  cos  v 
8tatt  sinop  kann  man  in  Reihe  I  auch  •=--?- setzen,  wo  v 

die  wahre  Anomalie  bezeichnet,  wenn  cos*  zwischen  den  Grenzen  — t 
und  1  genommen  wird. 

Da 

— — (l-««sinV/!» 

also,  wenn  man  £  t,  y)  kurz  mit  E  bezeichnet 

d<p  1 

cte'  *  (1  — €«sin*9),|f 

d*<p  c*sinqpcos<p         dtp        ^smipCöQ  <p 


dE*      (1  —  «*  sin*<p)  •  «  #   d  £      (1  —  «»  sin1*)* 


n.  8.  w. 


so  ergiebt  sich  nach  der  Taylor'schen  oder  auch  nach  der  BOrmann- 
schen  Reihe 

Für  €  —  0  wird  diese  Reihe 

<p  =  E 
fttr  *-l  wird  sie 

9>  —  arcsin£=  E+^\+~^T  +  >  •  • 

1&         1.3JS» 
"*■*"!. 2. 3  +  2    4.5"*"-  *   * 

Da  E  in  letzterem  Falle  <  1,  so  muss  Reihe  II  convergiren. 

Nach  der  BOrmann'schen  Reibe  erhält  man  ferner 

ft;n         ftiT1  „  .  «*sinS£  .   08^-4^) sin*!? 

sin 9  — «  sin a -j «i 1 r-. r  •  •  • 

eine  Reihe  welche  sich  leicht  aus  II)  ableiten  lässt. 

Setzt  man  sin  (sin  E)  —  sin  2^,    sin  (sin  9)  —  sin  9,  u.  8.  w.,    so 
geht  I)  Ober  in 


Da 


.    ™                     «*sinV~  , 
sin  £*  —  singon «j — +.   .   . 
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g>Vl  -g'sin»^  _  9  __  g'y8  ,   (4c*  -  3tA)<p5 
m  m       2!  m  ""*""         4!  m 

so  erhält  man  f Ür  n  —  3  und  m  —  9 

8+8iny8Vl—  g»sin2<p4  „;_       6g»sin3r3 
III)     ßin  £j  — g sin  9>3 ^ — 

,  4(4«fl— 3«4)sin*9>s       2(16£»-60«4+45£6)  .  , 
H TTq tTö 8in7y8+0 


•   •   • 


5!  9  7!  9 

9  000  e8+ 99  225  c10)   ,_lt 


,   2(256««— 16320«44-1058t0£6—189000e8+99  225f,°)   .  f1 
+ flTÖ sin" 


•   •   • 


7t  1t 

Für  9  =  ö  ist  93  <j,   und  Reibe  I   giebt  durch  Summinnig 

der  ersten  4  Glieder  für  den  Sinns  des  Ellipsenquadranten  eine  Ge- 
nauigkeit geringsten  Falls  bis  4,  Reiho  III  unter  denselben  Bedin- 
gungen für  sin  £'3  eine  solche  von  7  Dccimalstellcn,  wenn  die  halbe 
grosse  Achse  a  =  1  gesetzt  wird. 

n 
Wenn  E  sehr  nahe  an  ^  liegt,  so  kann  man 

cosE  —  Vi  -  8in*£  =  Vi—  (1  —  *)* 

oder  annähernd  =•  Y'2x  berechnen,  um  für  E  eine  grössere  Genauig- 
keit zu  erhalten. 

Luckenwalde.  C.  Benz. 


7. 
Recurslonsformel  zur  Beetiflcatlon  der  Ellipse.    T.  VII.  S.  378. 

Aus  dem  binomischen  Satze  für  die  Differentialquotienten  eines 
Products  folgt,  da 

i«  sin  9  cos  <p  Fl  (y )  —  —  (1  —  «*  sin*?)  Fu  (9) 
ist: 

F(m+2)(v  «,  0)  «  (2mt—m1)B*v»  —  (2m4  —  m8)22«*t>"-2 
-f  (2mg  —  m5)  24  e»t>m-*—  (2m6  -  m^)  26£«  t>»»-6 

C.  Benz. 
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8. 
Reibe  zur  numerischen  Berechnung  eines  Ellipsenbogens. 
Es  ist  für  jeden  Wert  von  *%,  wenn 

E  -  /Vl-«*sinV<*9> 
0 

^F-m.a>        ******    L _<**-**)  . 


•    •    • 


(Yergl.  „Anwendung  des  Taylor'scben  Satzes  zur  Rectification  der 
Ellipse")    oder: 

1)  »i^=-»»iV--3r^T-+   5!mi4    0»iv)5- 


•      •      • 


=   n 


and  vermittelst  der  Bormann'schen  Reihe  fflr  »if  <  s 

2)    uM-iuKr) 8,      ,      + 5TS? 


•      •      • 


(Vergl.  „Entwickelung  von  sin  En  in  eine  nach  Potenzen  von 
sin  7»  fortschreitende  Reihe",  wo  —  statt  mj  gesetzt  und  auch  die 
Recnrsionsformel  angegeben  ist.) 

Es  ist  nämlich,  wenn 

~?=  &  _  yi  — ««sinV 
ö.  3.  w.,  für  <p  —  0 

und  in  der  Bürmann'schen  Reihe,  ebenfalls  für  g>  —  0, 

-4,  =  1,    A%  —  0,    ^4g  -=»  £m  —  —  «*,    -44  —  0 

A  ,  9Em       9£m      ^  _  JSY  _  4g*— 3g* 
4>  -  9-9+  m^  —  ^a  +  ^  -  ^4  —       ^4 

Man  kann  also  Reihe  2)  aus  Reihe  1)   dadurch  ableiten,   dass 
man  sin  (m,  p)  für  m,  9  setzt    Wiederholt  man  das  Verfahren  unter 

der  Bedingung,  dass  auch  m^  m^  .  .   .  mv  je   ^   0 »    indem    man 


106  Mitctllen. 

8)n(m,£)  durch  Emi,  sinOi^qp)  [durch  <pmty  ferner  sin(m,  sin(m,  £)) 
durch  £MlMl,  ßin^ßinCm,  9)]  durch  q>mlmt  u.  8.  w.  bezeichnet,  so 
erhält  man 

und  für 

n 

f»l  <p  ma  fn%  =  IW3  »  .    •    •  =  Wl»  ™  tt 

•»©.•••©."  "-[6)T    6« 

(leg*—  60fA+45tg)    tf   , 

"   "[(BT 

Der  Convergenzquotient  dieser  Reibe  ist  <  r/  xtl,,  dieselbe  also 


<  um 


in  Bezug  auf  diesen  Ausdruck  in  gewissem  Sinne  in  beliebigem 
Grade  convergent.  Bei  der  Berechnung  muss  aber  stets  das  2.  Glied 
berücksichtigt  werden,  da  E  eine  Function  von  q>  und  i  ist  Die 
Berechnung  gilt  zunächst  für  die  halbe  grosse  Achse  a  —  1.  Für 
andere  Werte  hat  man  schliesslich  den  Wert  von  E  mit  a  zu  multi- 
pliciren. 

Luckenwalde,  den  16.  März  1894. 

C.  Benz. 


9. 

Bemerkungen  zur  Summenformel  für  die  Potenzreihe  der 

natürlichen  Zahlen 

1. 

Bezeichnen  wir  die  Potenzreihe  der  natürlichen  Zahlen  1*+ 2* 
+  3*  +  .   .   .  +  n*  mit/(a;),  so  ist  bekanntlich 

(2r  +  l)*2r)  -  n*+x  +  J  (ff1)*  +  ^f^B^-l 

~  (2rt1)Ä4n8""*  ±  '    *   '  +(-1),"'(2r2t1)Äarn     (1) 
und 
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-  CTK*-2  ±  •  ■  • + (-d^CJ2)^'  (2) 

worin  B»  B4  .  .  .  die  Bernonlli'schen  Zahlen  bedeuten.  Diese  Aus- 
drücke lassen  sich  in  einfacher  Weise  mit  Hülfe  der  Gleichung 

(•+l)^Ä(^1)Ax)+(^1)^l)  +  .   .   .  +  ('t>> 

+  n+l     (3) 

ableiten,  welche  es  ermöglicht  f(x)  durch  /(*— 1),  /*(*— 2),  .  .  .  /U) 
zu  bestimmen.  Dabei  ergeben  sich  für  die  Bernonlli'schen  Zahlen 
die  recnrrenten  Beziehungen 


und 


+<-«'-  (£!)* = <-«'-  ^ 


(4) 


+  (-1)'-»  (^^  2J,  -  (-l)r-l  .  r  (5) 

Wie  die  Darstellungen  von  f(2r)  und/(2r+l)  erkennen  lassen, 
ist  für  alle  Werte  von  r  mit  Ausnahme  von  null 

^^-fr+D/W  (6) 

und  es  würde  sich  durch  Betrachtung  von  f\2r)  und  /\2r—l)  ebenso 
leicht  erweisen  lassen,  dass 

^^  —  2r/(2r — 1) + (—  l)r*!  #*r    sein  mnss.  (7) 

Hiernach  ist  es  möglich,  mit  f(\)  beginnend,  die  Ausdrücke  für 
A2)>  A3)  u.  s.  f.  nach  den  Regeln  der  Integration  zu  finden.  Aus 
jeder  Reihe  mit  geradem  Argument  bekommt  man  nach  diesem  Ver- 
fahren bis  auf  einen  constantcn  Factor  sämtliche  Glieder  der  folgen- 
den Reihe,  aus  jeder  Reihe  mit  ungeradem  Argument  alle  Glieder 
mit  Ausschluss  des  letzten  in  w.  Der  Coefficient  dieses  Gliedes  ist 
gleich  der  abwechselnd  mit  dem  positiven  und  negativen  Vorzeichen 
versehenen  folgenden  Bernoulli'schen  Zahl.    So  findet  sich 
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>(i)  -2n*+i» 


/(2)  _§„»+ä„»4--„ 

A4)  =5«8+ä»4  +  !»s-äöB 


/(5) 


/(6) 


±  -6 


n6+2n6  +  l2n4~ 


12 


n' 


_n7+_n6+_n6__nS+_n 


A7)   =  |*8+lU7  +  Än«-|in<+1V 


8 


12 


24 


AÖ)     -  ö»9  +  ön*+ö*7-Ti:»6+ä" 


A9) 


A10) 


/(H) 


15 

7 


12 


-  n3  — 


30 
3 


n 


12 


12 


8 


8 


+  13* 


_5 
12 


(8) 


2. 


Bei  geraden  Exponenten  schliessen  die  Reihen  mit  n,  bei  an- 
geraden mit  n*,  es  enthalten  also  sämtliche  Reihen  den  Factor  n. 
Die  Gleichung  (3)  zeigt,  dass  ausserdem  noch  in  sämtlichen  /  der 
Factor  n-}-l  enthalten  sein  muss. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  f(2r)  ferner  noch  durch  2n-f-l 
und  /(2r-f-l)   durch   n(n+l)    teilbar  sein   muss,    und  dass  sowol 
f(%2r)  f(2r-\-l) 

—, — TiTTö — \T\  als  auch  \.    i  \.*  nach  Potenzen  von n(*+l)  fort- 
an -}-l)(2n4-l)  n*(n  +  1)* 

schreitende  Reihen  bilden.    Es  wird  sich   alsdann  f(2r)   darstellen 

lassen  als  f(2)  multiplicirt  mit"eincr  Function  von  f(l)  und  /\2r+l) 

als  eine  Function  von  AI)  allein.    In  der  Tat  können  die  Gleichungen 

(8)  umgeformt  werden  in 
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«1)  - 


/(2)   - 
/(3)   - 

m  - 


•H-i) 

2 
*(m-t-l)(2n-|-l) 
6 


-^±^-^[3n(n+l)-l] 
«5)    -         ^       |>(n-f  1)-1] 
A6)    -^±^±^r3»*(»  +  l)«-3»(»+l)  +  l] 
A7j   -  n'(W^1),[3n»(»+l)«-4n(n+l)+2J 

A8)   _  »(«+l)0»-fl) [5n»(n+ 1}s  _  10b»(w  + 1)» 

+9»(«+l)-3] 

/(9)  =  n'("^ 1}>  [2n'(n+l)»-5n«(n+ 1)'+ 6n(n+l)-3] 
n(n+lH2»-H)[3n4(n+1)<_10t>>(w+1)> 

+  17n*(n+ 1)*— 15»(»  + l)+5] 
»«(^1)*  [2n<(n+ 1)4  _  Mn+ 1)t 

-f-  17n*(n  + 1 )»  -  20r»(n  -f  1)  + 10] 


/(10)  = 


All)  = 


(9) 


3. 


Unsere  Behauptung  ist  in  aller  Vollständigkeit  bewiesen,  wenn 

sich  zeigen  l&sst,  dass/(2r- f-1)  dargestellt  werden  kann  als  Function 

1 

von  »(«+1).    Nach  (6)  ist  f(2r)  bis  auf  den  Factor  „    ,       gleich 

dem  Differentialquotienten  von  /|(2r-f-l)  nach  n.  Wenn  nun  f{2r-\-\) 
eine  Function  von    n(n-)-l)    ist,   muss   /(2r)  gleich  einer  eben- 

solchen  Function  sein,  multiplicirt  mit — ^£—  oder  2n+l,  wie  be- 
hauptet worden.  Da  ferner  nach  (2)  die  Function  f(2r-\-l)  teilbar 
ist  durch  n1,  mnßs  sie  ausserdem  noch  den  Factor  (n-j-1)*  ent- 
halten. Diese  letztere  Eigenschaft  kann  auch  aus  dem  Umstände 
gefolgert  werden,  dass  der  Differentialquotient  von  /(2r-f  1)  d.  h. 
(2r+l)/'(2r),  wie  wir  wissen,  durch  n-f  1  teilbar  ist    Dass  /(2r) 
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den  Factor  2n-|-l  enthält,  lässt  sich  auch  direct  ans  der  Formel 
nachweisen,  indem  man  zeigt,  dass  f(2r)  für  n  —  —  $  verschwindet 
Dieser  Nachweis  führt  anf  die  bekannte  Beziehung 

+(-D'(£h  )  2°  *  B°  ~  (""1)r"! (2r+1)        (10) 

Es  handelt  sich  also  am  den  Nachweis,  dass  /"(tfr-j-l)  eine  reine 
Function  von  n(n~\-l)  ist.  Derselbe  ist  erbracht,  wenn  sich  beweisen 
lässt,  dass  /*(2r+l)  für  n  =*  a  und  n  —  — !(a  +  l)  stets  denselben 
Wert  annimmt,  was  auch  a  sein  mag.  Es  ist  nicht  schwer  zu  zeigen, 
dass,  wenn  eine  ganze  rationale  Function  von  n  diese  Eigenschaft 
hat,  sie  sich  muss  darstellen  lassen  als  Function  von  n(n  +  l). 

Wir  wollen  beim  Beweise,  insofern  wir  n  als  Veränderliche  an- 
sehen, die  Function  mit/(n)  notiren  und  erstens  voraussetzen,  dass 
dieselbe  für  n  —  a  und  für  n  «=-  —  (a+1)  denselben  Wert  £  annimmt 
Dann  muss 

An)-  (n-a)/i(n)-H    und    f(n)  =  («  +a+\l) f*(n)  +  k 

seiu,  woraus  folgt,  dass 

(n-a)/i(n)  -  (n+a  +  l)/,(n) 

also  /*,(»! )  durch  n-|-a-+-l  und  /i(«)  durch  n  —  a  teilbar  ist  Darum 
stellt  sich  f(n)  auch  dar  als 

/(n)  =  (n-a)(n  +  a+l)/8(n)+Ä:-[n(n+l)-a*-a]/i(n)  +  I: 

Wir  nehmen  jetzt  zweitens  an,  dass  f(n)  auch  für  n  —  b  und 
n  i  —  (6+1)  denselben  Wert  erhält  Da  w(n  +  l)  für  beide  Werte 
von  n  sich  nicht  ändert,  muss  f3(n)  dieselbe  Eigenschaft  haben  und 
sich  darum  darstellen  als 

«»)  -  [«(n+l)-6*~*]/4(n)  +  / 

woraus 

/•(n)  «  [n(n+l)-a8  — a][n(«  +  l)-ft«-i]/i(n) 

+  [n(n+l)  — a*  — a]/+* 

Soll  /(n)  auch  für  n  —  c  und  n  —  —  (c-f-1)  deusolben  V^rt  be- 
sitzen, so  muss  dasselbe  für  f^n)  der  Fall  sein,  und 

ftM  =  |w(n  +  l)  — c2— c]-/6(n)-fm  sein. 


•  MwxUe*.  Hl 

Fabren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  erhalten  wir,  da  der  Grad 
der  Functionen  /*,(«),  /i(n),  #  .  .  beständig  abnimmt,  schliesslich  für 
/tu)  eine  Darstellung  als  Function  von  *(n-fl). 


Wir  setzen  nunmehr  in  f(2r-{-\)  für  n  erst  den  Wert  <r,  dann 
— (a-f  1)  ein.  Im  ersten  Falle  ergiebt  sich  bis  auf  den  Factor 
2r+2  die  Reihe 

+(-l)r-1  (2^5"2)  **«» 

im  tndern  Falle  die  Reihe 

(a -|_ 1)^+2  _  j  (2r+2)  («+!)**  i  +  (*+*)  *,(«+l)* 


Wir  entwickeln  die  zweite  Reihe  nach  Potenzen  von  a  and  zei- 
gen, dass  die  Coetficienten  der  Reihe  noch  mit  denjenigen  der  er- 
sten Reihe  übereinstimmen.  Dio  Identität  der  Coefficienten  von 
<£'+*  ist  klar,  ebenso  Ton  a2""*1.    Fttr  a*r-*»  ergiebt  sich  bei  der 

ersten  Reihe  (—1)*  (^rX-iJ^2'^  "^  ^er  zweiten  <k8egen 

-mc4)«---H-«'CU)(,,.">- 

Diese  beiden  Coefficienten  sind  gleich,  wenn 

-(S3-»(D(3ä):i-£K)[C2> 

ist   Die  Klammer  ist  aber  nach  (5)  gleich  #,  wonach  sich  die  Iden- 
tität nach  kurzer  Berechnung  ergiebt. 

Für  die  Coefficienten  der  ungeraden  Potenzen  von  a  ergiebt 
die  erste  Reihe  bis  auf  denjenigen  von  aSrf1  den  Wert  null.  Bei 
der  zweiten  kommt  für  a*"2»*  *  die  Reihe 


2 
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(S>)-*(T)(T)+rr)G.*>. 
-mG3*±-  ■  •+<-"-  et2)  rrv 

oder 

2$ i 

Die  Klammer  ergiebt  aber  nach  (4)  den  Wert  — y .      Setzen    wir 

diesen  Wert  ein,  so  kommt  nach  geringer  Umformung  der  Wert  null. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  /(2r  +l)flirn  =  a  nnd  n  —  —  (a+1) 
denselben  Wert  annimmt  nnd  sich  darstellt  als  Function  von  n(n-j-l). 

Was  die  Reihe  f(2r)  anlangt,  so  würde  sich  anf  gleiche  Art 

zeigen  lassen,  dass  sie  für  a  und — (<*-+- 1)  gerade  entgegengesetzte 

Werte  annimmt    Dieses  geht  aber  auch  aus  der  Tatsache  hervor, 

dass   f(2r)  gleich    2*-f-l   mal  einer   Function   von  nfn-f-1)   ist. 

Während  diese  letztere  Function  für  a  und  —  (a-j-1)  denselben  Wert 

behält,  kehrt  sich  2n+l  in  sein  Gegenteil. 

Stephan  Glaser. 
Berlin,  den  10.  Februar  1894. 
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I. 


Anwendung  eines  Abbildungsprincips  zur 
Untersuchung  von   Curven  zweiten  Grades, 


Von 

Stephan  Glaser. 


Einleitung. 

Es  soll  im  Folgenden  eine  bekannte  lineare  Substitution,  welche 
bei  speciellen  Aufgaben  der  Ellipse  wiederholt  verwendet  worden 
ist,  der  Abbildung  der  ganzen  Ebene  zu  Grunde  gelegt  und  zur 
Untersuchung  sämtlicher  Curven  zweiten  Grades  benutzt  werden.  Es 
handelt  sich  um  die  Substitution 

▼ermöge  welcher  die  Ellipse 

sich  in  den  Kreis  vom  Radius  1,  die  Hyperbel 

sich  in  die  gleichseitige  Hyperbel  abbildet.  Jedem  Punkte  der  einen 
Ebene  entspricht  ein  Punkt  der  andern  und  umgekehrt,  und  es  ist 
die  Abbildung  so  geartet,  dass  parallele  Linien  sich  wieder  in  pa- 
rallele Linien  abbilden  und  das  Verhältniss  jeder  Strecke  zu  ihrem 
Bilde  nur  abhängig  ist  von  der  Richtung,  also  für  parallele  Geraden 

Arek.  4.  M*&.  a.  Phji.    2.  Reih«,  T.  IUI.  8 
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I. 

§1. 
Erklärung  des  Principe 

Gegeben  sei  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  and  b,  am  den 
Coordinatenanfangspunkt  0  als  Mittelpunkt  beschrieben.  Bezeichnen 
wir  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  mit  (*,  y)  and  die 
seines  Bildes  mit  (£,  ij),  so  geschieht  die  Abbildung  nach  der  Sub- 
stitution 

Der  Ellipse 

*-+^-l 

selbst  entspricht  dann  der  Kreis 

P  +  if-1 

jedem  Punkte  innerhalb  der  Ellipse  entspricht  ein  Punkt  innerhalb 
des  Kreises,  jedem  Punkte  ausserhalb  der  Ellipse  ein  Punkt  ausser- 
halb des  Kreises.  Die  Construction  des  zu  einem  Punkte  des  Kreises 
gehörigen  Punktes  der  Ellipse  kann  in  der  folgenden  Weise  ge- 
schehen :  Man  zeichne  um  0  noch  zwei  weitere  Kreise  mit  den  Radien 
a  und  b,  verbinde  0  mit  dem  gegebenen  Punkte  und  verlängere 
diese  Verbindungslinie  bis  zum  Schnitt  mit  den  beiden  Kreisen  in  A 
und  B.  Hat  der  gegebene  Punkt  die  Coordinaten  cos y  und  sin?, 
so  sind  die  Coordinaten  von  A  gleich  acos?  und  asin?,  die  von  B 
gleich  bcos<p  und  (sin?.  Dann  liefert  die  erste  Coordinate  von  A 
combinirt  mit  der  zweiten  von  B  den  zugehörigen  Punkt  der  Ellipse. 
Man  hat  also  nur  durch  A  eine  Parallele  zur  yaxe,  durch  B  eine 
solche  zur  x  axe  zu  ziehen ;  der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  ge- 
suchte Punkt  der  Ellipse.  Natürlich  kann  man  ebenso,  leicht  zu 
jedem  Punkte  der  Ellipse  den  zugehörigen  des  Kreises  finden. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  man  durch  Combination  der 
zweiten  Coordinate  von  A  mit  der  ersten  von  B  einen  zweiten  Punkt 
erhält,  der  eine  wichtige  Bedeutung  für  die  Ellipse  hat.  Die  Ver- 
bindungslinie von  0  mit  diesem  Punkte  giebt  nämlich  die  Richtung 
der  Normalen  an.  Man  erhält  also  zu  jedem  Punkte  des  Kreises 
gleichzeitig  den  zugehörigen  Punkt  der  Ellipse  und  die  Richtung  der 
Normalen  in  diesem  Pnnkte  und  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  der 
Ellipse  die  Richtung  der  Normalen  und  den  entsprechenden  Punkt 
des  Kreises. 
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Nor  wenig  complicirter  wird  die*  Construction ,  wenn  es  sich 
dämm  handelt,  zu  einem  beliebigen  Punkte  (g,  q)  den  zugehörigen 
Punkt  (ae,  jr)  zu  finden.  Hat  der  gegebene  Paukt  die  Polarcoordi- 
otten  #cos?  und  tsin?,  so  constraire  man  zu  dem  mit  ihm  auf 
demselben  Radiusvector  gelegenen  Kreispunkt  (cosg>,  sin  9)  den  zu- 
gehörigen Punkt  der  Ellipse,  verbinde  beide  mit  einander  und  ziehe 
zu  der  Verbindungslinie  durch  den  gegebenen  Punkt  eine  Parallele, 
welche  den  Radiusvector  nach  dem  Punkte  der  Ellipse  oder  die 
Verlängerung  desselben  in  dem  gesuchten  Punkte  (s,  y)  schneidet. 

Will  man  umgekehrt  zu  einem  gegebenen  Punkte  (ar,  y)  den 
zugehörigen  Punkt  ({,  tj)  finden,  so  suche  man  zu  dem  mit  ihm  auf 
demselben  Radiusvector  liegenden  Ellipsenpunkte  den  zugehörigen 
Kreispunkt,  verbinde  beide  mit  einander  und  ziehe  zu  der  Verbin- 
dungslinie durch  den  gegebenen  Punkt  eine  Parallele,  welche  den 
Radiusvector  nach  dem  Kreispunkt  oder  die  Verlängerung  desselben 
in  dem  gesuchten  Punkte  (£.  rj)  schneidet. 


§2. 
Eigenschaften  der  Abbildung. 

Schon  aus  den  bisherigen  Angaben  geht  hervor,  dass  sämtlichen 
Punkten  einer  durch  0  gehenden  Geradon  wieder  Punkte  einer  durch 
0  gehenden  Geraden  entsprechen,  und  dass  die  Abbildung  oine  ähn- 
liche ist,  insofern  sich  an  dem  Verhältuiss  der  Entfernung  mehrerer 
Punkte  derselben  Geraden  bei  der  Abbildung  nichts  äudert.  Wir 
wollen  jetzt  die  Abbildung  beliebiger  Geraden  näher  untersuchen. 

Heisst  die  Gleichung  der  geraden  Linie 

lx-\-my-\-n  =■  0 

so  gilt  für  das  Bild  derselben 

al'£-\-bmt]-\~n  -■  0 

Wir  erhalten  also  wieder  eine  Gerade,  die  im  allgemeinen  gegen 
die  erste  um  einen  gewissen  Winkel  gedreht  erscheint  und  einen 
andern  Abstand  von  0  hat.  Nur  wenn  die  gegebene  Linie  parallel 
ist  einer  der  beiden  Axen,  ist  das  Bild  derselben  parallel. 
Stellt 

l'x+m'y+n'  —  0 

eine  zweite  zur  ersten  parallele  Gerade  dar,  so  muss  sich  l  zu  V  wie 
«1  zu  m'  verhalten.    Das  Abbild  der  zweiten  Geraden  ist  aber 
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al'i  +  bm'ri  +  n4  —  0 

und  es  verhält  sich  auch  al  zu  aV  wie  dm  zu  bm\  d.  h.  die  beiden 
Bilder  laufen  anch  parallel. 

Wir  gewinnen  damit  den  Satz: 

„Die  Abbilder  paralleler  Geraden  sind  wieder  parallel." 

Dieser  Satz  kann  sogleich  zur  Ableitung  einer  weiteren  Eigen- 
schaft benutzt  werden.  Denken  wir  uns  auf  der  ersten  Geraden 
eine  Reihe  von  Punkten  Pt,  Ps,  Ps  u.  s  f.  bestimmt,  ziehen  durch 
0  eine  Parallele  und  fixiren  auf  derselben  eine  zweite  der  ersten 
entsprechende  Reihe  von  Punkten  Ql9  Q„  Q8  u.  8.  f.,  so  dass 

u.  s.  f.  wird.  Verbinden  wir  dann  Pt  mit  Qu  P%  mit  Q,  u.  s.  f., 
80  laufen  diese  Verbindungslinien  sämtlich  parallel.  Dasselbe  muss 
nach  dem  obigen  Satze  aber  auch  für  das  Abbild  dieses  ganzen 
Systems  von  Linien  gelten,  woraus  folgt,  dass  auch  dort  die  Ab- 
schnitte der  ersten  Geraden  gleich  den  entsprechenden  der  zweiten 
sein  müssen,  oder  dass  die  Abschnitte  der  ersten  Geraden  sich  unter 
einander  ebenso  verhalten  wie  die  der  zweiten.  Nun  wissen  wir 
aber  schon,  dass  bei  einer  durch  0  gehenden  Geraden  die  Abschnitte 
des  Bildes  sich  genau  so  verhalten  wie  die  Abschnitte  der  Geraden 
selbst    Daher  der  Satz: 

„Für  Abschnitte  paralleler  Geraden  ist  das  Verhältniss  zum 
Bilde  con8tant." 

Dieses  constante  Verhältniss  lässt  sich  leicht  bestimmen;  das- 
selbe hängt  allein  von  der  Richtung  der  Parallelen  ab.  Zur  Be- 
stimmung desselben  wählen  wir  natürlich  die  durch  0  gehende  Pa- 
rallele, welche  mit  der  positiven  zaxe  den  Winkel  o  bilden  möge, 
und  nehmen  auf  derselben  zwei  Punkte  (rtcosa,  r,sino)  und  (rscoso, 
rs8ina)  an,  deren  Entfernung  also  gleich  ±(Vi — rt)   ist.     Für  die 

Abbilder  der  beiden  Punkte  ergeben  sich  die  Coordinaten  f -cosa, 
r*sinaj  und  f  —  cosa,  ^ sin« J.    Die  Entfernung  wird  dann 

i  r  x  l/cos1«  .    sin*a 

±('i-r»)|/-,-+-pr 

Es  verhält  sich  demnach  jede  Strecke  zu  ihrem  Bilde  wie  1  zu 


V 


cos2«  .    sin*  er 


a»     +    b* 
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Wir  können  noch  einen  zweiten  Ausdruck  ableiten,  indem  wir 
vom  Bilde  aasgehen.  Dasselbe  sei  nm  den  Winkel  <p  gegen  die 
positive  xaie  geneigt,  die  beiden  Punkte  seien  (*,co8<p,  #,sin<p)  and 
(*sCOs?,  j,8in<p),  ihre  Entfernung  ±(*,  —  **).  Dann  ergeben  sich 
als  Coordinaten  der  Punkte  selbst:  (a^cosy,  bst  sin (p)  und  (a#3cos<p, 
i^nn*),  und  die  Entfernung  derselben  wird: 


i  (*i  ~  **)  Va"  cosf9  +  &*  BinV 
Es  verhält  sich  demnach  jede  Strecke  zu  ihrem  Bilde  auch  wie 

V^eosV  +  ^ainV  zu  1. 

Beide  Wurzelausdrücke  spielen  bei  vielen,  die  Ellipse  betreffen- 
den Aufgaben  eine  Rolle  und  haben  eine  geometrische  Bedeutung. 
Nehmen  wir  als  einen  der  beiden  Punkte  den  Mittelpunkt  0  selbst, 
als  den  andern  einen  Punkt  der  Ellipse,  so  ergiebt  sich,  dass  der 
reciproke  Wert  des  ersten  Ausdrucks  die  Länge  des  zugehörigen 
RadiusYectors  darstellt,  ausgedrückt  durch  die  Functionen  des  Win- 
kels <r,  den  derselbe  mit  der  positiven  asaxe  bildet,  während  der 
zweite  Ausdruck  selbst  denselben  Radiusvector  darstellt,  ausgedrückt 
durch  die  Functionen  des  Winkels  <p,  welchen  der  correspondirende 
Radius  des  Kreises  mit  der  xaxe  bildet.  Da  beide  Ausdrücke  nur 
die  Quadrate  der  Winkelfunctionen  enthalten,  nehmen  sie  für  Sup- 
plementwinkel denselben  Wert  an,  woraus  der  Satz  folgt: 

„Für  zwei  sich  schneidende  Geraden  ist  das  Yerhältniss  ihrer 
Abschnitte  zum  Bilde  nur  dann  dasselbe,  wenn  sie  gleiche  Neigung 
zur  Axe  haben." 

Wir  betrachten  jetzt  2  senkrechte  Geraden,  gehörig  zu  den 
Winkeln  <p  und  90°+<p.    Die  entsprechenden  Verhältnisszahlen  sind 

dann  y<i*co8*qp-M*8inV  un^  Vfll  sin*#+  b*  cos V,  und  die  Summe 
der  Quadrate  ist  gleich  <»*-{-&*.  Wir  wollen  nun  allgemein  2  Ge- 
raden in  Bezug  auf  die  Ellipse  conjugirt  nennen',  wenn  ihre  Bilder 
senkrecht  zu  einander  stehen.    Dann  läset  sich  der  Satz  formuliren : 

„Für  2  conjugirte  Geraden  ist  die  Summe  der  Quadrate  der 
entsprechenden  Verhältnisszahlen  constant  gleich  <*'-{-&'." 

Nehmen  wir  speciell  2  conjugirte  Halbmesser,  so  stellen  die 
Verhältnisszahlen  die  Längen  der  Halbmesser  selbst  dar,  und  der 
Satz  spricht  die  bekannte  Tatsache  aus,  dass  die  Summe  der  Qua- 
drate zweier  conjugirten  Halbmesser  constant  gleich  a'-f&s  ist. 

Von  Curven  mögen  an  dieser  Stelle  in  Bezug  auf  ihre  Abbildung 
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nur  diejenigen  Ellipsen  betrachtet  werden,  welche  der  gegebenen 
ähnlich  sind  nnd  dieselbe  Richtung  der  Hauptaxen  haben.  Die  Glei- 
chung einer  solchen  ist 

aus  welcher  sich  für  das  Abbild  ergiebt 

(5-l')*+0r-V)2  =  '2 

Wir  finden  damit: 

„Alle  Ellipsen,  welche  der  gegebenen  ähnlich  sind  und  dieselbe 
Richtung  der  Axen  haben,  liefern  bei  der  Abbildung  Kreise,  und 
umgekehrt  muss  auch  jede  Curve,  deren  Abbildung  einen  Kreis  lie- 
fert, eine  der  gegebenen  ähnliche  Ellipse  mit  gleicher  Richtung  der 
Axen  sein." 

Jede  andere  Ellipse  und  ebenso  der  Kreis  liefert  wieder  eine 
Ellipse,  deren  Hauptaxen  später  bestimmt  werden  sollen. 

Ein  weiteres,  für  die  Verwendbarkeit  des  Principe  wichtiges  Ge- 
setz finden  wir,  wenn  wir  den  Ausdruck  für  den  Inhalt  eines  durch 
3  beliebige  Punkte  bestimmten  Dreiecks  aufstellen.  Haben  die  Punkte 
die  Coordinatcn  (xx,  yt\  (#,>  y2),  (ars,  y8),  so  wird  der  Inhalt  darge- 
stellt durch: 

1  «i  yi 


J  =  ±i 


i  *i  y* 


wo  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  der  Ausdruck  positiv  wird. 
Bilden  wir  nun  das  Dreieck  nach  unserm  Princip  ab  und  nennen 
die  entsprechenden  Punkte  der  Abbildung  (£„  i?,),  (£„  *?,),  (£*  173), 
so  wird 


J-±l 


1  a$x  b^ 

i  *  1  vi 

1  o£f  btjt 

~±\ab 

1  $s  Vt 

1  «Sa  hn* 

1  h  % 

ab  .  J' 


wenn  wir  mit  J'  den  Inhalt  des  Bildes  bezeichnen.  Da  sich  jedes 
beliebige  Flächenstück  in  eine  Summe  von  Dreiecken  zerlegen  lässt, 
ist  damit  der  Satz  gefunden: 

„Der  Inhalt  einer  jeden  Figur  ist  gleich  a&mal  dem  Inhalt  des 
Bildes/4 
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§3. 
Anwendung  nr  Ableltongr  der  Eigenschaften  der  Ellipse* 

Wir  wollen  jetzt  mit  Hülfe  unseres  Princips  die  Eigenschaften 
der  Ellipse  ans  den  bekannten  Eigenschaften  des  Kreises  ableiten. 
Die  gegebene  Ellipse  selbst  wird  dabei  als  Abbildungscurve  genom- 
men, so  das«  ihr  der  Kreis  entspricht;  senkrechten  Linien  beim 
Kreise  entsprechen  conjngirte  Linien  bei  der  Ellipse. 

Fnndamentaleigenscbaften  der  Ellipse. 

Was  zunächst  die  Gestalt  der  Curve  angeht,  so  ergeben  sich 
sofort  die  folgenden  Eigenschaften: 

Wie  beim  Kreise  wird  auch  bei  der  Ellipse  jeder  Durchmesser 
durch  den  Anfangspunkt  halbirt.  Zwei  Durchmesser  sind  aber  nur 
dann  gleich,  wenn  sie  denselben  Winkel  mit  der  Axe  bilden,  da  nur 
in  diesem  Falle  die  entsprechenden  Verhältnisszahlen  gleich  sind. 
Aue  der  einen  Axe  parallele  Sehnen  der  Ellipse  werden  durch  die 
tndere  senkrechte  Axe  halbirt,  da  auch  ihre  Bilder  parallel  der 
einen  Axe  laufen  und  durch  die  andere  senkrechte  halbirt  werden. 
Ans  dem  Gesagten  geht  hervor ,  dass  die  Ellipse  eine  zu  den  Axen 
symmetrische  Gurre  sein  muss. 

Beim  Kreise  werden  aber  nicht  nur  die  Sehnen,  welche  parallel 
einer  der  Hauptaxen  sind,  durch  die  andere  halbirt,  .sondern  es 
liegen  stets  die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen,  welches  auch  ihre 
Richtung  sein  mag,  auf  dem  senkrechten  Durchmesser.  Daher  müssen 
die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  der  Ellipse  auf  dem  conjugirten 
Durchmesser  liegen. 

Da  ferner  beim  Kreise  die  Tangente  senkrecht  zum  Radius 
nach  dem  Berührungspunkt  steht,  so  müssen  bei  der  Ellipse  die 
Tangente  und  der  Radiusvector  zum  Berührungspunkt  conjugirt  sein, 
d.  h.  die  Tangente  muss  dem  conjugirten  Durchmesser  parallel  laufen. 

Wie  die  Kreisfläche  durch  je  zwei  senkrechte  Durchmesser,  so 
wird  auch  die  Fläche  der  Ellipse  durch  je  2  conjugirte  Durchmesser 
in  ?ier  gleiche  Teile  geteilt 

Wie  schon  erwähnt',  sind  die  zu  den  Winkeln  9  und  90° +9 
gehörigen  Halbmesser  der  Ellipse  gleich 

V a*cosV + *f  «B*f    und  Va*sin*9+&,C08** 


122       Glaser:  Anwendung  eines  Abbüdungsprincips  zur  Untersuchung 

Diese  selben  Wurzelausdrücke  sind  es  aber  auch,  mit  welchen 
man  die  Abschnitte  der  zu  den  gewählten  Kreisradien  parallelen 
Geraden  multipliciren  muss,  nra  die  entsprechenden  Abschnitte  der 
zn  den  Halbmessern  der  Ellipse  parallelen  Geraden  zu  erhalten.  Da 
nnn  die  Gleichung  des  Kreises  unabhängig  von  der  Lage  der  recht- 
winkligen Axen  ist,  so  muss  dasselbe  auch  für  die  entsprechende  in 
schiefwinkligen  Coordinaten  ausgedrückte  Gleichung  der  Ellipse 
gelten. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  die  beiden 
Tangenten  und  verbindet  die  Berührungspunkte,  so  steht  die  Ver- 
bindungslinie senkrecht  zur  Centrale.  Bei  der  Ellipse  muss  die  ent- 
sprechende Linie  der  Centrale  conjugirt  sein,  also  parallel  der  Tan- 
gente laufen,  welche  sich  im  Schnittpunkt  der  Centrale  und  der 
Curve  ziehen  lässt.  Da  sich  bei  der  Abbildung  an  dem  Verhältniss 
der  Abschuitte  derselben  Geraden  nichts  ändert,  so  wird  bei  der 
Ellipse  wie  beim  Kreise  die  Centrale  durch  die  Peripherie  uud  den 
Schnittpunkt  mit  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  harmo- 
nisch geteilt.  Ferner  müssen  die  Berührungspunkte,  das  Centrum 
und  der  Punkt,  von  dem  aus  die  Tangenten  gezogen  sind,  auf  einer 
Ellipse  liegen,  welche  der  gegebenen  ähnlich  ist  und  die  gleiche 
Richtung  der  Axen  besitzt.  Das  von  den  beiden  Tangenten  und 
der  Ellipse  begrenzte  Flächenstück  hat  denselben  Inhalt  für  alle 
Punkte,  welche  auf  einer  concentrischen,  der  gegebenen  ähnlichen 
Ellipse  gleicher  Axenrichtnng  liegen.  Dasselbe  wird  von  'der  Cen- 
trale halbirt. 

Alle  Sehnen,  welche  eine  innere  concentrische  nnd  ähnliche 
Ellipse  berühren,  werden  durch  den  Berührungspunkt  halbirt,  und 
die  abgeschnittenen  Segmente  sind  sämtlich  gleich  gross. 

Die  Mittelpunkte  aller  von  einem  gegebenen  Punkte  der  Peri- 
pherie aus  gezogenen  Sehnen  liegen  auf  einer  ähnlichen  Ellipse, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  geht  und  die  gegebene  Ellipse  in  dem 
Punkte  berührt.  Die  zu  den  verschiedenen  Punkten  der  Peripherie 
gehörigen  Ellipsen  sind  congruent,  ihre  Halbaxen  sind  gleich  der 
Hälfte  der  Halbaxen  der  gegebenen  Ellipse.  Alle  diese  Eigenschaften 
lassen  sich  unmittelbar  ans  den  entsprechenden  des  Kreises  ablesen. 

Für  alle  durch  denselben  Punkt  gezogenen  Secanten  des  Kreiset 
ist  das  Product  der  bis  zur  Peripherie  gemessenen  Abschnitte  con- 
stant.  Bei  der  Ellipse  kann  dieser  Satz  nur  gelten  für  solche  Se- 
canten, welche  mit  der  Axe  gleiche  Winkel  bilden.  Ebenso  ist  das 
Quadrat  der  Tangente  nur  dann  gleich  dem  Prodnct  aus  den  Ab- 
schnitten der  Secante,  wenn  beide  gleiche  Neigung  zur  Axe  haben. 
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Aach  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Peripheriewinkel  über 
demselben  Bogen  l&sst  auf  weitere  Eigenschaften  der  Ellipse  schliessen. 
In  dem  speciellen  Falle,  dass  der  Bogen  gleich  dem  Halbkreis  ist, 
moss  der  Peripheriewinkel  ein  Rechter  sein,  woraus  für  die  Ellipse 
der  Satz  folgt: 

Verbindet  man  irgend  einen  Pnnkt  des  Umfangs  mit  den  End- 
punkten eines  Durchmessers,  so  sind  die  Verbindungslinien  conju- 
girt  Im  Falle  eines  beliebigen  Bogens  muss  man  dem  Satze  erst 
eine  andere  Fassung  geben,  um  die  correspondirende  Eigenschaft  der 
Ellipse  zu  erkennen. 

Man  ziehe  die  zu  den  Schenkeln  des  jedesmaligen  Peripherie- 
winkels parallelen  Tangenten  und  bestimme  den  Schnittpunkt  der- 
selben. Für  alle  Peripheriewinkel  Aber  demselben  Bogen  liegen 
dann  diese  Schnittpunkte  auf  einem  zum  gegebenen  concentrischen 
Kreise.  In  dieser  Form  kann  der  Satz  sogleich  auf  die  Ellipse 
übertragen  werden  und  besagt  dann,  dass  die  Schnittpunkte  der  zu 
den  Schenkeln  des  Peripheriewinkels  parallelen  Tangenten  für  alle 
Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen  auf  einer  concentrischen  und 
Ähnlichen  Ellipse  liegen.  Ueberhaupt  spricht  die  Gleichheit  zweier 
Winkel  beim  Kreise  für  die  Ellipse  die  Tatsache  aus,  dass  die 
Schnittpunkte  der  zu  den  Schenkeln  jedes  Winkels  parallelen  Tan- 
genten auf  einer  concentrischen  und  ähnlichen  Ellipse  liegen. 


Ein-  und  umbeschriebene  Parallelogramme. 

Alle  dem  Kreise  einbeschriebenen  Parallelogramme  sind  Recht- 
ecke. Daher  müssen  die  Seiten  jedes  der  Ellipse  einbeschriebenen 
Parallelogramms  conjugirt  sein.  Sind  die  Diagonalen  auch  conjugirt, 
•o  enspricht  demselben  beim  Kreise  das  einbeschriebene  Quadrat, 
dessen  Inhalt  constant  gleich  2  ist.  Der  Inhalt  eines  jeden  einbe- 
schriebenen Parallelogramms  mit  conjugirten  Durchmessern  als  Dia- 
gonalen muss  daher  constant  gleich  2  ab  sein.  Der  Inhalt  des  dem 
Kreise  einbeschriebenen  Quadrats  ist  aber  grösser  als  der  Inhalt 
eines  jeden  andern  einbeschriebenen  Parallelogramms.  Es  muss 
darum  auch  bei  der  Ellipse  das  einbeschriebene  Parallelogramm  mit 
conjugirten  Durchmessern  als  Diagonalen  ein  Maximum  sein.  Mit 
derselben  Leichtigkeit  lässt  sich  erkennen,  dass  der  Inhalt  eines 
beliebigen  einbeschriebenen  Parallelogramms  gleich  dem  Inhalt  des- 
jenigen einbeschriebenen  Parallelogramms  ist,  dessen  Diagonalen  con- 
jngirte  Durchmesser  zu  den  Diagonalen  des  gegebenen  sind. 

Soviel  über  die  einbeschriebenen  Parallelogramme. 
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Was  die  umbeschriebenen  Parallelogramme  angeht,  so  sind  die- 
selben beim  Kreise  sämtlich  Rhomben,  ihre  Diagonalen  stehen  senk- 
recht auf  einander  und  laufen  parallel  den  Seiten  des  Rechtecks  der 
Berührungspunkte.  Daher  müssen  die  Diagonalen  des  der  Ellipse 
umbeschriebenen  Parallelogramms  conjugirt  sein  und  parallel  laufen 
den  Seiten  des  Parallelogramms  der  Berührungspunkte.  Sind  die 
Seiten  selbst  auch  conjugirt,  so  erhalten  wir  das  Parallelogramm, 
welches  dem  umbeschriebenen  Quadrat  des  Kreises  entspricht  Letz- 
teres hat  aber  stets  denselben  Inhalt  4  und  ist  kleiner  als  jedes  an- 
dere umbeschriebene  Parallelogramm. 

Deshalb  haben  alle  der  Ellipse  umbeschriebenen  Parallelogramme, 
deren  Seiten  conjugirt  sind,  den  gloichen  Inhalt  lab,  und  zwar  ist 
derselbe  kleiner  als  der  jedes  andern  unbeschriebenen  Paralie- 
gramms. 

Dieser  Satz  kann  auch  in  der  folgenden  Weise  abgeleitet  werden. 

Wir  betrachten  einen  dem  Kreise  umbeschriebenen  Rhombus 
und  das  einbeschriebene  Rechteck  der  Berührungspunkte.  Der  Winkel, 
welchen  die  eine  Diagonale  des  Rhombus  mit  der  Seite  bildet,  sei 

2 

#.    Dann  ist  der  Inhalt  des  Rhombus  gleich  -r— 5- x,  der  Inhalt  des 

sin  %r  cos  %r 

Rechtecks  gleich  4sin#cos#,   das  Product  der  beiden  Inhalte  oon- 

staut  gleich  8.    Deswegen  ist  bei  der  Ellipse  das  Product  aus  dem 

Inhalt  eines  umbeschriebenen  Parallelogramms  und  dem  Inhalt  des 

Parallelogramms  der  Berührungspunkte  gleich  &a*b*.    Nun  ist  aber 

der  Inhalt  des  einbesebriebenen  Parallelogramms  ein  Maximum  und 

zwar  'gleich   2 ab,   wenn  die  Diagonalen  desselben  conjugirt  sind. 

Dann  sind  aber  auch  die  Seiten  des  umbeschriebenen  conjugirt,  und 

da  das  Product  der  Inhalte  constant  ist,  muss  in  diesem  Falle  der 

Inhalt  des  umbeschriebenen  Parallelogramms  4  a  b  ein  Minimum  sein. 

Es  mag  hier  noch  ein  Satz  für  das  beliebige  einbeschriebene 
Viereck  hinzugefügt  werden,  welcher  für  die  spätere  Entwicklung 
von  Wichtigkeit  ist  Es  handelt  sich  um  den  Satz :  Verlängert  man 
die  Gegenseiten  eines  Kreisvierecks  bis  zum  Schnitt,  so  stehen  die 
Halbirung8linien  der  entstandenen  Winkel  auf  einander  senkrecht 
Für  die  Ellipse  lautet  der  entsprechende  Satz:  Zieht  man  zu  den 
Gegenseiten  eines  einbeschriebenen  Vierecks  die  parallelen  Tangen- 
ten, verlängert  dieselben  bis  zum  Schnitt  und  verbindet  die  Schnitt- 
punkte mit  dem  Mittelpunkt,  so  sind  diese  Verbindungslinien  conju- 
girt. Ist  das  eine  Paar  Gegenseiten  parallel,  so  läuft  auch  die  ent- 
sprechende Verbindungslinie  derselben  parallel  und  der  conjugirte 
Durchmesser  halbirt  die  parallelen   Gegenseiten.    Die  zu  den  nicht 
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parallelen  Seiten  eines  einbeschriebenen  Trapezes  parallel  gezogenen 
Tangenten  schneiden  sich  demnach  in  einem  Punkte,  welcher  anf 
der  Verlängerung  der  Verbindungslinie  der  Mitten  der  beiden  Grund- 
linien liegt 

Ist  auch  das  andere  Paar  von  Gegenseiten  parallel,  so  laufen 
beide  Verbindungslinien  den  Seiten  parallel ,  woraus  in  Ueberein- 
gtimmung  mit  dem  Früheren  folgt,  dass  die  Seiten  eines  einbeschrie- 
benen Parallelogramms  conjugirt  sein  müssen. 


Quadratur  der  Ellipse. 

Aus  der  Formel  für  den  Inhalt  des  Kreises  folgt  für  die  Ellipse 

J  —  n  •  ab 

Jeder  Ellipsensector  ist  ferner  gleich  -rr?,  worin  9  den  von  den  zu. 

gehörigen  Bildstrahlen  eingeschlossenen  Winkel  bedeutet  (ausgedrückt 
durch  den  Bogen  des  Kreises  vom  Radius  1). 

Der  Inhalt  des  von  den  Radienvectoren  und  der  Sehne  begrenzten 
Dreiecks  ist  gleich  -5- sin  9,  das  Segment  also  gleich  -^  (9  —  sin  9)- 

Hierin  muss  nun  noch  9  und  sin  9  durch  die  Dimensionen  der 
Ellipse  und  die  Lage  der  Secante  näher  bestimmt  werden.  Ist  die 
Gleichung  der  Secanten 

so  hat  ihr  Abbild  die  Gleichung 

und  der  Winkel  9  ist  bestimmt  durch   die  Entfernung  dieser  Ge- 
raden vom  Kreismittelpunkt    Dieselbe  ist  bekanntlich 

±n 

8  — 


Dann  wird 

<p 

2  —  arcoos* 

und 

$sin*  —  sin  ^ cos  tj  —  #Vl  —  #* 

Also   wird  das  Segment  gleich  ab  .  [arecos*— *Vl  -  **]. 
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Dasselbe  ist  constant  fttr  alle  Secanten,  welche  die  mit  der  ge- 
gebenen concentrische  and  ähnliche  Ellipse 

berühren. 

§4. 

Abbildung  der  Hyperbel  und  Aufgabe  der  relatlren  Maxlma  und 

Minima. 

Bisher  wurde  nur  von  der  Abbildung  der  Ellipse  gesprochen. 
In  derselben  Weise  lässt  sich  nun  auch  die  Hyperbel 

abbilden  und  liefert  dabei  die  gleichseitige  Hyperbel 

5*— 17»  =  1 

Genau  so  wie  wir  mit  Hülfe  unseres  Abbildungsprincips  die  Eigen- 
schaften des  Kreises  auf  die  Ellipse  übertrugen,  können  wir  auch 
die  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel  auf  die  beliebige  Hy- 
perbel übertragen.  Der  Unterschied  liegt  nur  darin,  dass  der  Kreis 
ein  einfaches  geometrisches  Gebilde  ist,  dessen  Fundamentaleigen- 
schaften mit  den  elementarsten  Hülfsmitteln  erkannt  werden  können, 
während  die  gleichseitige  Hyperbel  ebenso  gut  wie  die  ungleich- 
seitige zur  Erforschung  ihrer  Eigenschaften  der  Anwendung  analy- 
tischer Metboden  bedarf.  Immerhin  bietet  aber  doch  die  Behandlung 
der  gleichseitigen  Hyperbel  geringere  Schwierigkeiten  wie  die  der 
ungleichseitigen.  Dazu  kommt  noch,  dass  viele  Eigenschaften  der 
Ellipse,  welche  ihrerseits  direct  vom  Kreise  übertragen  wurden,  sich 
wieder  auf  die  Hyperbel  übertragen  lassen.  Die  Ellipse  und  ur- 
sprünglich der  Kreis  wird  so  der  Ausgangspunkt  für  manche  Lehr- 
sätze in  Bezug  auf  die  Hyperbel,  deren  Richtigkeit  dann  nachträg- 
lich an  der  gleichseitigen  Hyperbel  analytisch  festgestellt  werden 
kann. 

Handelt  es  sich  aber  um  Aufgaben,  welche  auch  beim  Kreise 
auf  analytischem  Wege  gelöst  werden  müssen,  so  ist  für  beide  Arten 
von  Curven  der  Grad  der  Schwierigkeit  derselbe,  und  zwar  können 
solche  Aufgaben  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  gemeinsam  behandelt 
werden,  indem  man  der  Betrachtung  die  Gleichung 


von  Curven  zweiten  Grade».  127 

ra  Grunde  legt  und  erst  wenn  die  allgemeine  Lösung  gefunden  ist, 
die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle 

$  =  +  1    und    t  —  —  1 

vornimmt.  Eine  solche  Methode  bietet  auch  den  Vorteil,  dass  sie 
du  Gemeinsame  beider  Arten  von  Curven  wie  das  Unterscheidende 
und  den  eigentlichen  Grund  dafür  klar  erkennen  lässt. 

Es  ßoll  im  Folgenden  eine  besonders  geeignete  Aufgabe  dieser 
Art  in  aller  Vollständigkeit  behandelt  werden.  Es  handelt  sich  um 
die  Untersuchung  der  Dreiecke,  deren  eine  Ecke  fest  gegeben  ist, 
während  die  beiden  andern  auf  einer  Carve  zweiten  Grades  wandern. 
Man  soll  unter  diesen  Dreiecken  dasjenige  vom  grössten  Inhalt  be- 
stimmen. Der  feste  Punkt  kann  dabei  jede  beliebige  Lage  haben, 
darf  also  auch  auf  der  Curve  selbst  angenommen  werden. 

Wir  behandeln  die  Aufgabe  in  der  Weise,  dass  wir  dieselbe  zu- 
nächst allgemein  für  die  Curve 

P+il«  -  1 

lösen,  dann  für  «  nach  einander  die  Werte  +1  und  —1  substituiren 
und  die  gewonnenen  Resultate  mit  Hülfe  des  Abbildungsprincips  auf 
die  beliebige  Curve  übertragen.  Der  Fall  der  Parabel  erledigt  sich 
dann  von  selbst,  da  diese  als  Grenze  einer  Ellipse  angesehen  werden 
kann,  deren  Mittelpunkt  ins  Unendliche  gerückt  ist 

Der  feste  Punkt  sei 

Qi  -  (Si,  Vi) 

die  beiden  veränderlichen  seien 

Qt  —  (?i,  *s)    ond    Q,  _  (|81  %) 

und  zwar  sei  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  wenn  man  sich  in 
Qi  aufstellt  uud  in  den  von  Q,  Qs  und  Qt  Q*  gebildeten  Winkel  hin- 
einsieht, die  Seite  Qt  Q*  rechts,  die  Seite  QtQs  links  liegt,  beide 
also  dieselbe  Lage  zu  einander  haben  wie  die  positive  x-  und  yaxe. 
Dann  wird  der  Inhalt  des  Dreiecks  Qt  Qt  Qz  dargestellt  durch 


1  f  1 

Vi 

1  Ifl 

Vt 

i  h 

v$ 

i    i  ?t  Vt     -  V  (i) 


Da  es  bei  der  Untersuchung  auf  einen  constanten  Factor  nicht 
ankommt,  betrachten  wir  weiterhin  nur  die  Determinante  J.     Die- 
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selbe  soll  ein  Maximum  werden,  während  gleichzeitig  die  Bedingungen 
erfüllt  sind: 

Bezeichnen  wir  mit  A,  and  Ag  zwei  unbestimmte  Multiplicatoren, 
so  lauten  die  Bedingungen  des  Maximums: 

Combiniren  wir  die  Glieder  sämtlicher  Horizontalreihen  der  Deter- 
minante mit  den  adjungirten  Elementen  der  beiden  letzten  Horizon- 
talreihen, so  erhalten  wir  nach  den  Sätzen  aus  der  Theorie  der  Deter- 
minanten das  folgende  System  von  Gleichungen: 


(3) 


sofern  !  j*»  V> 


mit  (31)  und 


'*  I 

;*  Vt :  mit  (12)  bezeichnet  wird. 


Setzen  wir  hierin  die  Ausdrücke  für  die  Differentialquotienten, 

welche  sich  aus  den  Bedingungen  des  Maximums  ergaben,  ein,  so 

kommt 

^  =  (31)-*,,    O-tSD-A.&I.  +  t**) 

0-(81)-l,&&+tiHb> 

0-(12)-Äf(g1Jt  +  «*%) 

Daraus  folgt  zunächst,   dass  die  Klammerausdrücke  constant  sind. 
Wir  setzen 

Si&+«^i%  — *t&  +  «i?i%-Ss?i  +  «%*h ^  (5) 

Ferner  kommt 

(81)1, -(12)2, 

Setzen  wir  hierin  die  sich  aus  (4)  ergebenden  Werte 


j 
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li  ==  (31)—^    und    X3  —  (12)—^ 

ein,  so  erbalten  wir  nach  Division  mit  J  die  Gleichung 

(31)  -  (12)  (6) 

und  deshalb  ist 

it  =  as  =  -.(12)-(23)--(23)-(31)  und  J  =  ^5hfW)      (7) 

Diese  analytischen  Resultate  lassen  folgende  Schlüsse  zu : 

QjQj  ist  parallel  der  Polaren  zu  Qt,  Qt  Q%  parallel  der  Tangente 
in  Qs  und  QtQs  parallel  der  Tangente  in  Q2,  oder  die  Geraden 
OG,  und  Qt^,  OCfe  und  Q1Qi,  0Q3  und  QjQ*  sind  conjugirt.  Ver- 
binden wir  Q,  mit  0  und  verlängern  bis  zum  Schnitt  mit  Qg  Q8  in 
J?i,  verbinden  wir  ferner  0,  mit  0  und  verlängern  bis  Ä2,  Qs  mit  0 
nnd  verlängern  bis  R^  suchen  wir  endlich  den  Schnittpunkt  S  der 
Polaren  zu  Q,  mitOQ,,  so  muss  Ät  die  Sehne  QgQs,  R*  die  zu  QiQ8 
gehörige  und  Bs  die  zu  ^Q,  gehörige  Sehne  der  Curve  halbiren; 
ferner  mnss 

05:  072,  «iOÖ2:02Z2  =  OQ3:0-ß8== +p 

sein,  je  nachdem  p  <-  0  ist,  d.  h.  je  nachdem  der  Mittelpunkt  0  auf 

den  Strecken  SR1,   QgJZ»,   QsiZj  oder  auf  der  Verlängerung  der- 
selben liegt. 

Die  Gleichung  (6)  bedeutet  geometrisch,  dass  die  Teildreiecke 
OQgQf  nnd  QQtQs  denselben  Inhalt  haben.  Dies  versteht  sich  nach 
dem  Vorhergesagten  von  selbst,  da  beide  Dreiecke  dieselbe  Grund- 
linie QQt  haben  und  gleich  hoch  sind. 

Wir  fahren  nun  in  der  analytischen  Behandlung  der  Aufgabe 
fort  and  gehen  über  zur  Berechnung  von  g  und  4.  Wie  sich  her- 
ausstellt, hangen  diese  nur  von  dem  Werte  des  Ausdrucks  ?i,-H,7i1 
ab,  den  wir  im  Folgenden  mit  c  bezeichnen  wollen.  Ferner  wollen 
wir  für  lt  —  A3  die  gemeinsame  Bezeichnung  l  gebrauchen. 


Zunächst  leiten  wir  eine  Beziehung  zwischen  X  und  9  ab: 
Aus  (7)  findet  sich 
ferner  ist  nach  (4) 


2A  -  —  A  -  (23) 


woraus 


-£-(12) 

—  —  —  A  —  (23) 
Q 

Arch.  d.  Math.  «.  Phyg.  2.  Reihe,  T.  XIII  9 
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Addition 


i(1_*)=-(23)  oder  J--(23)^I 

Dann  finden  wir  direct  ans  der  Determinante,  indem  wir  die 
Glieder  der  zweiten  nnd  dritten  Verticalreihe  mit  den  adjungirten 
Elementen  der  ersten  verbindon : 

0-?1(23)+(|1+f8)(12)    nnd    0  -  %(23)+(%+%)(12) 
oder 

f i  (23)  -  J  (U + |f )    nnd    %  (23)  =  £(*?,+  ifc) 

oder  endlich 

h  =  —  ^TJ tti+fs)    nnd    Vi  =  —  — J  fo+  %> 

Diese  Ausdrücke  snbstitniren  wir  in  den  Ausdruck 
nnd  erhalten 

welche  Gleichung  es  ermöglicht,  zn  jedem  a  das  zugehörige  q  zu 
finden. 

Hit  dem  Werte  von  g  ist  aber  die  Constrnction  des  maximalen 

Dreiecks  gegeben.    Man  verbinde  Q,  mit  0  nnd  zeichne  die  Polare 

zu  Qv  welche  0Qt  oder  die  Verlängerung  in  £  schneidet.    Ist  nun 

q  positiv,  so  liegt  R%  auf  der  Verlängerung  von  05  Aber  0  hinaus, 

im  andern  Falle  auf  08  selbst  oder  auf  der  Verlängerung  aber  S 

hinaus;  ferner  ist 

OS :  0Rt  —  ±  q 

Die  Punkte  Q,  und  Qg  erbält  man  endlich,  indem  man  durch  Rt 
zur  Polare  die  Parallele  zieht,  welche  die  Curve  in  den  gesuchten 
Punkten  trifft. 

Es  war 

Sias— 4— (33) 
ferner 

£--(23)-^ 

Setzen  wir  den  Wert  von  A,  der  sich  aus  der  zwoitcu  Gleichung 
ergiebt,  in  die  erste  ein,  so  wird 
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2(23)  -^  -  ^+(23)    oder     ^  =  (23)?^ 


worin  (23)  noch  unbestimmt  ist.    Dann  ist  aber 


also 


2(31)  -  2(12)  -  ^—(23)  = 


(31)  -  (12)  = 


*  +  l 


Was  die  Berechnung  von  (23)  angeht,  so  wird 


«(23)J 


hl* 


§s$s+**fc*fet  §s*+«J7s* 


also 


(23)  = 


y  *(*»- 1) 


(9) 


Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so  kommt  die  Determinante 


J  — 


»+lVt(P»-l) 


welche  zerfallt  in  die  drei  Unterdeterminanten 


(10) 


V«(**  - 1) 


(23)  -  --y-^',      (31)  -  (I*)  -  J±J 
Der  Inhalt  des  maximalen  Dreiecks  wird 


1     Vf(**-1) 


/  =  * 


9  —  1         « 


(11) 


Da  der  Ausdruck  anter  dem  Wurzelzeichen  positiv  sein  muss, 
so  kann  die  Aufgabe  für  «  -=  -f- 1  nur  dann  eine  Lösung  haben, 
wenn  p*  >  1  ist,  für  t  =  —  1  dagegen  nur,  wenn  9*  <  1  ist. 

Damit  ist  die  allgemeine  Behandlung  der  Anfgabe  beendet.  Wir 
gehen  nunmehr  zu  dem  Falle  der  Ellipse  *  =  + 1  Ober. 
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§5. 
Weitere  Behandlung  im  Falle  der  Ellipse. 

Im  Falle  der  Ellipse  t  =»  -f- 1  stellt 

*  -  fif +v 

das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  Qt  von  0  dar,  welches  wir 
mit  «*  bezeichnen  wollen.  Die  Gleichung  (8),  an  die  wir  unsere 
nächste  Betrachtung  anzuknüpfen  haben,  konnte  auch  direct  aus  der 
Figur  abgeleitet  werden.    Ist  nämlich  q  positiv,  so  verhält  sich 


woraus 


0QiQ2:Q1QfQ8=0Ä8:Ä8Q8-  l:p  +  l 
OQiQf^-4-7    oder    (12)         J 


woraus 


Dann  wird 


9+1  v    '      9  +  1 

OQiCfe:  QtQiQt  =  OB,  :  R&  -  1  :  «i  +  l 

OQxQa-^    oder    (31)  -  ~ 

oder  geometrisch 

Andrerseits  aber  haben  wir 

OQjQs  :  QtQfQ9  =  ORt :  Q.Ä,  -  1  :  **9  +  l 
denn  es  ist 

00!  =  «».  05    und    OSrOJ*!  —  9 
Folglich  wird 

0Q,Q8-  «i^Q»-?7^ri 

Vergleichen  wir  diesen  Wert  mit  dem  obigen,  so  folgt 

9  +  1  9*9+1  9* 

Aehnlich  im  Falle  9  <  0. 

Wir  erhalten  also  in  der  Tat  wieder  dieselbe  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  ?  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Dieselbe  liefert 
die  beiden  Werte  

9±Y9*  +  8  (12) 

**"  2« 
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welche  die  Lage  des  Punktes  Ät  bestimmen.  Es  kommt  nun  darauf  an, 
die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  Rt  für  die  verschiedenen  Werte 

tod  $  zu  verfolgen.    Der  Quotient  ±  -   giebt   das   Verhältniss   von 

Oä,  zu  05  an,  also  das  Verhältniss  von  07?,  zu  einer  Strecke,  die  sich 

selbst  mit  «  ändert.    Wir  wollen  statt  dessen  das  Yerhältniss  ku 

einer  Strecke  betrachten,   die   für   die  verschiedenen  Werte   von  « 

gleich  bleibt  und  wählen  als  solche  den  Kreisradius  0T«1  selbst. 

Da 

OT  =  i  .08 
ist,  so  wird 

Q* 

Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  q  positiv  ist ,  das  untere ,  wenn  q  ne- 
gativ ist  Im  ersten  Falle  liegt  Äj  auf  der  Verlängerung  von  Qt0 
aber  0  hinaus,  im  zweiten  Falle  auf  Q,0  selbst  oder  auf  der  Ver- 
engerung Aber  Qt  hinaus.  Wenn  wir  der  Strecke  0Rt  selbst 
das  positive  oder  negative  Zeichen  beilegen,  je  nachdem  Rt  auf  der 
einen  oder  andern  Seite  von  0  liegt,  so  können  wir  die  letzte  Glei- 
chung auch  einfacher  schreiben: 

1  2 

OB,  -  *    — 


**       *±V'*  +8 

Es  fragt  sich  zunächst,  ob  und  in  welchem  Falle  beiden  Werten  von 
Oßj  eine  Lösung  der  Aufgabe  entspricht.  Der  eine  Wert  ist  stets 
positiv  und  bedeutet,  dass  Rt  auf  der  Verlängerung  über  0  hinaus 
iegt;  der  andere  negative  bestimmt  einen  Punkt  Rt  auf  der  Seite 
von  Qt  selbst  Beiden  Werten  entspricht  aber  eine  Lösung  der 
Aufgabe  nur  dann,  wenn  Rt  innerhalb  des  Kreises  liegt,   wenn  also 

2 

7  dem  absoluten  Werte  nach  unter   1   liegt    Wie   man 

sich  aberzeugt,   ist  der  grösste  Wert,  den   der  Ausdruck   für  das 
obere  Zeichen  annehmen  kann,  der  Wert  -r^,  und  zwar  wird  dieser 

erreicht  für  *  =  0;    für  *  —  1  wird  der  Ausdruck  gleich  i  und  für 

2 
•  =  oo  gleich  0.    Dem  ersten  Werte  — — -. =-=    entspricht     also 

stets     eine     Lösung     der     Aufgabe.        Der     andere     Ausdruck 

2  1 

,  wird  für  *  —  0  gleich  —  770,  für  *  —  1  gleich  —1  und 

ist  für  jeden  Wert  von  «,  der  über  1  liegt,    absolut  grösser  als  die 
Einheit.  Dem  zweiten  Werte  von  0/?,  entspricht  daher  nur  in  dem  Falle 
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eine  Lösung,  dass  Qx  innerhalb  des  Kreises  liegt.  Es  existiren  dem- 
nach 2  Dreiecke  maximalen  Inhalts,  wenn  Q1  innerhalb  des  Kreises, 
die  Aufgabe  hat  aber  nur  eine  Lösuog,  wenn  Qt  ausserhalb  liegt 

Dieses  Resultat  stimmt  auch  mit  der  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  gemachten  Bemerkung  Uberein ,  dass  für  t  —  + 1  die 
Aufgabe  nur  dann  lösbar  ist,  wenn  g%  >  1  ist;  denn  wie  sich  aus 
(12)  ergiebt,  ist  für  das  obere  Zeichen  q  stets  positiv  und  grösser 
als  1,  was  auch  der  Wert  von  s  sein  mag,  für  das  untere  Zeichen 
dagegen  ist  g  stets  negativ  und  dem  absoluten  Werte  nach  nur  dann 

grösser  als  1,  wenn  V**  +  8  — *  >  2#  oder  V**  +  8  >  3»  oder  l>t* 
ist,  d.  h.  wenn  Q(  innerhalb  des  Kreises  liegt. 

w 

Bezeichnen  wir  mit  ^  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  von  Q, 
nach  0  mit  OQ,  oder  0Q9  bildet,  so  wird 

w  2 

cos  tt  = . 

2     *±y#»  +  8 

und  die  Teildreiecke  werden 

OQ^-OQtQa-^sin-,    0 QtQz  =  ± }sin w 

während  der  Inhalt  des  maximalen  Dreiecks 

/«  ±*sin  ö  xi8ium7  —  ±sin  ^  l'+coSg- 1 

wird.  Dabei  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  w  <  180*  ist,  das  untere, 
wenn  w  >  180°  ist. 

Gehen  wir  nun  die  verschiedenen  Lagen  von  Qt  der  Reihe  nach 
durch. 

Liegt  Qj  ausserhalb  des  Kreises,  so  giebt  es  nur  eine  Lösung. 
Man  construire  sich  entweder  den  Punkt  Rx  nach  der  Gleichung 


0i*!  = 


und  ziehe  durch  Rt  eine  Senkrechte  zu  Qi-ßi,  welche  die  Gurve  in 


w 


<2S  und  Qs  trifft,  oder  man  berechne  den  Winkel  k   &ös   der  Glei- 
chung 

w  2 

COSö  — , 

2       ,+  y,»-|-8 
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aod  trage  denselben  in  0  an  die  Verlängerung  von  Qt  0  nach  beiden 
Seiten  ab.  Qt  and  Qj  sind  dann  die  Schnittpunkte  der  Schenkel 
mit  der  Curre. 

Rückt  Q,  in  die  Peripherie,  so  wird 


w 


OÄj  —  i    und    cos«  —  J 
also 

^-60«    und    I—\VZ 

Das  Dreieck  QtQtQg  ist  dann  gleichseitig.  Das  grössto  Dreieck, 
dessen  Ecken  sämtlich  auf  der  Peripherie  liegen,  ist  demnach  das 
gleichseitige. 

Liegt  Qx  innerhalb,  so  eiistiren  2  Maxima.  Für  das  grössere 
liegt  der  Punkt  J?,  auf  der  Verlängerung  von  QtO  Ober  0  hinaas, 
für  das  kleinere  auf  der  Seite  von  Q,  selbst.  Rückt  Q,  an  0  heran,  so 
nähern  sich  die  beiden  Maxima  und  erreichen  denselben  Wert,  wenn 

Q,  auf  0  fällt  In  diesem  Falle  wird  der  eine  Wert  von  a    gleich  45°, 

der  andere  gleich  135°,  nnd  die  entsprechenden  Werte  von  OÄ,  sind 

—  und  —wo-    Wir  erhalten  also  2  rechtwinklige  Dreiecke,  die 

gegenüber  liegen  und  für  welche  0  der  Scheitel  des  rechten  Winkels  wird. 
Eigentlich  kann  nun  aber,  sofern  0  und  Qt  zusammenfallen,  nicht 
mehr  von  der  Richtung  der  Geradon  0  Qt  gesprochen  oder  vielmehr 
es  kann  jede  beliebige  Richtung  als  solche  angenommen  werden. 
Damit  stimmt  das  geometrische  Resultat  überein,  dass  es  in  diesem 
Falle  unendlich  viele  Maxima  giebt  Jedes  von  2  senkrechten  Radien 
des  Kreises  und  der  zugehörigen  Sehne  gebildete  Dreieck  entspricht 
den  Bedingungen  des  Maximums. 

Es  ist  klar,  dass  der  Wert  des  Maximums  gleich  ist  für  alle 
Punkte  Q„  welche  auf  einem  concentrischen  Kreise  liegen,  und  dass 
derselbe  mit  wachsender  Entfernung  zunimmt,  wenn  es  sich  um  das 
in  jedem  Falle  existirende,  zum  oberen  Zeichen  der  Wurzel  gehörige 
Maximum  handelt,  dagegen  abnimmt,  wenn  es  sich  um  das  zweite, 
nur  für  innere  Punkte  vorhandene  handelt. 

Damit  ist  auch  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  gegeben:  Es 
sollen  die  Dreiecke  untersucht  werden,  von  welchen  eine  Ecke  sich 
auf  einer  Geraden  bewegt,  während  die  beiden  andern  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises  wandern.  Zu  jedem  Punkte  der  Geraden  gehört 
ein  maximales  Dreieck,  und  dieses  relative,  auf  den  einzelnen  Punkt 


1 
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bezügliche  Maximum  erreicht  seinen  kleinsten  Wert  für  den  Punkt, 
in  welchem  das  Lot  von  0  aus  die  Gerade  trifft. 

Durchschneidet  die  Gerade  den  Kreis,  so  existirt  ausserdem  für 
jeden  Punkt,  welcher  innerhalb  des  Kreises  liegt,  noch  ein  zweites 
Maximum ,  und  dieses  zweite  relative  Maximum  hat  seinen  grösstcn 
Wert  in  dem  Fusspunkte  des  Lotes. 

Nunmehr  wollen  wir  die  gewonnenen  Resultate  auf  die  Ellipse 
übertragen.  Der  feste  Punkt  heisse  Pu  die  beiden  andern  Pt  und 
P8.    Wir  gelangen  dann  zu  folgenden  Sätzen: 

Beim  maximalen  Dreieck  sind  die  Geraden  P2P8*und  OPx,  PtPt 
und  0P8,  PjPa  und  0P8  conjugirt.  Die  Dreiecke  0PtP2  und  0PtPt 
haben  denselben  Inhalt.  Legen  wir  durch  P,  eine  concentrische 
und  ähnliche  Ellipse  und  bezeichnen  wir  das  Yerhältniss  der  Halb- 
axen  dieser  Ellipse  zu  denjenigen  der  gegebenen  Ellipse  mit  «,  so 
dass 

*  a*  +  b* 

wird,  bezeichnen  wir  ferner  den  Punkt,  in  welchem  PtQ  oder  die 
Verlängerung  die  Seite  P$PS  trifft,  mit  Vt  und  den  Punkt,  in  wel- 
chem dieselbe  die  Ellipse  trifft,  mit  W,  so  ist  das  Yerhältniss 

0VX  2 

und  damit  der  Punkt  Vx  bestimmt. 

Liegt  P,  ausserhalb  der  Ellipse,  so  gilt  nur  das  obere  Zeichen, 
man  erhält  nur  einen  Punkt  V,  auf  der  Verlängerung  von  P10.  Zieht 
man  durch  denselben  die  zu  OP,  conjugirto  Gerade,  so  trifft  diese 
die  Ellipse  in  den  gesuchten  Punkten  Ps   und  Ps.    Der  Inhalt  ist 


gleich  ab  sin  ^  (*+cos  «  K  sofern 


w 

COS?r 


gesetzt  wird. 


2       ,  +  y,24_8 


Liegt  P,  innerhalb,  so  giebt  es  2  maximale  Dreiecke;  der  dem 
oberen  Zeichen  entsprechende  Punkt  Vt  liegt  wiederum  auf  der 
Verlängerung  von  PjO,  der  andere  auf  der  Seite  von  P,  selbst  Die 


beiden  Inhalte  sind  ±,absin^  f«-fC08  !r)> 


worin 
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tu  2 

C08« 


2  «±V**+8 

ist    Der  erste  Wert  ist  stets  grösser  als  der  zweite   bis  auf  den 
siognlären  Fall,  in  welchem  Pt  auf  0  fällt 

Liegt  Pt  auf  der  Peripherie,  so  ist 


Rückt  i>,  in  0,  so  ist 


OVt_        1 


OW      —  V2 

die  beiden  Maxima  haben  denselben  Wert  iab. 

In  Wirklichkeit  aber  giebt  es  in  diesem  Falle  unendlich  viele 
Lösungen. 

Bewegt  sich  P,  auf  einer  Geraden,  so  gehört  zu  jedem  Punkte 
der  Geraden  ein  maximales  Dreieck ;  dieses  relative  Maximum  er- 
reicht seinen  kleinsten  Wert  für  denjenigen  Punkt  der  Geraden,  in 
welchem  eine  concentrischo  und  ähnliche  Ellipse  dieselbe  berührt 
oder  im  Fusspunkte  der  durch  0  zu  derselben  conjugirt  gezogenen 
Geraden.    Ist  die  Gleichung  der  Geraden 

lx-\-my-\-n  *-  0 
so  ist  der  zugehörige  Wert  von  #  nach  §  3  gleich 


Schneidet  die  Gerade  die  Ellipse,  so  existirt  für  jeden  Punkt  inner- 
halb der  Ellipse  noch  ein  zweites  Maximum,  und  dieses  erreicht 
seinen  grössten  Wert  für  denselben  Punkt  der  Geraden. 


§  6. 
Weitere  Disonsslon  im  Falle  der  Hyperbel. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  der  Hyperbel  $  —  —  1  über.  In 
diesem  Falle  kann  der  Ausdruck  für  0,  der  für  e  =  + 1  stets  po- 
sitiv war  und  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  Q,  vom 
Mittelpunkte  darstellte,  jeden  beliebigen  positiven  und  negativen 
Wert  annehmen.  Es  ist  c  >  1  für  alle  Punkte  Q,,  welche  in  den 
von  der  Curve  begrenzten  Raumstücken  liegen,  durch  welche  die 
y  axe  nicht  hindurchgeht,  a  —  1  für  Punkte  auf  der  Hyperbel  selbst, 
1  >  c  >  0  für  Punkte  zwischen  der  Hyperbel  und  den  Asymptoten^ 
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so  nähern  sich  auch  die  beiden  Werte  von  p,  die  beiden  Tunkte  J^ 
rücken  auf  einander  zu  und  fallen  schliesslich  zusammen. 

Entfernt  sich  Qt  auf  einer  durch  0  gehenden  Geraden  immer 
weiter  von  0,  so  wird  c  numerisch  beständig  grösser,  der  eine  Wert 
vou  q  nähert  sich  der  Einheit,  der  andere  der  Null.  Da  anter 
derselben  Voraussetzung  08  abnimmt,  so  rauss  der  eine  Punkt  Äj 
sich  dem  Punkte  0  nähern.  Doch  kann  nicht  ohne  Weiteres  be- 
hauptet werden,  dass  der  andere  Punkt  sich  immer  von  0  entfernt. 

Um  hierober  ins  Klare  zu  kommen,  ist  es  nötig  den  Wert  von 
QRt  durch  den  Winkel,  den  die  Gerade  QRt  mit  einer  der  Axen 
bildet,  und  durch  i\  oder  %  selbst  auszudrücken,  und  für  wachsendes 
£t  oder  [r\v  zu  verfolgen.  Die  Untersuchung  ergiebt,  dass  in  der 
Tat  der  zweite  Punkt  R1  sich  beständig  von  0  entfernt. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  bei  dieser  Bewegung  des  Punktes 
Qx  sowol  der  Wert  des  Maximums  wie  der  des  Minimums  zunimmt 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Resultats  zusammen,  so  lautet  die 
Lösung  im  Falle  der  Hyperbel:  Für  jeden  Punkt  QM  welcher  inner- 
halb des  von  der  Hyperbel 

begrenzten  Raumes  liegt,  in  welchem  £,*  -^,2>  1  ist,  existirt  ein 
Maximum,  für  jeden  Punkt  Q„  welcher  innerhalb  des  von  der  Hyperbel 

begrenzten  Raumes  liegt,  in  welchem  1712  —  J,a  >  8  ist,  existirt 
sowol  ein  Maximum  als  auch  ein  Minimum,  dagegen  hat  die  Aufgabe 
keine  Lösung  für  alle  übrigen  Punkte  des  Raumes. 

Es  ist  selbstverständlich ,  dass  der  Wert  des  Maximums  oder 
Minimums  derselbe  bleibt  für  alle  Punkte,  für  welche  0  constant 
ist  d.  h.  für  alle  Punkte,  welche  auf  einer  mit 

I*— 17*  =  1    oder  mit    172  -f«  -  8 

ähnlichen  und  concentrischen  Hyperbel  liegen. 

Auch  hier  wollen  wir  die  weitere  Aufgabe  anknüpfen,  die  Drei- 
ecke zu  untersuchen,  von  welchen  eine  Ecke  auf  einer  beliebigen 
Geraden  sich  bewegt,  während  die  beiden  andern  auf  der  gleich- 
seitigen Hyperbel 

§f  -  *"  -  1 
^andern. 
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Durchschneidet  die  Gerade  einen  Zweig  der  gegebenen  Hyperbel 
zweimal,  so  giebt  es  für  jeden  Punkt  der  Sehne  ein  Maximum ,  and 
dieses  relative  Maximum  erreicht  seinen  grössten  Wert  in  dem 
Punkte,  in  welchem  eine  concentrische  und  ähnliche  Hyperbel  die 
Sehne  berührt  d.  h.  in  ihrem  Mittelpunkte. 

In  diesem  Falle  trifft  aber  die  Gerade  jeden  Zweig  der  Hyperbel 

vt  -  {*  _  8 

nur  einmal,  und  es  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Geraden,  für  welchen 
9t* — fi*  >  8  ist,  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  deren  Werte 
beide  um  so  mehr  zunehmen ,  je  weiter  Q|  auf  der  Geraden  fort- 
rückt Für  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Hyperbel  da- 
gegen fallen  beide  zusammen. 

Durchschneidet  die  Gerade  einen  Zweig  der  Hyperbel 

zweimal,  so  existirt  für  jeden  Punkt  der  Sehne  ein  Maximum  und 
ein  Minimum,  und  es  erreichen  beide  den  grössten  Wert  in,  dem 
Punkte,  in  welchem  eine  ähnliche  und  concentrische  Hyperbel  die 
Sehne  berührt  <L  h.  in  ihrem  Mittelpunkte.  Die  Gerade  durch- 
schneidet  dann  jeden  Zweig  der  gegebenen  Hyperbel  nur  einmal,  und 
es  existirt  für  jeden  Punkt  {,* —  ij,*  >  1  ein  Maximum,  dessen  Wert 
beständig  zunimmt,  wenn  Qt  auf  der  Geraden  weiter  rückt 

Sollte  die  Gerade  eine  der  beiden  Hyperbeln  überhaupt   nicht 
treffen,  so  gilt  nur  das  in  Bezug  auf  die  andere  Gesagte. 

Damit  ist  die  Aufgabe  Ar  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel 

gelöst,  und  wir  mfissten  nun  dazu  übergehen,  die  gewonnenen  Re- 
sultate der  Reihe  nach  mit  Hülfe  unseres  Abbildungsprincips  auf 
die  beliebige  Hyperbel 

zu  übertragen.  Wir  wollen  uns  aber  diesmal,  um  lästige  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  ganz  kurz  fassen  und  uns  auf  die  Bemer- 
kung beschränken,  dass  sinnliche  Sätze  noch  ab  für  die  beliebige 
Hyperbel  geltend  ausgesprochen  werden  können,  sofern  nur  überall 

ftr  *  der  Wert  ^  —  £-  substitnirt  wird. 
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§7. 
Behandlung  der  Parabel. 

Wir  kommen  jetzt  zum  letzten  Falle  der  Parabel.  Wie  schon 
gesagt,  kann  jede  Parabel  angesehen  werden  als  Grenze  einer  Schar 
von  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  deren  einer  Scheitelpunkt  festgehalten 
wird,  während  die  Dimensionen  derselben  sich  so  ändern,  dass  der 
andere  Scheitelpunkt  und  mit  ihm  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche 
rückt.    Beide  Halbaxen  nehmen  dabei  zu,  doch  muss  das  Wachstum 

b* 

durch  die  Bestimmung  geregelt  sein,  dass  sich  der  Quotient  —[einer 

festen  Grenze  nähert  Die  Lösung  unserer  Aufgabe  muss  sich  dem- 
nach für  den  Fall  der  Parabel  aus  den  bisherigen  Ergebnissen  ab- 
leiten lassen.    Wir  wollen  dabei  von  der  Ellipse  ausgehen. 

Es  ist  klar,  dass  das  für  jeden  äusseren  Punkt  der  Ellipse  vor- 
handene 'einzige  Maximum  mit  den  Dimensionen  der  Ellipse  selbst 
grösser  wird  und  schliesslich  über  jedes  Mass  hinauswächst  Bei 
inneren  Punkten  gilt  dasselbe  von  demjenigen  maximalen  Dreieck, 
welohes  sich  auf  das  obere  Wurzelzeichen  bezieht.  Anders  aber 
liegt  die  Sache  bei  dem  zweiten,  dem  negativen  Vorzeichen  ent- 
sprechenden Maximum;  dasselbe  wird  sich  einer  ganz  bestimmten 
Grenze  nähern,  und  für  diese  müssen  dieselben  Sätze  gelten  wie  für 
die  Ellipse. 

Bei  der  Parabel 

y*  =  2p  x 

existirt  demnach  nur  dann  ein  Maximum ,  wenn  Px  innerhalb  des 
von  der  Curve  begrenzten  Raumes  liegt,  durch  den  die  x  axe  hindurch- 
geht. Ferner  muss  beim  maximalen  Dreieck  P%P9  parallel  der  Po- 
laren zu  Px  oder  parallel  der  Tangente  in  dem  Punkte  W  sein,  in 
welchem  Pl  0  d.  h.  die  durch  Pt  zur  x  axe  parallele  Gerade  die  Curve 
trifft  Pt  P2  ist  parallel  der  Tangente  in  P8,  PtP9  parallel  der  Tan- 
gente in  fg. 


Da  der  Wert 


«*  ,  y* 


sich  bei  dem  angegebenen  Wachstum  von  a  und  b  der  Einheit 
nähert,  so  wird  g  sich  den  beiden  Werten  2  und  — 1  nähern,  von 
denen  hier  nur  der  zweite  in  Betracht  kommt  Bezeichnen  wir  den 
Punkt,  in  welchem  die  Verlängerung  vou  OPi  die  Seite  PtP9  trifft, 
mit  r,,  so  ist 
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ow  —  f# 

ood  dieser  Quotient  nähert  sich  dem  Werte  +1.  Daraas  ist  aber 
sieht  zu  entnehmen,  dass  die  Paukte  Vx  and  W  an  der  Grenze  zu- 
sammenfielen; da  nämlich  beide  Strecken  immer  grösser  werden,  so 
wird  sich  ihr  Quotient  auch  dann  der  Einheit  nähern,  wenn  dieselben 
verschieden  sind,  sofern  nur  ihre  Differenz  unter  einer  bestimmten 
endlichen  Grösse  gelegen  bleibt 

Um  darüber  Ausschluss  zu  erhalten,  welcher  Grenzlage  sich  der 
Punkt  Vx  nähert,  müssen  wir  das  Yerhältniss  von  solchen  Strecken 
betrachten,  die  mit  wachsenden  Dimensionen  der  Ellipse  nicht  selbst 
ins  Ungemessene  wachsen. 

Wird  der  Schnittpunkt  der  Polaren  mit  0Pt  wieder  mit  S  be- 
zeichnet, so  gelten  die  folgenden  Proportionen : 

OW:OS  —  s:  1 
OW:OV%  —  -*#:1 

8  W:OW  —  1—  «:# 

8  W        (t—  m)q 


woraus 


also 


woraus 


also 


Vt  W 

** 

+  1 

OJP,: 

OW  - 

#:1 

OW: 

OF,- 

—  Q*  :  1 

PtW 

:OJF- 

1— #:1 

VtW 

:0W  = 

=  **+!: 

Q* 

PXW 

(1- 

-#)p# 

VtW^ 

IP 

+  1 

Daraus  folgt  zunächst,  dass 

PtWiSW—  $ 

ist    Im  Falle  der  Parabel  muss  demnach 

ptW=SW 

sein  d.  h.  die  Strecke  vom  Punkte  P%  bis  zum  Schnittpunkt  der 
Polaren  durch  die  Cunre  halbirt  werden.  Ferner  wird  das  Yerhält- 
niss Pt  W:  VXW  bis  auf  den  Factor  p#,  der  sich  dem  Werte  —  1 
nähert,  dargestellt  durch  den  Qaotieutcn 


ka*i 
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1— «    _  2(1  -s) 

dessen  Grenzwert  fttr  ein  bis  zur  Einheit  anwachsendes  «  aufgesucht 
werden  rauss.    Durch  Erweiteren  mit  *-f-2-f-V**  +  8    und  Heben 

mit  1  —  *  geht  derselbe  über  in  den  Ausdruck  —  i[*+2+V**+8]» 

P  W 
der  für  *  «=»  1   den  Grenzwert  —3   erreicht.     Der  Quotient  —^ 

Kg  w 

nähert  sich  daher  dem  Werte  3,  d.  h.  für  die  Parabel  ist 

Es  ergiebt  sich  demnach  für  die  Parabel  die  folgende  Coo- 
struetion:  Man  ziehe  zurch  P,  eine  Parallele  zur  zaxe,  welche  die 
Curve  in  W  trifft,  teile  P,IF  in  3  gleiche  Teile  und  construiren 
durch  den  ersten  Teilpunkt  von  W  aus  gerechnet  eine  Parallele  zor 
Tangente  im  Punkte  TT,  welche  die  Parabel  in  den  gesuchten  Ecken 
Pt  und  P8  des  maximalen  Dreiecks  trifft. 

Der  Inhalt  lässt  sich  am  bequemsten  direct  aus  der  Figur  ab- 
leiten.   Es  wird 

Die  Gleichung  einer  zur  Tangente  in  W  parallelen  Geraden  lautet: 

yyt~px  —  h 
Soll  dieselbe  durch  V,  gehen,  so  muss 

k  =  — L  ...  —fWm^pXl 

sein,  sofern  der  stets  negative  Ausdruck 

gesetzt  wird.    Fttr  die  Parallele  P%PS  kommt  daher  die  Gleichung 

im— **  —  —  i»+p*i 

aus  welcher  sich 

2px  —  2yyt  +iw  —  2pxt 

ergiebt    Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  der  Parabel 

y*  —  2px 

ein,  so  erhalten  wir  fttr  die  Ordinate  der  beiden  Schnittpunkte  P% 
und  P8  die  Bedingung: 
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welche  durch  die  beiden  Werte 

y  -  yi±Vy?+i"-2p^i  -  yi  ±±Vä 


»tu 


befriedigt  wird.    Darum  muss  der  Abstand  der  Punkte.  P,  und  Ps 

ron  PjF,  gleich  der  Wurzelgrösse  iV'dw  sein.    Da  ferner  die  Ent- 
fernung Px  Fj  gleich 

__  yi*+F*i      YL 
**  3p      ""8p 


Pfyyt  gleich  rrr-  y3n>  und  der  Inhalt  des  maximalen  Dreiecks  P1P1P3 


ist,  so  wird  der  Inhalt  jedes   der    beiden    Dreiecke   PiP*?i    und 

w 

P 

Derselbe  ist  ausser  von  p  nur  noch  von  der  Grösse  w  abhängig  und 
bleibt  deswegen  gleich  für  alle  Punkte  Pu  welche  auf  der  congru- 
enten  Parabel 

liegen,  die  gegen  die  gegebene  um  die  Strecke 

nach  der  Richtung  der  positiven  x  axe  verschoben  erscheint.  Bewegt 
sich  Pj  auf  einer  Geraden,  welche  die  Parabel  in  2  Punkten  durch- 
schneidet, so  existirt  für  jeden  Punkt  der  Sehne  ein  maximales 
Breieck,  und  dieses  relative  Maximum  erreicht  seinen  grössten  Wert 
in  dem  Punkte,  in  welchem  eine  der  gegebenen  congruente  Parabel 
mit  gleicher  Hauptaxe  die  Sehne  berührt,  d.  h.  im  Mittelpunkte 
derselben. 

II. 

§8. 

UetortragiBff  der  Sfttie  von  den  merkwürdigen  Paukten 

des  Dreiecks* 

Wie  in  §  4.  bereits  angedeutet  wurde,  bietet  die  Anwendung 
unseres  Principe  hauptsächlich  zwei  Vorteile.  Erstens  ist  es  mit 
Hälfe  desselbeu  möglich,  alle  Aufgaben,  welche  die  Curven  zweiten 
Grades  betreffen,  auf  die  Untersuchung  der  einen  Gleichung 

Area,  d.  Math.  n.  Phjs.    2.  Rftth«,  Tl.  XTTI.  10 


I 
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zurückzuführen.  Zweitens  gestattet  dasselbe  es,  sämtliche  Eigen- 
schaften des  Kreises  sofort  auf  die  Ellipse  zu  übertragen,  wodurch 
man  zu  einer  Reihe  von  Sätzen  gelangt,  die  ihrerseits   wieder  der 

Verallgemeinerung  anf  beliebige  Kegelschnitte  fähig  sind. 

• 

Nachdem  in  §  3.  die  Fundamentaleigenschaften  des  Kreises  auf 
die  Ellipse  übertragen  worden,  sind  wir,  ohne  uns  auf  eine  Verallgemei- 
nerung der  Resultate  einzulassen,  in  den  letzten  Paragraphen  so- 
gleich dazu  übergegangen,  ein  Beispiel  der  ersten  Art  ausführlich 
zu  behandeln.  Auch  jetzt  wollen  wir  von  der  Uebertragnng  der  für 
die  Ellipse  gewonnenen  Eigenschaften  auf  beliebige  Curven  absehen, 
da  dieselbe  nur  bekannte  Resultate  ergiebt;  nur  soviel  mag  gesagt 
sein,  dass  fast  sämtliche  in  §  4.  angeführten  Sätze  eine  Ausdehnung 
auf  beliebige  Kegelschuitte  zulassen.  Wir  wollen  statt  dessen  zu 
einer  Reihe  von  Sätzen  in  Bezug  auf  die  Ellipse  übergehen,  welche 
sich  unmittelbar  aus  den  Eigenschaften  der  merkwürdigen  Punkte 
des  Dreiecks  ergeben,  und  welche  dann  als  Ausgangspunkt  für  weitere, 
sämtliche  Curven  zweiten  Grades  betreffende  Sätze  dienen  sollen. 

Wir  legen  der  Betrachtung  eine  Ellipse  und  ein  derselben  ein- 
beschriebenes Dreieck  zu  Grunde.  Die  Abbildung  liefert  wieder  ein 
Dreieck  und  den  umbeschriebenen  Kreis  desselben. 

Den  Mitteltransversalen  des  einen  Dreiecks  entsprechen  wieder 
die  Mitteltransversalen  des  andern,  nicht  aber  entsprechen  den  Höhen 
des  einen  die  Höhen  des  andern;  vielmehr  entsprechen  den  Höhen 
des  Abbilds  bei  der  Ellipse  die  durch  die  Ecken  zu  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  conjugirt  gezogenen  Geraden.  Die  Höhen  des  Drei- 
ecks schneiden  sich  aber  in  einem  Punkte.  Daher  der  Satz:  Die 
durch  die  Ecken  eines  der  Ellipse  eingeschriebenen  Dreiecks  zu  den 
Gegenseiten  conjugirt  gezogenen  Geraden  schneiden  sich  in  einem 
Punkte. 

Ferner  muss  der  obere  Abschnitt  der  conjugirten  Ecktransver- 
salen doppelt  so  gross  sein  als  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes 
der  umbeschriebenen  Ellipse  mit  der  Mitte  der  Gegenseite. 

Der  Schnittpunkt  der  conjugirten  Ecktransversalen,  der  Schwer- 
punkt und  der  Mittelpunkt  der  umbeschriebenen  Ellipse  müssen 
desgleichen  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  und  es  teilt  der  Schwer- 
punkt den  Abstand  der  beiden  andern  Punkte  im  Verhältnis« 
von  2 : 1. 

Ferner  liegen  die  drei  Fusspunkte  der  conjugirten  Ecktrans- 
versalen, die  drei  Mitten  der  Seiten  und  die  drei  Mitten  der  oberen 
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Abschnitte  der  Ecktransversalen  auf  einer  der  umbeschriebenen  ähn- 
lichen Ellipse  gleicher  Axenrichtung.  Der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse 
bilbirt  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  der  umbeschriebenen 
Ellipse  and  des  Schnittpunktes  der  conjugirten  Ecktransversalen. 
Die  Halbaxen  derselben  sind  gleich  der  Hälfte  der  Halbaxen  der 
unbeschriebenen  Ellipse. 

Nun  lassen  sich  aber  unendlich  viele  Ellipsen  zeichnen,  welche 
durch  die  Ecken  eines  gegebenen  Dreiecks  gehen;  es  giebt  unend- 
lich viele  Punkte,  welche  als  Mittelpunkt  einer  solchen  Ellipse  an- 
genommen werden  können.  Doch  kann  nicht  jeder  beliebige  Punkt 
als  solcher  angenommen  werden,  wol  aber  lässt  sich,  wie  später 
begründet  werden  wird,  um  jeden  beliebigen  Punkt  als  Mittelpunkt 
eine  und  nur  eine  Mittelpunktscurve  zweiten  Grades  (Ellipse  oder 
Hyperbel)  beschreiben,  welche  durch  die  gegebenen  3  Punkte  hin- 
durchgeht. 

Dass  der  erste  Teil  der  obigen  Lehrsätze  auch  für  die  Hyperbel 
gelten  muss,  kann  man  schon  daraus  ersehen,  dass  dieselben  ganz 
•unabhängig  davon  sind,  ob  der  betreffende  Punkt  Mittelpunkt  einer 
Ellipse  ist  oder  nicht.  Es  lässt  sich  mit  Hülfe  des  Proportional- 
lehrsatzes und  der  Sätze  von  den  Schwerpunktstransversalen  sofort 
die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze  erweisen: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  mit  den  Mitten  der  Seiten 
eines  Dreiecks  und  zieht  durch  die  Ecken  Parallelen,  so  schneiden 
sich  diese  in  einem  Punkte,  welcher  mit  dem  ersten  Punkte  und 
dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks  auf  einer  Geraden  liegt1,  und  es 
teilt  der  Schwerpunkt  die  Entfernung  der  beiden  andern  im  Verhält- 
niss  von  2: 1.  Ferner  ist  der  obere  Abschnitt  jeder  Parallelen  dop- 
pelt so  gross  als  die  Yerbindungslinie  des  Puuktes  mit  der  Mitte 
der  Seite,  welche  der  betreffenden  Ecke  gegenüber  liegt. 

Hiernach  lässt  sich  vermuten,  dass  auch  die  weiteren  Sätze  all- 
gemeine Gültigkeit  besitzen  und  die  beschriebenen  9  Punkte  stets 
auf  einer  Mittelpnnktscurve  zweiten  Grades  liegen,  welche  derjenigen 
ähnlich  ist,  welche  sich  um  den  gegebenen  Punkt  als  Mittelpunkt 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks  zeichnen  lässt,  dass  ferner  die  Halb- 
axen der  einen  gleich  der  Hälfte  der  Halbaxen  der  anderen  sind,  und 
der  Mittelpunkt  der  Curve  die  Verbindungslinie  des  gegebenen  Punktes 
mit  dem  Schnittpunkte  der  conjugirten  Ecktransversalen  halbirt 
Der  Beweis  wird  an  einer  späteren  Stelle  erbracht  werden. 

Als  weitere  merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks  werden  der  Mit- 
telpunkt des  einbeschriebenen  Kreises  und  der  Schnittpunkt  der 
Ecktransversalen  nach  den  Berührungspunkten  der  anbeschriebenen 
Kreise  genannt 

10* 
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Dem  einbeschriebeneo  Kreise  entspricht  hier  die  einbeschriebene 
ähnliche  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in  der  folgenden  Weise  gefanden 
wird.  Man  verlängere  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  der 
umbeschriebenen  Ellipse  mit  den  Mitten  der  Seiten  bis  zum  Schnitt 
mit  der  Ellipse  und  ziehe  durch  die  Schnittpunkte  Parallelen  zu  den 
Seiten  des  Dreiecks.  Dieselben  schliessen  ein  ähnliches  Dreieck  ein, 
welchem  die  gegebene  Ellipse  einbeschrieben  ist.  Verbindet  man  die 
Ecken  dieses  Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  zieht 
durch  die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  Parallelen  dazu,  so  treffen 
sich  diese  in  einem  Paukte,  und  dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt 
der  dem  gegebenen  Dreieck  einbeschriebenen  ähnlichen  Ellipse. 
Zieht  man  durch  diesen  Puukt  Parallelen  zu  den  erst  genannten 
Verbindungslinien,  so  schneiden  diese  die  Seiten  des  Dreiecks  in 
den  gesuchten  Berührungspunkten. 

Will  man  den  Mittelpunkt  der  einer  Seite  anbeschriebenen  ähn- 
lichen Ellipse  construiren,  so  verfahre  man  wie  vorhin,  nur  verlängere 
man  die  Verbindungslinie  mit  der  Mitte  der  betreffenden  Seite  Ober 
den  Mittelpunkt  der  Curve  hinaus  bis  zum  Schnitt  mit  der  Ellipse9 
und  ziehe  die  Paralleleu,  welche  dieses  Mal  ein  ähnliches  Dreieck 
einschliessen ,  welchem  die  gegebeue  Ellipse  anbeschrieben  ist.  Die 
weitere  Construction  verläuft  wie  oben. 

Uebertragen  wir  jetzt  die  Sätze  vom  Kreise  auf  die  Ellipse,  so 
erhalten  wir  die  folgenden  Resultate: 

Die  Ecktransversale  zum  Berührungspunkte  der  der  Gegenseite 
anbeschriebenen  ähnlichen  Ellipse  ist  parallel  der  Verbindungslinie 
der  Mitte  dieser  Seite  mit  dem  Mittelpunkte  der  einbeschriebenen 
Ellipse. 

Die  Ecktransversalen  zu  den  Berührungspunkten  der  drei  anbc- 
beschriebenen  Ellipsen  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  und  es  ist 
der  obere  Abschnitt  jeder  Transversale  doppelt  so  gross  als  die 
Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  der  einbeschriebenen  Ellipse  mit 
der  Mitte  der  berührten  Seite. 

Ferner  liegen  der  Schnittpunkt  der  Ecktransversalen  nach  den 
Berührungspunkten  der  anbeschriebenen  ähnlichen  Ellipsen,  der 
Schwerpunkt  und  der  Mittelpunkt  der  einbeschriebenen  Ellipse  auf 
einer  Geraden,  und  es  teilt  der  Schwerpunkt  den  Abstand  der  beiden 
andern  Punkte  im  Verhältniss  von  2:1. 

Diese  letzten  Sätze  verstehen  sich  eigentlich  nach  dem  Früheren 
von  selbst,  sofern  als  bewiesen  angenommen  wird,  dass  die  Eck- 
transversalen    nach    den    Berührungspunkten    parallel     laufen    den 
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Verbindungslinien  der  Mitten  der  Seiten  mit  dem  Mittelpunkt  der 
einboschriebenen  Ellipse.  Denn  zeichnet  man  um  denselben  Mittel- 
punkt die  umbeschriebene  Curve  des  Dreiecks,  so  sind  die  genannten 
Transversalen  für  dieselbe  weiter  nichts  als  die  durch  die  Ecken  zu 
den  Seiten  des  Dreiecks  conjugirt  gezogenen  Geraden.  Es  müssen 
darum  auch  wieder  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  dieser  Geraden, 
die  Mitten  der  Seiten  und  die  Berührungspunkte  der  anbeschriebe- 
nen Ellipsen  auf  einer  Curve  zweiten  Grades  liegen,  welche  der- 
jenigen ähnlich  ist,  welche  sich  um  den  Mittelpunkt  der  einbeschrie- 
benen Curve  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  zeichnen  lüsst.  Doch 
gilt  dieser  Satz  vorläufig  nur,  sofern  die  umbeschriebene  Curve  selbst 
wieder  eine  Ellipse  ist. 

Weiter  ergeben  sich  noch  die  folgenden  Sätze:  Jede  Seite  des 
Dreiecks  wird  durch  die  Berührungspunkte  der  ein-  und  anbeschrie- 
benen  Ellipse  in  drei  Abschnitte  geteilt,  von  denen  die  beiden 
tasseren  gleich  sind. 

Die  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  der  anbeschriebenen 
Ellipsen  gehen  durch  die  Ecken  des  Dreiecks. 

Die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  der  einbeschriebenen 
mit  dem  Mittelpunkte  der  einer  Seite  anbeschriebenen  Ellipse  ist 
zur  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  andern  anbeschrie- 
benen Ellipsen  conjugirt  und  trifft  dieselbe  in  der  Ecke  des  Drei- 
ecks, welche  der  betreffenden  Seite  gegenüberliegt 

Wie  wir  später  nachweisen  werden,  haben  auch  alle  diese  auf 
die  ein-  und  anbeschriebenen  Ellipsen  bezüglichen  Sätze  allgemeine 
Gültigkeit.  Nun  kann  aber  im  Falle  der  Hyperbel  von  einer  ein- 
beschriebenen Curve  d.  h.  von  einer  Curve,  welche  die  3  Seiten  des 
Dreiecks  selbst  berührt,  überhaupt  nicht  mehr  gesprochen  werden, 
obwol  es  auch  in  diesem  Falle  4  verschiedene  ähnliche  Curven  giebt, 
welche  die  Seiten  resp.  die  Verlängerung  derselben  berühren.  Wir 
wollen  darum  von  nun  ab  den  Unterschied  zwischen  ein-  und  an- 
beschriebenen Curven  als  unwesentlich  fallen  lassen  und  nur  noch 
von  berührenden  Curven  im  allgemeinen  reden.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung lassen  sich  die  letzten  Sätze  kürzer  dahin  formuliren, 
dass  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  von  je  zwei  berührenden 
Ellipsen  der  Verbindungslinio  der  Mittelpunkte  der  beiden  andern 
conjugirt  ist  und  sich  mit  derselben  in  einer  Ecke  des  Dreiecks 
schneidet. 

Ferner  drängt  'sich  die  Frage  auf,  ob  die  ersten  Sätze,  bei 
welchen  immer  nur  vom  Mittelpunkt  der  einbeschriebenen  Ellipse 
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gesprochen  wurde,  nicht  anch  für  die  Mittelpunkte  der  andern  be- 
rührenden Curven  Gültigkeit  haben,  nnd  der  allgemeine  Lehrsatz 
richtig  sein  wird:  Verbindet  man  den  Mittelpunkt  irgend  einer  der 
4  berührenden  ähnlichen  Curven  eines  Dreiecks  mit  den  Mitten  der 
Seiten  und  zieht  hierzu  Parallelen  durch  die  Ecken ,  so  trifft  jede 
dieser  Parallelen  die  gegenüber  liegende  Seite  des  Dreiecks  oder 
die  Verlängerung  derselben  in  dem  Berührungspunkte  derjenigen 
andern  berührenden  Curve,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungs- 
linie der  betreffenden  Ecke  mit  dem  Mittelpunkt  der  ersten  be- 
rührenden Curve  liegt  Die  Berührungspunkte  dieser  ersten  Curve 
selbst  aber  haben  von  den  Mitten  der  Seiten  dieselbe  Entfernung 
wie  die  genannten  Schnittpunkte  der  Parallelen,  doch  liegen  sie  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  hin. 

Dass  dieser  Satz  für  den  Kreis  und  also  auch  für  die  Ellipse 
Gültigkeit  hat,  würde  sich  mit  elementaren  Mitteln  leicht  constatiren 
lassen,  doch  seheu  wir  hier  davon  ab,  da  wir  denselben  später  in 
voller  Allgemeinheit  beweisen  werden. 


§  9. 

Um  einen  beliebigen  Punkt  als  Mittelpunkt  einen  Kegelschnitt  zu 
eonstrniren,  der  durch  3  feste  Punkte  geht. 

Bevor  wir  die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  in  Bezug  auf  ihre 
Allgemeingültigkeit  prüfen,  müssen  wir  noch  eine  Untersuchung  dar- 
über anstellen,  ob  sich  um  jeden  beliebigen  Pnnkt  0  als  Mittelpunkt 
ein  Kegelschnitt  beschreiben  lässt,  welcher  durch  die  Ecken  eines 
gegebenen  Dreiecks  geht 

Gegeben  seien  die  Punkte  («•„  yj,  (<r„  yt),  (r8,  ys).  Der  spitze 
Winkel,  ium  welchen  die  Axen  des  gesuchten  Kegelschnitts  gegen 
die  Axen  des  gegebenen  Systems  gedreht  sind,  sei  #;  ferner  seider 
Anfangspunkt  selbst  der  Mittelpunkt  der  Curve. 

Heisst  die  Gleichung  des  gesuchten  Kegelschnitts 

A  ^  B 
so  muss 

(xx  cosfr+yisinfr)*       (—  xt  sin  fr  -\-y1 cos  **)* 

Ä  +  B  l 

(x9COS&-\-tf%  sin  &)*    ,    ( — artsiu#-J-ytC08#)^ 

Ä  h  B  ""  l 


•   Curnen  rrotittx    Grades. 


sein,  woraus  &,  A  und  B  bestimmt  werden  können. 
in  den  beiden  letzten  Gleichungen  —  und  .,  nnd  i 
die  erste,  so  crgicbt  sich  nach  geeigneter  Zusamm 
Hedictian 

*    ;  ~  (V+yi  *)(*»*»- 3*ys>+i<ri,+yi*Xiisys— a 

+<*s*+*s! 

Damit  ist  der  Winkel  &  im  allgemeinen  eindeutig  b 
udern  Gleichungen  liefern  dann  die  Werte  von  A  um 
gäbe  ist  also  zu  lösen  und  zwar  im  allgemeinon  nur  i 

Es  giebt  mehrere  Falle,  in  welchen  die  Axenricb 
herein  bekannt  ist.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  0 
Iclsenkrechten  des  Dreiecks  liegt.  In  diesem. Falle  mi 
rechte  selbst  die  neue  Axe  sein.  Analytisch  gestaltet 
Sache  folgende rmaaseu : 

Ist  z.  B. 
so  wird 

m     J      («,•,-*«») (*i,+H,-«s'-» 
oder  sofern  nicht  auch 


tg(2>)_^^l5i_ 
*»y»— «sys 


tick  ergiebt,  welche  Ausdrücke  in  der  Tat  besagen, 
die  Seite  PtFs  des  Dreiecks  halbirt  und  zu  ibr  senkr 

Ist  gleichzeitig  auch 

d.  h.  ist  0  der  Schnittpunkt  der  Mittelsenkrechten  de 
nimmt  der  Ausdruck  für  tg(2&)  die  unbestimmte  Fe 
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am  beschriebene  Curve  ist  in  diesem  Falle  der  Kreis,  bei  welchem 
allerdings  jede  beliebige  Richtung  als  Axeoricbtung  angenommen 
werden  kann. 

Rückt  0  in  den  Mittelpunkt  der  Strecke  i\i\,  so  wird 

*a a»t      »»  —  —Vi 

und  der  Ausdruck  für  tg(2&)  nimmt  abermals  die  unbestimmte  Form 
9  an.  Es  kann  also  wieder  jede  beliebige  Richtung  als  Aienrich- 
tung  angenommen  werden,  doch  hat  jetzt  unsere  Aufgabe  zum  Unter- 
schied von  dem  vorigen  Falle  nnendlich  viele  Lösungen,  denn  et 
wird  jeder  Kegelschnitt,  welcher  0  als  Mittelpunkt  hat  und  dnreb 
P,  und  Pt  geht,  von  seihst  auch  durch  Ps  geben. 

Zur  Lösung  weiterer  singnlären  Falle  wollen  wir  das  ursprüng- 
liche Axensvstem  so  annehmen,  dass  die  y  aio  durch  die  Mitte  der 
Seite  PaPa  hindurchgeht.     Dann  ist 

«s—  —  *i 

zu  setzen,  und  es  wird 

—  (yi+ys)  [*iyi  <y«  —  9s)+*ifrt* -***'—  yi*+y«yj)] 

Nehmen  wir  ferner  an,  dass  nicht  auch 


ist,  d.  h.  dass  nicht  0  der  Mittelpunkt  von  PSP3  ist,  in  welchem 
Falle  die  Aufgabe  nach  dem  Vorhergehenden  nnendlich  viele  Lö- 
sungen zulasst,  so  kommt 


— *iyi(yi— ys)— **{***—  V— yi*+y»J»a) 
Diese  Darstellung  lasst  zunächst  erkennen,  dass  die  oben  angefahrten 
Fälle  dio  einzigen  sind,  in  denen  der  Winkel  9  nicht  eindeutig  be- 
stimmt werden  kann.   Der  Zähler  verschwindet  nämlich  erstens,  wenn 


ist,   wenn  also  0  auf  dem  Mittellote  von  FtP&  liegt.    Der  Nenner 
sich  dann  auf  r^'i1  +yi3— *»*  —  y»1)  und  verschwindet,  wenn 

.  wenn  0  der  Mittelpunkt  von  PtPt  selbst  ist,  oder  wenn 

V+h"  —  *i'+y»* 

.  wenn  0  der  Schnittpunkt  der  3  Mittellote  des  Dreiecks  ist- 
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Zweitens  verschwindet  der  Zähler,  wenn 

wenn  also  P,  anf  einer  durch  Pt  oder  Pz  znr  y  axe  parallel  gezoge- 
nen Geraden  liegt  oder  wenn  0  auf  einer  der  beiden  Geraden  liegt, 
welche  durch  die  Mitten  der  Seiten  P9P9  und  P%PX  respectivo  PSPS 
und  iy*]  gezogen  werden  können. 

Nehmen  wir  an,  um  einen  bestimmten  Fall  herauszugreifen,  es 
id  a?j  =  ar2 

so  wird  der  Nenner  «1(^1  —  ^2)^1+^3)'  Da  nun  in  diesem  Falle 
weder 

a?i  =  0    noch    yt  ^=  y% 

ist,  so  kann  der  Nenner  nur  dann  verschwinden,  wenn 

Vi  =  —  y* 
ist,  d.  h.  wenn  0  der  Mittelpunkt  von  PtPz  ist.     Aehnlich  im  Falle 

*i  —  —  ** 

Damit  ist  erwiesen,  dass  der  Winkel  &  stets  eindeutig  bestimmt 
ist,  wenn  nur  der  Punkt  0  nicht  gerade  der  Schnittpunkt  der  3 
Mittellote  oder  die  Mitte  einer  Dreiecksseite  ist. 

Gleichzeitig  erfahren  wir  aber,  wenn  wir  diese  speciellen  Fälle 
tusschliessen,  dass  für 

x*  —  xf    der  Wert    tg(2fr)  —  0 

ist,  dass  also  die  betreffende  Halbirungslinie  der  Seiten  die  neue 
Axenrichtung  selbst  darstellt.  In  diesem  Falle  geht  die  Curve  über 
in  ein  Paar  paralleler  Geraden ,  nämlich  in  die  der  neuen  Axe  pa- 
rallele Seite  des  Dreiecks  und  die  durch  die  gegenüberliegende  Ecke 
dazu  gezogene  Parallele. 

Wenn  endlich  Px  auf  Pfi  oder  P80  oder  auf  der  Verlängerung 
dieser  Strecke,  d.  h.  wenn  der  Mittelpunkt  0  auf  einer  Seite  des 
Dreiecks  oder  der  Verlängerung  derselben  liegt,  so  artet  die  Curve 
in  2  sich  schneidende  Geraden  aus,  nämlich  in  die  betreffende  Drei- 
ecksseite selbst  und  die  Verbindungslinie  von  0  mit  dem  dritten 
Eckpnnkt    Die  neue  Axe  halbirt  den  Winkel  dieser  Geraden. 

Wir  schlicssen  hier  eine  andere  Ableitung  und  Darstellung  von 
von  2#  an,  welche  bei  beliebiger  Lage  von  0  zur  Construction  dieses. 
Winkels  benutzt  werden  kann. 
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Wir  verbinden  zu  dem  Zwecke  0  mit  den  Mitten  von  P%Pt  ood 
r2P&,  bezeichnen  ferner  die  Winkel ,  welche  diese  Geraden  mit  der 
x  axe  bilden,  mit  as  und  ax  und  die  Winkel,  welche  die  Seiten  P,P, 
nnd  PSFS  selbst  mit  der  xaxe  bilden,  mit  ß5  and  ßv  Da  jede  der 
Verbindungslinien  znr  entsprechenden  Dreiecksseite  conjngirt  ist,  für 
2  conjngirte  Richtungen  aber  das  Product  der  trigonometrischen 
Tangenten  ihrer  Neigungswinkel  zur  Axe  des  Kegelschnitts  constant 
seiu  muss,  so  ergiebt  sich  für  #  die  Bedingung: 

tg(«5—  *)  •  tg(ft,-*)  =  tgf«,-*)  .  tg(ft-#) 
woraus 

2(tga8tg/?8 —  tgc/jtg/?,) 

tg(2^  =  (tg^  +  tgftXl  +  tg^tg/J^-ttg^  +  tgftXl+tgastgfc) 
wird. 

Legen  wir  jetzt  die  yaxo   wieder  durch   die  Mitte   von  P,P„ 

so  wird 

o,-90° 

und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf 

w*  ;      l  +  tg«.tg/J8-(tg«8  +  tg/S8)tgft 

welcher  eine ,  wenn  auch  complicirte  Construction  des  Winkels  zu- 
lässt 

Doch  wollen  wir  uns  hier  nicht  weiter  auf  dieselbe  einlassen, 
da  wir  in  einem  späteren  Capitel,  wenn  erst  die  Beziehungen  zwischen 
Kreis  und  beliebigem  Kegelschnitt  näher  erörtert  sind,  eine  Con- 
struction kennen  lernen  werden,  welche  dieselbe  Aufgabe  mit  den 
einfachsten  Httlfsmitteln  löst. 

Es  erübrigt  noch  für  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  0 
die  Gestalt  der  Curve  näher  zu  bestimmen. 

Wir  fanden,  dass  die  Curve  in  ein  Paar  paralleler  Geraden  aus- 
artet, sobald  der  Punkt  0  eine  der  3  Geraden  passirt,  welche  sich 
durch  die  Mitten  von  je  2  Seiten  des  Dreiecks  zeichnen  lassen. 
Diese  die  Seiten  halbirenden  Geraden  sind  es,  an  welchen  bei  ste- 
tigem Fortschreiten  von  0  der  Uebergang  von  einer  Gattung  von 
Curven  zur  andern  sich  vollzieht.  War  dieselbe  vorher  eine  Ellipse, 
so  nimmt  mit  der  Annäherung  an  eine  solche  Gerade  die  eine  Axe 
derselben  beständig  zu,  um  endlich  über  jedes  Mass  hinaus  zu 
wachsen.  Die  Ellipse  geht  dabei  in  ein  Paar  paralleler  Geraden 
über. 

Entfernt  sich,  in  derselben  Richtung  fortschreitend,  der  Punkt  0 
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wieder  von  der  Geraden ,  so  verwandeln  sieb  die  beiden  Parallelen 
io  die  beiden  nacb  entgegengesetzter  Seite  gekrümmten  Zweige  einer 
Hyperbel 

Eine  ebenso  wichtige  Rolle  wie  diese  die  Seiten  halbirendcn 
Geraden  spielen  die  Seiten  des  Dreiecks  uud  die  Verlängerungen 
derselben.  Unsere  Untersuchung  bat  ergeben,  dass  die  Curve  jedes 
Mal  in  ein  Paar  sich  schneidende  gerade  Liuion  übergeht,  wenn 
der  Punkt  0  auf  seinem  Wege  durch  eine  Seite  des  Dreiecks  oder 
die  Verlängerung  derselben  hindurchgeht  Zufolge  der  Stetigkeit 
mnss  aber  sowol  vor  wie  nach  diesem  Durchgang  die  Curve  eine 
Hyperbel  sein,  |deren  Scheitel  bei  der  Annäherung  an  die  Gerade 
auf  einander  zurücken,  bis  sie  zusammenfallen  und  sich  dann  wieder 
tou  einander  entfernen.  Doch  entfernen  sie  sich  nicht  in  der  Rich- 
tung, welche  derjenigen,  in  welcher  die  Annäherung  geschah,  ent- 
gegengesetzt ist,  sondern  iu  einer  hierzu  senkrechten.  Damit  im 
Zusammenhange  steht,  dass  an  diesen  Stellen  die  beiden  Axen  der 
Hyperbel  ihre  Rollen  wechseln,  dio  reelle  zur  imaginären  und  die 
imaginäre  zur  reellen  wird;  dass  ferner  an  diesen  Stellen  die  Ver- 
teilung der  3  Ecken  des  Dreiecks  auf  die  beiden  Zweige  der  Hy- 
perbel eine  Aenderung  erfährt 

Allen  diesen  Ueberlegungen  lässt  sich  in  Betreff  der  Art  der 
Corven  das  Folgende  entnehmen; 

Wir  erhalten  eine  Ellipse,  wenn  0  sich  innerhalb  des  Dreiecks 
befindet,  welches  von  den  die  Seiten  halbirendcn  Geraden  um- 
schlossen wird,  ferner  für  alle  Punkte  innerhalb  der  Scheitelwinkel 
dieses  Dreiecks.  Die  umbeschriebene  Curve  ist  eine  Hyperbel  für 
alle  andern  Punkte  des  Raumes ,  uud  zwar  liegen  sämtliche  Ecken 
des  Dreiecks  auf  einem  Zweig  der  Hyperbel,  wenn  der  Mittelpunkt 
sich  innerhalb  eines  der  3  Scheitelwinkel  des  gegebenen  Dreiecks 
befindet,  im  andern  Falle  liegen  2  Ecken  auf  dem  einen  Zweige,  die 
dritte  auf  dem  andern. 


§  10. 
Die  ähnliche  Curve  der  9  Punkte  für  beliebige  Lage  des  Punktes  0. 

Wir  wollen  jetzt  die  auf  umbeschriebene  Curven  des  Dreiecks 
bezüglichen  Sätze,  die  wir  für  den  Fall  der  Ellipse  aus  bekannten 
planimetrischen  Sätzen  abgeleitet  haben,  auf  beliebige  Kegelschnitte 
übertragen.  Wie  bereits  ausgeführt  worden,  handelt  es  sich  dabei 
hauptsächlich  um  den  Nachweis,  dass  auch  bei  beliebiger  Annahme 
des  Punktes  0  die  Mitten  der  Seiten,  die  Fusspunkte  der  conjugirten 
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Transversalen  und  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  derselben  aof 
einer  ähnlichen  Curve  liegen,  deren  Axe  gleich  der  Hälfte  der  Axcn 
der  nmbeschriebenen  Curve  ist. 

Die  umbeschriebene  Curve  habe  die  Gleichung 

Wir  bilden  dann   die  ganze  Ebene  ab  und  erhalten  als  Abbild  die 

Curve 

gi  +  njt.! 

nnd  ein  derselben  einbeschriebenes  Dreieck,  dessen  Eckpunkte  die 
Coordinaten 

haben  mögen.  Wir  bezeichnen  ferner  die  Mitten  der  Seiten  mit  £,, 
R%,  Äs,  die  Fusspunkte  der  Transversalen  mit  1\,  T%,  r3,  die  Mitten 
der  oberen  Abschnitte  mit  Uu  U2,  C73,  den  Schwerpunkt  mit  S,  den 
Schnittpunkt  der  Transversalen  mit  V  und  den  Mittelpunkt  der  Curve 
der  9  Punkte  mit  N. 

Es  ist  dann 

SV=°  2. OS 

und  da  N  die  Strecke  OV  halbiren  soll,  so  muss 

OS  —  2 . SN 
nnd 

N  -  (^ g— . g ) 

sein.  Die  nm  N  als  Mittelpunkt  beschriebene  ähnliche  Curve  hat 
daher  die  Gleichung 

(«-"*±Ä),+.(,-«±ft»)"-* 

und  es  ist  nachzuweisen,  dass  diese  Curve  wirklich  durch  die  an- 
gegebenen 9  Punkte  hindurchgeht. 

Was  zunächst  die  Mitten  der  Seiten  angeht,  so  ist 
getz^en  wir  in  die  GJeicbung  ein,  so  ergiebt  §ich 
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welche  Gleichung  aber  erfüllt  ist,  da  (£„  yt)  auf  der  Curve 

liegen  soll.    Ganz  ebenso  wird  die  Sache  für  R%  und  J?s. 
Da 

ist,  so  werden  ferner  die  Coordinaten  von 


TT  —  ^t  +  Es  .  *     Vi+Vs  _i_  «  "\ 


deren  Substitution  wiederum  auf  die  Gleichung 

fahrt 

Gleichzeitig  erfahren  wir,  dass  die  relativen  Coordinaten  von 
Ä,  und  £7|  in  Bezug  auf  iV  dem  absoluten  Werte  nach  gleich  sind 
und  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden,  dass  also  die 
Punkte  Ut  und  Vt  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind,  dass  ihre 
Verbindungslinie  durch  N  geht  und  von  N  halbirt  wird.  Ebenso 
mass  iVauf  R*Ut  und  R3U3  liegen  und  diese  Linien  halbiren. 

Dieses  Resultat  hätte  übrigens  auch  ohne  Rechnung  direct  aus 
der  Figur  abgeleitet  werden  können,  wonach  es  sich  dann  von  selbst 
verstanden  hätte,  dass  der  um  N  als  Mittelpunkt  durch  JZ,,  Rt,  Rs 
gezeichnete  Kegelschnitt  auch  durch  Ut,  Uiy  Us  gehen  muss. 

Wir  kommen  nun  zu  den  Fusspunkten  der  Transversalen.  Die 
Gleichung  von  QxTt  lautet: 

Dazu  stellen  wir  die  Gleichung  der  Geraden  Q2Q3,  welche  lautet: 

und  bestimmen  aus  beiden  £  und  ij.    Dann  kommt: 
und 

,_*±Ä±ai  =  >(tot!_|l%)Bi(»,-»')+»(fc»-g.%q 

und  die  Bedingungsgleichung  wird 
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foitfs* -  W+gt(&%-Sai|l)]»+  iftdfo» -  *f)+*(5,Ä-&%)]f 

deren  Bestätigung  sich  mit  Benatzung  der  Gleichungen  für  E  and  r\ 
leicht  bewerkstelligen  lässt.  Auch  dieses  Resultat  konnte  direct 
aus  der  Figur  abgeleitet  werden.  Verbindet  man  die  Mitte  ton 
RfR9  mit  N,  so  trifft  diese  Linie  oder  die  Verlängerung  derselben 
RlTl  in  der  Mitte  und  ist  selbst  zu  RXTX  conjugirt  Tx  ist  also 
weiter  nichts  als  der  Endpunkt  der  durch  Rt  zu  /?8/?3  parallelen 
Sehne.  Ebenso  muss  die  Verbindungslinie  der  Mitte  von  JfjÄj  mit  N 
oder  die  Verlängerung  die  Strecke  R%Tt,  und  endlich  die  Verbin- 
dungslinie von  RtHf  mit  A  oder  die  Verlängerung  die  Strecke  R$T% 
halbiren.  Es  stellt  sich  demnach  heraus,  dass  die  Punkte  U  und  T 
diejenigen  Punkte  sind,  die  man  vermöge  der  Eigenschaften  der 
Mittelpunkt8curven  stets  finden  kann,  wenn  der  Mittelpunkt  0  und 
3  Punkte  der  Peripherie  Rl%  2t2,  i?8  gegeben  sind.  Zu  jedem  dieser 
R  gehört  nämlich  erstens  der  gegenüberliegende  Endpunkt  U  des 
entsprechenden  Durchmessers  und  zweitens  der  Endpunkt  T  der 
durch  ihn  zur  Gegenseite  parallelen  Sehne. 

Nachdem  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  sämtliche  9  Paukte 
auf  dem  angegebenen  Kegelschnitt  liegen,  werfen  wir  nun  noch  einen 
Blick  auf  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Curven.  Man  erkennt, 
dass  dieselben  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden,  für  welche 
S  das  Aehnlichkeitscentrum  ist,  d.  h.  dass  man  zu  jedem  Punkte  der 
umbeschriebenen  Curve  einen  zugehörigen  der  andern  bekommt,  wenn 
man  denselben  mit  S  verbindet  und  diese  Linie  um  die  Hälfte  ver- 
längert So  erhält  man  auch  zu  0  den  Mittelpunkt  N  zu  Q,  den 
Punkt  Ry  zu  Q2  den  Puukt  /?8,  zu  Q8  den  Punkt  i2s.  Die  andern, 
den  Punkten  U  und  T  entsprechenden  Punkte  der  umbeschriebenen 
Curve  sind  die  Endpunkte  der  zu  Qt,  Qf,  Q2  gehörigen  Durchmesser 
und  die  Endpunkte  der  Sehnon ,  welche  durch  jeden  der  Punkte  Q 
zur  Verbindungslinie  der  beiden  andern  parallel  gezogen  werden 
können.  Man  findet  diese  Punkte  auch,  indem  man  durch  die  Ecken 
des  gegebenen  Dreiecks  Parallelen  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten 
zieht  und  in  dem  entstandenen  grossen  Dreieck  die  conjugirteu  Eck- 
transversalen zeichnet.  Die  Mittelpunkte  der  oberen  Abschnitte 
entsprechen  dann  den  Punkten  U,  die  Fusspunkte  derselben  den 
Punkten  T.  Ueberhaupt  kaun  jede  einem  Dreieck  umbeschriebene 
Curve  angesehen  werden  als  die  Curve  der  9  Punkte  für  ein  grösseres 
Dreieck,  dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  gegebenen  den  gegen- 
überliegenden Seiten  parallel  laufen. 

Alle  Resultate  gelten  natürlich  auch  für  den  Fall,  dass  der 
Punkt  0  ins  Unendliche  rückt,  und  die  umbeschriebene  Curve  in  eine 
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Parabel  übergeht.  Es  lassen  sich  unendlich  viele  Parabeln  durch 
die  Ecken  eines  Dreiecks  zeichnen,  von  denen  jede  einzelne  durch 
die  Richtung  der  Hauptaxe  vollständig  bestimmt  ist.  Zeichnet  man 
dasjenige  Dreieck,  dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  gegebenen 
gehen  und  den  Seiten  desselben  parallel  sind,  zieht  ferner  durch  die 
Ecken  dieses  Dreiecks  Parallelen  zur  Axe,  so  treffen  diese  Parallelen 
die  Saiten  des  grossen  Dreiecks  oder  die  Verlängerung  derselben  in 
der  Parabel. 

Ist  einem  Dreieck  eine  Parabel  umbeschrieben,  und  zieht  man 
dorch  die  Ecken  des  Dreiecks  Parallelen  zur  Axe,  so  liegen  die 
Schnittpunkte  dieser  Parallelen  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten 
oder  der  Verlängerung  derselben  und  die  Mitten  der  Seiten  auf 
einer  zweiten  Parabel  vom  halben  Parameter,  deren  Axenrichtung 
derjenigen  der  umbeschriebenen  Parabel  entgegengesetzt  ist.  Auch 
hier  ist  der  Schwerpunkt  S  das  Aehnlichkeitscentrum  beider  Curven  • 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Scheitel  geht  durch  S  nnd  wird 
dirch  diesen  Pnnkt  im  Verhältniss  von  2 : 1  geteilt 

Wir  gehen  nun  zur  Untersuchung  berührender  Curven  Ober. 


§  11. 

Beweis  des  Satzes:  Verbindet  man  den  Mittelpunkt  einer  berflkrendea 
Cnrve  des  Dreiecks  mit  der  Mitte  einer  Seite  nnd  sieht  durch  die 
gegenüberliegende  Ecke  die  Parallele,  so  trifft  diese  die  Seite  oder 
die  Verlängerung  derselben  in  einem  Punkte,  welcher  von  der  Mitte 
der  Seite  ebenso  weit  entfernt  ist  wie  der  Berührungspunkt,  aber 
naeh  entgegengesetzter  Richtung  hin  liegt. 

Wir  gehen  beim  Beweise  nicht  vom  Dreieck,   sondern  von  der 
berührenden  Curve  aus.    Das  Abbild  derselben  sei 

{*+«,*  -1 
ferner  seien  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte 

Die  Gleichungen  der  Tangenten  resp.  der  Seiten  des  Dreiecks  lanten 
dann 

Diese  Tangenten  schneiden  sich  in  den  Ecken  0»  Q»  4»  des  Drei-» 
ecks,  deren  Coordinaten  wir  mit  («h»  »i)»  («***  »*)»  (*a>  vs)  bezeichnen 
wollen« 
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Es  wird  dann 

„    Vs—Vu  SiTZl»       „   __  V* — gj 

w<  -    (23)        "»         (31)  '      "»        (12)  ' 

(2) 

&-&  _     V,-?s  £,-gi 

Wl  ~  (23)  '    *»  ~       ■    (31)    '    "■  ~~       *    (12) 

sofern  wir  wie  in  §  4.  die  Determinanten  in  g  and  ij  mit  (23),  (3!) 
und  (12)  bezeichnen. 

Wir  denken  ans  nun  den  Mittelpunkt  M  mit  der  Mitte  fl,  von 
Qs  Qa  verbanden  und  ziehen  durch  Q,  die  Parallele,  welche  0,0, 
oder  die  Verlängerung  in  T,  trifft.  Es  handelt  sich  dann  darum 
nachzuweisen,  dass 

T,  R,  —  R,  B,     oder     T,  Q,  —  Qa  B,     ist. 

Die  Gleichung  der  durch  ü,  gezogenen  Parallele  heisst 

während 

die  Gleichung  von   Qt  Q3   darstellt.     Für  den  Schnittpunkt  T,  wird 
daher  die  erste  Coordinate 

*  '  ~     '    tfc.-1-It,  ™    K»  It. 


«!+"»       «s~«s 
Für  die  relative  erste  Coordinate  von  T,    in  Bezug  auf  den  Paokl 
Qj  kommt  deswegen 


"g+°s       *fr— "i 
«»  +<*«       «•— "s 

""*'  2(1*,^  —  «aiij) 

kommt  nun  darauf  an,  die  in  diesem  Ausdruck  vorkommen- 
ordinalen  von  Q„  Qä,  Q3  durch  die  Coordinaten  von  £„  £* 
»-setzen.  Ausser  der  oben  angefahrten  Gleichnag  für  ä»  ä* 
vir  noch  die  weitere  Gleichung 


deren  Vergleichung 
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t>3  —  v%  »*—**! 

ergiebt.    Analog  findet  sich 

*t  "■  iri — irr"»    %  =  —  s  zrz irr*   °nd 


«»^i  —  «1V    **  Hvi  —  "l^S 


C«  —  •      17«  "™  —  e 


Multiplicirep  wir  jede  dieser  Gleichungen  mit  dem  Nenner  der 
rechten  Seite  und  addiren,  so  erhalten  wir 

W«!«*  — «Vi^+SiC*»»!  —  wi  *a)  +  is  («1  *fc  —  «2*1)  —  ° 

worans 

ujt?3  —  ujt^  =  * .  (23) 

uivt  — tijüj  —  t  .  (31)  (4) 

ttg»,  —  utvl  =  t .  (12)    wird. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  kommt 

{-«,  -  («*-«*> (12)^((23)"1~  =  •»sKUWMMBi)]    W 

Directe  Ausrechnung  ergiebt  nun 

W-w,  -  ^W)  [(12)  +  (23)  +  (31)] 

«i*-«.*  -  (23^12>[(12)+(23)+(3l)J  (6) 

»i*-«**  =  ^3)  [<12)+(»)  +  G»>] 
also 

V$  —  *J*l+u8t,1  —  t*lV8  +  «ht,8  -«2vt 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus  (4)  durch  Addition 
tS^-n,»f+t»lV8-t*sü1  +  u|Vt-uÄv1-«[(12)  +  (23)+(31)]     (8) 

Es  moss  also  der  Factor 

knk.  d.  Matk.  tt.  Pbj».    2.  Roihe,  T.  XUL  1 1 
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Setzen  wir  diesen  Wert  in  (5)  ein,  so  finden  wir 

(12)« -(33)'- (31)'        nt_  fl0, 

6     ""      *       2(12)(23)(31)  (12)  WUJ 

Dieser  Ansdrnck  soll  nun  gleich  der  relativen  ersten  Coordinate 
des  Punktes  Qt  in  Bezug  auf  den  Punkt  B,  Bein,  also  gleich 

„  _v  -  gtn^      ,        frh<Sife+«W(M)<80  _  i.        ,„, 
*     Sl  ~~     (12)        Sl  2(12)  (23)  (31)  (12)        lu' 

Unsere  Behauptung  ist  somit,  wie  die  Gegenüberstellung  beider  Werte 
erkennen  laut,  erwiesen,  sofern  sich  zeigen  laset,  dass 

8gA-f«ih^)(28)(81)-(12),-(28)»-  (31)«    ist  (12) 

Nnn  ist  aber 

(23)«  -  f[l-«&  +  *W]  (13) 

(31)«-.[l-(Mi+"MiH 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (12)  ist  daher  auch  gleich 

«l-i-(SA+»fli*),+<S&+«'»*.),+(Wi+»wh)1 

Die  linke  Seite   ergiebt  durch  directes  Hultipliciren  von   (23)  mit 
(31)  nach  geeigneter  Zusammenfassung  der  Glieder: 

2*(£,  ?,  +  i*,«i)  (Sit". + « •»»%)  (Ss?i  +(Wi)  -  2*(£,?, + f%%)» 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Werte  verwandelt  sich  unsere  Be- 
dingungsgleichnng  (12)  in  die  symmetrisch  gebaute  Gleichung: 

(?iSs+")i1t),+  (li?s+")^.),+  (Wil+"Ia1i),-l 

delt  es  sich  um  den  Kreis    £*+»;'  —  '•    so  'st 

+  W,  =  cos«,»     J-Ä  +  iJrta  -  coso«,     '4&  +  1tVt  —cw"« 

es  stellt  die  Gleichung 

cotVii  +  cos*nts  -f-  cos*«8,  —  1  —  2cos«I1cosewcoso11 

i  bekannte  gouiomotrische  Formel  dar. 

Wir  haben  hier  nachzuweisen,  dass  dieselbe  auch   für  den  Fall 
—  1  gültig  ist 
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Dt  die  Punkte  su  B*  J93  auf  der  Corve  liegen,  muss 

sein,  welche  Gleichungen  sich  zn  den  beiden  Relationen 
(1  -  Stf  (1  -ft«)  (1  -&*)  -  f%»%»*»    und 

combiniren  lassen.    Addition  derselben  ergiebt 

W + W + &  V + t.V + mW + *  V  - 1 

woraus 

+H&%%(*sM-«*^*««s%^ÄH-»*^»*A*%(fcM^%1) 

~^ih+*ViViK£&+*fhysXföi+*Wi)    wird. 

Damit  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (14)  und  die  Identität 
der  Ausdrücke  für  ?  — u,  und  t^  —  5,  nachgewiesen.  In  ähnlicher 
Weise  lässt  sich  der  Nachweis  für  die  zweite  Coordinate  führen. 

Daraus  folgt  aber,  dass  die  Punkte  Tt  und  Bt  in  der  Tat  von 
0%  resp.  Qs  und  demnach  auch  von  Äj  gleichweit  entfernt  sind  und 
nach  verschiedener  Seite  hin  liegen. 

Was  aber  für  das  Abbild  gilt,  muss  auch  für  die  Curve  selbst 
gelten,  da  es  sich  um  die  Entfernung  von  Punkten  handelt,  die  auf 
ein  und  derselben  Geraden  liegen. 


§  12. 

Der  geemetrlsehe  Ort  für  die  Mittelpunkte  ihnüoher  Curve» ,  welche 

die  Sehenkel  eines  Winkels  berühren« 

• 

Der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Satz  macht  es  auf  ein- 
falle Weise  möglich,  zum  Mittelpunkt  einer  berührenden  Curve  die 
drei  Berührungspunkte  zu  finden.  Der  am  Schlüsse  von  §  8.  ange- 
gekündigte Lehrsatz  enthält  aber  mehr,  die  Schnittpunkte  der  Seiten 
mit  den  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  gezogenen  Parallelen  sollen 
selbst  Berührungspunkte  anderer  berührender  Gurven  sein,  und  zwar 
soll  jeder  zu  derjenigen  Curve  gehören,  deren  Mittelpunkt  mit  der 
betreffenden  Ecke  und  dem  Mittelpunkt  der  gegebenen  Curve  auf 
einer  Geraden  liegt.  Bevor  wir  näher  auf  diese  Erweiterung  ein- 
gehen können,  ist  es  nötig  danach  zu  fragen,  ob  überhaupt  ausser 
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der  einen  gegebenen  berührenden  Curye  noch  andere  existiren  müssen 
und  wo  die  Mittelpunkte  derselben  zu  suchen  siud.  Eine  Antwort 
hierauf  giebt  die  Untersuchung  des  geometrischen  Orts  für  die  Mit- 
telpunkte aller  ähnlichen  Curven,  welche  die  Schenkel  eines  Winkels 
berühren. 

Natürlich  denken  wir  uns  wieder  die  ganze  Ebene  nach  unserm 
Princip  abgebildet  Der  Scheitel  des  Winkels  sei  der  Anfengspunkt, 
und  es  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Schenkel 

fiS  +  "W  —  0,    JfS  +  "M  — ° 
Ferner  habe  die  berührende  Curve  die  Gleichung 

wo  «,  v  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  bedeuten.  Die  Berüh- 
rungspunkte seien  endlich 

&i  —  (*i>  Vi)    and    B%  —  (5t,  %) 
Dann  muss  die  Gleichung  der  Tangente 

8£i+»OTi— (S+Si)«— «fa+ 11)*+»*+**  =  *    mit    ^E+m^-O 
ferner 

SSt+«ws— G+h)u-*(n+'n*)i>+u*+i>*  —  •    mit   Jrf+»v?  -  0 
identisch  sein,  woraus  aber  erstens 

^-{-tfiiVssvP+v* — o    und    (^«4**9»*  =  w'-f-t»1  —  o 
also 

«i-&)«  +  K%-^-0  (1) 

und  zweitens 

J, :  W4  =s  gA  — u  ;  f(^,  — 1>)  und  /,  :  m,  =  |s  —  u  :  *(%— t>)  folgt    (2) 

Hierzu  treten  noch  die  Gleichungen 

h$i  +  »hVi  —  0,    J»S»  +  «4%  —  0    and 

(?i  -  «)f  +  «foi  -  •)»  =  «,    &  -  «)■  +  «<*  -•)"-• 
Die  beiden  letzten  liefern  durch  Sabtraction 

«i-{t)tfi+t»-2u)-(i7l-ih)(il,+<7.-2i.)  -  0 
Setzen  wir  hierin  den  Wert 


(8) 


£,-£,-- 


U 


Bitn   Climen  netllen    Graden,  ]ß5 

wie  er  sich  aas  (1)  ergiebt,  ein,  so  kommt  nach  Division  mit  ij,  -?, 
snd  Maln'plication  mit  u 

Die  erste  der  Proportionen  (2)  ergiebt  nun 

will-**!1»!  —  *y»— »J,t> 
Dazu  stellen  wir 

and  berechnen  ans  beiden  Gleichungen  die  Werte  von   E,  und  17,. 
Ei  kommt  dann 

«  ™       «,•+**,•    *       *'  ~        V+«*»' 
Ebenso  wird 

«jjQwjW  —  f  f,p)  —  lt(mju  —  t  ttv) 


?.- 


Diese  Werte  subtituiren  wir  schliesslich  in  (4),  wonach  sich  bei 
passender  Zusammenfassung  der  Glieder  als  Gleichung  des  geome- 
trischen Orts 

ergiebt 

Dieselbe  stellt  im  allgemeinen*  zwei  durch  den  Anfangspunkt, 
d.  b.  den  Scheitel  des  Winkels  gehende  gerade  Linien  dar,  welche, 

da  das  Prodnct  der  beiden  Wurzelwerte  von  -   gleich  — •    ist,   In 

Besag  aof  die  ähnlichen  Kegelschnitte  conjngirt  Bind.  Im  Falle  der 
Ellipse  «  —  +1  sind  beide  Wanelwerte  immer  reell,  im  Falle 
der  Hyperbel    t  —  —  1    aber  mir  dann,  wenn 

U-s+w  <1W- 

Um  die  Bedentang  dieser  Bedingung  zu  erkennen 
Üe  beiden  coneaven  Winkel  a>,  and  q>t  ein,  welche 
des  Winkele  mit  der  positiven  S  aie  bilden.    Es  ist  dl 


ni  setzen,  und  es  sei  die  Bezeichnung  so  gewählt,  < 
ist  Snfcstituireu  wir  diese  Werte,  so  nimmt  die  obi 
die  Form  an 
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/tggi+tgyA* 

Vl+tg^tgyJ    N1 
welche  sich  leicht  in 

2  sin Vt  cob(2?i)  <  C08(2<jPi) 

überführen  lässt  Ist  nnn  cos  (2qp,)  >  0,  d.  h.  <p%  <  45°  oder  <jpt  > 
135°,  so  mnss  2sin,<rt  <  1,  also  auch  <pt  <  45°  oder  <jp,  >  135° 
sein.  Ist  jedoch  cos  (2^)  <  0,  also  135°  >  <px  >  45°,  so  muss 
2sins9>s  >  1  nnd  auch  135°  >  q>t  >  45°  sein.  Im  ersten  Falle  er- 
giebt  die  Bechnnog  für  a  stets  einen  negativen  Wert,  es  ist  dann 
die  v  axe  die  reelle  Axe  der  ähnlichen  Hyperbeln,  im  zweiten  Falle 
ist  o  positiv  und  die  S  axe  die  reelle  Axe  der  Hyperbeln.  Die  obige 
Bedingung  besagt  demnach  weiter  nichts,  als  dass  beide  Schenkel 
des  berührten  Winkels  parallel  2  nichtschneidenden  Durchmessern 
der  Hyperbel  sein  müssen. 


§  13. 
Ton  den  berührenden  ähnlichen  Curvcn  eines  Dreiecks« 

Machen  wir  nun  Anwendung  auf  den  Fall  des  vorletzten  Para- 
graphen. Die  gegebene  Cnrve  berührte  die  Schenkel  des  Winkels 
QiQiQs,  daher  muss  der  Mittelpunkt  jeder  ähnlichen  berührenden 
Curve  auf  MQt  oder  auf  der  durch  Qt  hierzu  conjugirt  gezogenen 
Geraden  liegen.  Die  Curve  berührt  aber  ebenso  die  Schenkel  der 
Winkel  Q&Q^  und  QtQsQ*,  und  deshalb  müssen  dieselben  Mittel- 
punkte ähnlicher  berührender  Cnrven  auch  auf  MQ^  und  Aftjjg  und 
auf  den  durch  Qj  resp.  Q8  gehenden  conjugirten  Geraden  zu  suchen 
sein. 

Man  bekommt  daher  die  übrigen  Mittelpunkte,  indem  man  durch 
Q,  zur  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  Bt  und  B%  eine 
Parallele  zieht,  welche  MQf  und  MQ+  oder  deren  Verlängerung  in 
M"  und  Mm  schneidet,  dann  den  zweiten  dieser  Schnittpunkte  M* 
mit  Qf  verbindet  und  diese  Linie  bis  zum  Schnittpunkte  M*  mit 
MQt  verlängert  Dann  sind  M\  Af",  Mm  die  gesuchten  Mittel- 
punkte, und  es  muss  M*Mm  conjugirt  MQS,  also  parallel  BXBZ  sein, 
ferner  müssen  M\  M"  nnd  %  auf  einer  Geraden  liegen,  welche 
zu  MQ$  conjugirt,  also  parallel  BtBt  ist 

Die  4  Mittelpunkte  haben  demnach  eine  solche  Lage  n  ein- 
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toder,  dass  die  Verbindungslinie  von  je  2  derselben  znr  Verbin- 
dungslinie der  beiden  andern  conjugirt  ist  and  sich  mit  derselben 
ii  einer  Ecke  des  Dreiecks  schneidet,  wie  schon  in  §  8.  von  ans 
behauptet  worden  war. 

Nun  mnss  aber  für  jeden  dieser  neuen  Mittelpunkte  der  Lehr- 
satz von  §  11.  gültig  sein.  Man  bekommt  also  z.  B.  auch  zum  Mittel- 
punkte M*  den  Berührungspunkt  Bt*  mit  der  Seite  Q^Qj,,  indem  man 
H*  mit  Äj  verbindet,  durch  Qt  die  Parallele  zieht,  welche  0,0^  in 
TV  trifft,  nnd  dann  BX    so  bestimmt,  dass 

RiB1'  =  B1T1> 

wird,  aber  Bf  auf  der  andern  Seite  von  Rk  zu  liegen  kommt.  Da 
aber  QgQ,  »als  Tangente  an  beide  Cnrven  auch  für  beide  zum  Ra- 
dinsvector  nach  dem  Berührungspunkte  conjugirt  sein  mnss,  so  muss 
M*Bx  parallel  MBX  sein.  Dieses  ist  aber  nur  möglich,  wenn  £/ 
mit  r,  und  TX  mit  Bx  zusammenfällt  und  M'RX  parallel  QLBt 
Unit  Wir  hätten  daher  M*  auch  dadurch  finden  können ,  dass  wir 
durch  7|  eine  Parallele  zu  BXM  zogen  und  diese  bis  zum  Schnitt- 
punkt mit  MQt  verlängerten.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  ein  auf 
diese  Weise  construirter  Punkt  Mf  wirklich  der  Bedingung  von  §  11. 
entspricht,  nnd  M,Rl  parallel  QtBt  sein  muss.  Verlängern  wir  TtQx 
bis  zum  Schnitt  mit  der  Verlängerung  von  BkM  in  C„  so  muss 

BXM—  MCt 

also  C,  ein  Punkt  der  berührenden  Curve  sein.  Dann  verlängern 
wir  noch  TXM'  und  Bfix  bis  zum  Schnitt  in  C,'.    Da 

BtM  —  MCt 

ist,  und  TjCj'  parallel  BXCX  läuft,  so  muss  auch 

TtM'  =  M'  c±' 

nnd  Cx  ein  Punkt  der  zweiten  berührenden  Curve  sein.  Dann 
aber  mnss  endlich  auch  MtR1  parallel  Cl'B1  sein,  wie  behauptet 
worden. 

Damit  ist  gezeigt,  dass  die  Fusspunkte  T  der  durch  die  Ecken 
des  Dreiecks  gezogenen  Parallelen,  die  bei  der  Construction  der  Be- 
rührungspunkte einer  berührenden  Curve  vorkommen,  selbst  wieder 
Berührungspunkte  anderer  berührenden  Curven  sind,  und  zwar  jede 
zu  derjenigen  Curve  gehört,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte 
der  gegebenen  Curve  und  der  entsprechenden  Ecke  auf  einer  Geraden 
liegt   Der  am  Schlüsse  des  §  8.  genannte  allgemeine  Lehrsatz  ist 
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also  jetzt  seinem  ganzen  Inhalte  nach  bewiesen.  Gleichzeitig  haben 
wir  gelernt,  wie  man  dnrch  einfache  Constrnction  zum  Mittelpnnkt 
einer  berührenden  Curve  die  Mittelpunkte  der  3  andern  und  sämt- 
liche Berührungspunkte  finden  kann. 

Was  die  Lage  der  4  Mittelpunkte  angeht,  so  überzeugt  man 
sich  bald,  dass  stets  einer  von  ihnen  innerhalb  des  Dreiecks,  die  3 
andern  ausserhalb  liegen.  Man  kann  zwei  wesentlich  verschiedene 
Lagen  der  Punkte  zu  einander  unterscheiden. 

Verbindet  man  die  äusseren  Punkte  zu  einem  Dreieck,  so  liegen 
im  ersten  Falle  alle  Ecken  des  gegebenen  Droiecks  auf  den  Seiteu  des 
neuen ,  im  andern  Falle  jedoch  liegt  nur  eine  Ecke  auf  der  Seite 
selbst,  die  beiden  andern  auf  der  Verlängerung.  Wir  werden  später 
noch  genauer  auf  diesen  Unterschied  zurückkommen. 

Jetzt  können  wir  auch  die  Frage  beantworten,  ob  nm  jeden 
beliebigen  Punkt  als  Mittelpunkt  eine  Curve  construirt  werden  kann, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  berührt.  Nimmt  man  einen  Punkt 
M  beliebig  an,  so  lassen  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  der- 
selbe Mittelpunkt  einer  berührenden  Curve  ist,  die  zugehörigen  Be- 
rührungspunkte Bly  B2,  B3  finden.  Durch  diese  kann  aber  nach 
den  Untersuchungen  des  §  9.,  wenn  von  ganz  singulären  Fällen  ab- 
gesehen wird,  stets  eine  and  nur  eine  Curve  gelegt  werden.  Dass 
dann  die  in  B^,  2*,,  Bz  an  diese  eine  Curve  gelegten  Tangenten 
auch  wirklich  mit  den  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  übereinstim- 
men und  nicht  ein  anderes  von  diesem  verschiedenes  Dreieck  be- 
grenzen, kann  leicht  eingesehen  werden.  Die  Lage  dor  Eckpunkte 
des  von  den  Tangenten  gebildeten  Dreiecks  ist  dadurch  bestimmt, 
dass  dieselben  auf  den  von  M  aus  gezogenen  Halbirungslinien  der 
Sehnen  BXB%>  B2B3,  BsBt  liegen,  und  dass  die  Verbindungslinie  von 
je  2  derselben  dnrch  einen  der  Punkto  B  hindurch  gehen  muss. 
Daraus  folgt,  [dass  die  Lage  einer  Tangente  die  Lage  der  beiden 
andern  bestimmt.  So  liefert  z.  B.  die  Tangente  in  Bt  sogleich  die 
Punkte  Qg  und  Q3  und  dann  weiter  die  Verbindung  von  Q,  mit  B3 
den  Punkt  Q„  und  es  muss  dann  von  selbst  QtQz  durch  B%  gehen. 
Die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  genügen  allen  diesen  Bedingun- 
gen. Wollto  man  nun  annehmen,  dass  die  Tangente  in  2?,  nicht 
mit  der  entsprechenden  Seite  des  Dreiecks  übereinstimmte,  so  würde 
man  an  Stelle  von  %  und  Q,  zwei  andere  Punkte  als  Ecken  des 
Dreiecks  erhalten,  deren  Verbindungslinie  nicht  durch  B2  hindurch- 
geht. Im  Falle  B%  auf  Q3Q,  selbst  liegt,  würden  nämlich,  wie  man 
direct  aus  der  Figur  ersehen  kann,  beide  Punkte  auf  MQ%  und  MQt 
oder  beide  auf  der  Verlängerung  dieser  Linien  zu  liegen  kommen, 
im  Falle  B%  auf  der  Verlängerung  von  QqQx  liegt,  dagegen  immer 
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der  eine  auf  der  betreffenden  Linie,  der  andere  auf  der  Verlänge- 
rt^, in  beiden  Fällen  würde  also  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  durch  Bt  nicht  mehr  hindurchgehen. 

Es  existiren  demnach  ausser  den  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks keine  Geraden  mehr,  welche  den  Bedingungen  der  Tangenten 
entsprechen,  woraus  folgt,|dass  diese  die  Tangenten  selbst  sein  müssen. 
Man  kann  also  in  der  Tat  um  jeden  beliebigen  Punkt  als  Mittel- 
punkt eine  Curve  zeichnen,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  berührt. 

Durch  eine  ähnliche  Ueberlegung  lässt  sich  erkennen,  dass  je  4 
beliebig  angenommene  Punkte  der  Ebene  angesehen  werden  können 
als  Mittelpunkte  von  4  ähnlichen  Cnrven,  welche  die  Seiten  eines 
Dreiecks  berühren.  Man  erhält  die  Ecken  des  betreffenden  Drei- 
ecks als  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie  von  je  2  Punkten  mit 
der  Verbindungslinie  der  beiden  andern. 

Ansser  den  4  berührenden  ähnlichen  Cnrven  eines  Dreiecks 
exisürt  immer  noch  eine  fünfte,  welche  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks geht  Der  Mittelpunkt  0  derselben  ist  leicht  zu  finden.  Man 
zeichnet  für  eiue  der  berührenden  Curven  die  Radienvcctoren  nach 
den  Berührungspunkten  und  zieht  durch  die  Mitten  der  Dreiecks- 
seiten Parallelen,  welche  sich  in  dem  gesuchten  Mittelpunkte  treffen. 

Nicht  so  leicht  gestaltet  sich  die  Lösung  der  Aufgabe,  zum 
Mittelpunkt  0  einer  umbeschriebenen  Curve  die  4  Mittelpunkte  der 
ähnlichen  berührenden  Curven  zu  finden. 

Man  verbinde  0  mit  den  Mitten  der  Seiten  R19  Rt9  i?8,  ver- 
längere diese  Linien  nach  beiden  Seiten  bis  zum  Schnitt  mit  der 
Gnrve  und  ziehe  durch  die  entstandenen  6  Schnittpunkte  die  den 
Seiten  des  Dreiecks  parallelen  Tangenten.  Dieselben  schliesson  dann 
im  Ganzen  4  verschiedene  ähnliche  Dreiecke  ein,  welche  von  der 
gegebenen  Curve  berührt  werden.  Verbindet  man  nun  die  Ecken 
eines  jeden  dieser  Dreiecke  mi  dem  Mittelpunkte  0  und  zieht  durch 
die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  hierzu  Parallelen,  so  treffen  sich 
diese  in  den  Mittelpunkten  der  berührenden  Curven. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  sich  nicht  zu  jeder  beliebigen  nm- 
beschriebenen  Curve  ähnliche  berührende  Curven  zeichnen  lassen. 
8olche  sind  nur  dann  möglich,  wenn  die  Verbindungslinien  MRU 
MR%y  MR9  oder  deren  Verlängerung  die  umbeschriebene  Curve  auch 
treffen  und  den  Seiten  des  Dreiecks  parallele  Tangenten  gezogen 
werden  können.  Diese  Bedingung  ist  immer  erfüllt  im  Falle  der 
Ellipse,  wenn  also  der  Punkt  0  innerhalb  des  von  Äj ,  R$,  R3  ge- 
bildeten Dreiecks  oder  innerhalb  der  Scheitelwinkel  dieses  Dreieck* 
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liegt,  im  Falle  der  Hyperbel  jedoch  nur,  wenn  alle  3  Ecken  auf 
einem  Zweige  liegen,  wenn  also  0  innerhalb  der  Scheitelwinkel  zun 
gegebenen  Dreieck  angenommen  wird. 

Ist  endlich  die  umbeschriebene  Cnrve  eine  Parabel,  so  lässt  sich 
nur  eine  einzige  berührende  Curve  gleicher  Axenrichtnng  zeichnen. 
Dio  Construction  der  Berührungspunkte  kann  aus  den  allgemeinen 
Vorschriften  dieses  Paragraphen  abgeleitet  werden,  wenn  man  sich 
den  Mittelpunkt  0  unendlich  weit  entfernt  denkt.  Man  ziehe  durch 
die  Ecken  des  Dreiecks  Parallelen  zur  Axe,  welche  die  Gegenseiten 
oder  deren  Verlängerung  in  jH,,  T2,  Ts  treffen.  Dann  liegen  die 
Berührungspunkte  in  derselben  Entfernung  yoü  den  Mitten  der  Seiten 
wie  diese  Schnittpunkte,  nqr  nach  entgegengesetzter  Richtung  hin. 


§  14. 

Die  Mittelpunkte  der  4  berührenden  ähnlichen  Crirren  als 
gemeinsame  Schnittpunkte  dreier  Hyperbeln. 

Es  giebt  noch  einen  zweiten  Weg,  vom  Mittelpunkt  0  einer 
umbeschriebenen  Corvo  zu  den  Mittelpunkten  der  ähnlichen  berüh- 
renden Curven  zu  gelangen.  Diese  können  nämlich  auch  als  gemein- 
same Schnittpunkte  dreier  Hyperbeln  bestimmt  werden.  Soll  die 
berührende  Curve  der  lirabeschriebenen  ähnlich  sein,  so  muss  für 
jede  Seite  der  Radiusvector  zum  Berührungspunkte  parallel  sein  der 
Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  dieser  Seite  mit  dem  Mittelpunkt 
der  umbeschriebenen  Curve.  Suchen  wir  den  geometrischen  Ort  für 
dio  Mittelpunkte  aller  berührenden  Curven,  bei  welchen  diese  Be- 
dingung nur  für  eine  der  Seiten  erfüllt  ist  Wir  wählen  als  solche 
Q%Q$,  nehmen  darauf  den  Berührungspunkt  Bt  beliebig  an,  suchen 
auf  der  andern  Seite  des  Mittelpunktes  R^  einen  Punkt  7\,  so  dass 

TxRt  =  R\Bt 

wird,  zeichnen  QtTt  und  ziehen  durch  Bx  zu  OÄj,  durch  22,  zu  0,7} 
Parallelen,  welche  sich  im  Mittelpunkte  M  der  berührenden  Curve 
treffen.  Lassen  wir  nun  Bt  auf  Q^  und  der  Verlängerung  dieser 
Seite  wandern,  so  bewegt  sich  der  Punkt  M  auf  einer  Cnrve, 
welche  gleich  bleibt  für  alle  Punkte  0,  welche  auf  derselben  durch 
Rt  gehenden  Geraden  liegen.  Rückt  Bt  an  Rt  heran,  so  nähert 
sich  M  dem  Mittelpunkte  /?„  die  Curve  geht  also  durch  Rk  hin- 
durch. Ferner  geht  dieselbe  durch  2  Punkte  H  und  J>  welche  man 
bekommt,  wenn  man  durch  Q%  und  Qs  zu  0Rt  Parallelen  zieht  und 
dieselben  bis  zum  Schnitt  mit  den  dnreb  Rt ,  i?5  resp.  Äj ,  ßj  be- 
stimmten Halbirungslinien  verlängert. 
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Aach  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Cnrve  lassen  sich  leicht 
logeben.  Wir  ziehen  QtK  parall.  0Rt  nnd  Buchen  auf  der  andern 
Seite  den  Punkt  £,  für  welchen 

LRX  —  R1K 

ist  Dann  ist  L  der  Berührungspunkt  und  die  berührende  Curve 
eise  Parabel,  deren  Mittelpunkt  als  Schnittpunkt  von  0R1  und  der 
durch  L  hierzu  parallelen  Geraden  im  Unendlichen  liegt  Bewegt 
sich  der  Berührungspunkt  selbst  nach  der  einen  oder  andern  Rich- 
tung in'8  Unendliche,  so  rückt  Tt  in  entgegengesetzter  Richtung 
fort,  und  der  Schnittpunkt  Jf  nähert  sich  immer  mehr  dem  Schnitt- 
punkte der  durch  i^  gehenden,  zu  Qx  Tt  parallelen  Geraden  mit  der 
durch  Q|  zu  Q,Q3  gezogenen  Parallelen. 

Unsere  Curve  wird  demnach  eine  Hyperbel  sein ,  deren  Asymp- 
toten die  durch  L  zu  0Rt  und  die  durch  Q,  zu  Q^Q$  parallel  ge- 
legten Geraden  sind.  Zeichnen  wir  wieder  das  grosse  Dreieck, 
dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  gegebenen  parallel  den  gegen- 
über liegenden  Seiten  laufen,  so  ist  die  eine  Seite  dieses  Dreiecks 
die  eine,  die  zugehörige  conjugirte  Ecktransversale  die  andere  Asymp- 
tote des  geometrischen  Orts. 

Analytisch  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  beigegebene  Figur 
folgendermassen: 

Die  Verlängerung  von  MBt  treffe  die  durch  Qx  gehende  Asymp- 
tote im  Punkte  V,  die  durch  M  zu  Q%%  gezogene  Parallele  treffe 
die  andere  Asymptote  in  W. 

Dann  ist 

jfK—  BXV— MBt  —  Q1K—MB1 
ferner 

MW—  LBX  =5  LR1+R1Bl 

Nun  verhält  sich  aber: 

MBX  :  R1B1  —  QjJT:  TXK  —  QtK  :  LRX  +  R1Bl 

Et  wird  daher 

„      R.B.  .  QXK         QtK  .  LRt         QtK .  LRt 
jwk—  h,a      LRt+RxBt       LR1+M1ß1  MW 

und  somit 

MV .  MW  —  QiK .  LRt    d.  h.  constant. 

Es  ist  dies  aber  wirklich  die  in  schiefwinkligen  Coordinaten 
ausgedrückte,  auf  .die  angegebenen  Asymptoten  als  Axen  bezügliche, 
Gleichung  einer  durch  Rt  gehenden  Hyperbel, 
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Solcher  Hyperbeln  lassen  sich  noch  zwei  weitere,  den  Seiten 
0,0,  and  Q|Qa  entsprechende  zeichnen.  Da  nnn  die  Mittelpunkte 
aller  berührenden  ähnlichen  Cnrven  gleichzeitig  auf  allen  drei  Hy- 
perbeln liegen  müssen,  erhalten  wir  den  Satz: 

Constrnirt  man  dasjenige  grosse  Dreieck,  dessen  Seiten  dorch 
die  Ecken  des  gegebenen  parallel  den  gegenüberliegenden  Seiten 
laufen  und  zeichnet  zu  jeder  Seite  dieses  Dreiecks  und  der  zuge- 
hörigen conjugirten  Ecktransversalen  als  Asymptoten  diejenige  Hy- 
perbel, welche  durch  die  Mitte  der  parallelen  Seite  des  gegebenen 
Dreiecks  geht,  so  schneiden  sich  diese  drei  Hyperbeln  in  den  4  Mit- 
telpunkten der  berührenden  ähnlichen  Curven. 

Uebrigcns  sind  die  Mittelpunkte  dieser  drei  Hyperbeln  als  Fuss- 
punkte  der  conjugirten  Ecktransversalen  des  grossen  Dreiecks  auf 
der  umboschriebenen  Curve  selbst  gelegen. 

Betrachten  wir  nun  die  Gestalt  und  Lage  der  verschiedenen  zur 
Seite  Q3Q3  gehörigen  Hyperbeln.  Sie  haben  sämtlich  eine  Asymp- 
tote 'gemeinsam,^  nämlich  die  durch  Q,  gehende  Seite  GtG$  des 
grossen  Dreiecks;  ferner  gehen  sie  sämtlich  durch  denselben  Punkt 
Rv  Da  die  andere  Asymptote  die  zugehörige  Ecktransversale  OtA 
des  grossen  Dreiecks  ist  und  die  Verbindungslinie  von  Gt  mit  Qt 
durch  Rt  hindurchgeht  und  von  Rx  halbirt  wird,  so  müssen  sämt- 
liche Hyperbeln  die  Gerade  QXGX  im  Punkte  Rx  berühren.  Liegt 
0  auf  QtRt  oder  auf  der  Verlängerung  hiervon,  so  fällt  der  Mittel- 
punkt A  auf  0,  und  die  Hyperbel  geht  über  in  die  beiden  Geraden 
G%Gs  und  QGt.  Durchschneidet  0Rt  oder  die  Verlängerung 
die  Seite  Q,  0,  des  gegebenen  Dreiecks,  so  liegt  die  Hyperbel  in  dem 
von  GtAGt  und  dem  zugehörigen  Scheitelwinkel  gebildeten  Räume; 
durchschneidet  sie  die  Seite  Q^,  so  liegt  die  Hyperbel  in  dem 
von  GxAGt  und  dem  zugehörigen  Scheitelwinkel  gebildeten  Räume. 

Wir  wollen  für  den  einen  der  beiden  Fälle  die  einzelnen  Hy- 
perbeln noch  genauer  verfolgen  und  annehmen,  dass  der  Schnitt- 
punkt von  07?,  mit  0,0*  sich  allmählich  von  Qt  nach  Qt  hin  be- 
wege. Wir  bekommen  dann  eine  Schar  von  Curven,  deren  einer 
Zweig  bei  7?,  in  das  Dreieck  eintritt  und  dasselbe  zwischen  Qt  und 
Q8  wieder  verlässt  Dieser  Austrittspunkt  muss,  da  J  anfänglich 
ausserhalb  des  Dreiecks  auf  der  Verlängerung  von  R1Rt  liegt,  von 
0,  ausgehend  sich  allmählich  abwärts  bewegen.  Er  erreicht  den 
Mittelpunkt  R*,  wenn  0Rt  parall.  Qt  Oj  ist  In  diesem  Falle  liegt  A 
auf  G9%  J  auf  £,,  die  Asymptoten  sind  G9G$  und  GXG%  selbst  und 
die  Hyperbel  halbirt  beide  Seiten  des  Dreiecks  Q,08  und  Q|4,. 
Dreht  sich  0R%  noch  weiter,  so  fällt  J  auf  RtRt  selbst,  der  Ans- 
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trittspunkt  der  Corvo  rückt  über  R*  hinweg  auf  Q8  zu  und  der 
Winkel  zwischen  den  Asymptoten  wird  immer  spitzer.  Schliesslich 
eitfernt  sich  A  in's  Unendliche,  die  Asymptoten  werden  parallel 
und  die  Curve  nähert  sich  der  Geraden  i^  Q3  und  deren  Verlängerung. 

Ganz  ähnlich  ist  der  Verlauf,  wenn  OÄj  die  Seite  QtQ9  durch- 
schneidet 

Wir  unterbrechen  an  dieser  Stelle  unsere  Betrachtung  auf  einen 
AigenbKck9  um  eine  Aufgabe  einzuschalten,  deren  Lösung  sich 
unmittelbar  aus  der  Figur  des  Paragraphen  ergiebt:  Gegeben  sei 
eise  Gerade  X,  auf  ihr  ein  Punkt  Rx ,  ferner  eine  zweite  Gerade  Lf 
nid  ausserhalb  ein  Punkt  J.  Man  soll  diejenige  Hyperbel  bestim- 
men, welche  L  in  Rx  berührt,  Ü  als  eine  Asymptote  hat  und  durch 
J  geht; 

Lösung:  Man  verlängere  L  bis  zum  Schnitt  mit  L'  in  Q,  und 
verlängere  Q,Ät  um  sich  selbst  bis  Gx.  Dann  verbinde  man  J  mit 
Ä,,  ziehe  durch  Q,  die  Parallele,  welche  die  durch  Rx  zu  L*  ge- 
togene  Parallele  in  0,  schneidet,  und  verlängere  Q%Rx  um  sich 
leibst  bis  Q, .  Endlich  verbinde  man  Qs  mit  J  und  ziehe  durch  Gt 
die  Parallele,  welche  IS  in  A  schneidet  Dann  ist  A  der  Mittel- 
punkt der  Gurve  und  GtA  die  andere  Asymptote.  Ferner  geht  die 
Cnrve  noch  durch  einen  weiteren  Punkt  H,  den  man  bekommt,  wenn 
man  Rx  mit  der  Mitte  von  QjQ,  verbindet  und  diese  Linie  verlän- 
gert, bis  sie  die  durch  Q,  zu  GtA  parallel  gezogene  Gerade  durch- 
schneidet 

§  15. 
Die  Lage  der  Mittelpunkte. 

Wir  wissen  bereits,  dass  nicht  zu  jeder  beliebigen  umbeschrie- 
benen Curve  ähnliche  berührende  Curven  gezeichnet  werden  können, 
und  haben  auch  schon  angegeben,  wo  der  Punkt  0  liegen  muss,  da- 
mit solche  möglich  sind.  Nun  lassen  sich  aber  die  3  Hyperbeln, 
deren  Schnittpunkte  die  Mittelpunkte  der  berührenden  Curven  sind, 
in  jedem  Falle  construiren,  woraus  mit  Notwendigkeit  zu  schliassen 
ist,  dass  dieselben  sich  überhaupt  nicht  schneiden,  wenn  0  in  einem 
andern  als  einem  der  früher  angegebenen  Räume  liegt.  Für  die 
Untersuchung  genügt  es  nur  zwei  der  Hyperbeln  zu  betrachten.  Da 
ferner  einer  der  Mittelpunkte  stets  innerhalb  des  Dreiecks  liegen 
muss,  braucht  man  diese  beiden,  um  zu  beurteilen,  ob  Schnittpunkte 
vorhanden  sind  oder  nicht,  auch  nur  innerhalb  des  Dreiecks  zu  ver- 
folgen. Vorher  wollen  wir  jedoch  uoch  einige  specielle  Fälle  er- 
ledigen. 
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Ist  0  der  Schwerpunkt,  so  geht  jede  Hyperbel  über  in  <fa 
betreffende  Seite  des  grossen  Dreiecks  und  die  zugehörige  Mittel- 
transversale. Die  Mittelpunkte  sind  demnach  die  Ecken  des  grossei 
Dreiecks  und  der  Schwerpunkt  des  gegebenen  selbst.  Da  die  Cum 
in  diesem  Falle  stets  eine  Ellipse  ist,  kann  man  das  Resultat  auch 
in  der  folgenden  Weise  aussprechen:  Um  den  Schwerpunkt  eines 
Dreiecks  lassen  sich  stets  2  concentrische  und  ähnliche  Ellipsen  con- 
struireo,  von  denen  die  eine  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  hindurch 
geht,  die  andere  die  Seiten  in  der  Mitte  berührt  Ausserdem  giebt 
es  noch  .3  anbeschriebene  ähnliche  Ellipsen,  welche  ebenfalls  die 
Seiten  im  Mittelpunkt  berühren  und  deren  Mittelpunkte  die  Schnitt- 
punkte der  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  zu  den  Gegenseiten  ge- 
zogenen Parallelen  sind. 

Zweitens  nehmen  wir  an,  dass  0  sich  auf  einer  die  Seiten  hal- 
birenden  Geraden  bewege.  Z.  B.  auf  ÄjÄj  und  dessen  Verlänge- 
rung. Dann  ist  die  zu  QiQ9  gehörige  erste  Curve  irgend  eine  GtQt 
in  Äj  berührende  Hyperbel ,  welche  GtGz  als  eine  Asymptote  hat. 
Die  zweite  auf  QtQ8  bezügliche  Hyperbel  geht  durch  72*  und  £,, 
ihre  Asymptoten  sind  G%G^  und  GSGV  Die  dritte  zu  3,0t  gehörige 
geht  durch  £,  und  i^,  ihre  Asymptoten  sind  G%GS  und  GtGv  Es 
gehen  somit  alle  3  Hyperbeln  durch  denselben  Punkt  Äj  und  be- 
rühren die  Gerade  GtQt ;  ferner  haben  sie  sämtlich  die  eine  Asymp- 
tote G%G9  gemeinsam,  treffen  sich  also  längs  dieser  Geraden  nach 
beiden  Seiten  erst  im  Unendlichen.  In  diesem  Grenzfalle  sind  dem- 
nach die  beiden  mit  Qj  auf  einer  Geraden  liegenden  Mittelpunkte, 
von  denen  der  eine  beständig  innerhalb ,  der  andere  ausserhalb  des 
Dreiecks  fällt,  auf  einander  zugerückt  und  mit  der  Seite  zusammen- 
gefallen ;  die  beiden  andern  auf  der  durch  Q,  zur  ersten  conjugirten 
Geraden  haben  sich  nach  beiden  Seiten  in's  Unendliche  ent- 
fernt. Dieser  Fall  tritt  immer  ein,  wenn  0  eine  die  Seiten  hal- 
birende  Gerade  passirt. 

Denken  wir  uns,  dass  der  Punkt  0  sich  innerhalb  des  Dreiecks 
in  der  Richtung  nach  Qt  hin  der  Linie  i?2Äj  nähert ,  so  geht  die 
umbeschriebene  Ellipse  allmählich  in  ein  Paar  paralleler  Geraden 
über,  nämlich  in  QSQ9  und  die  durch  0,  hierzu  gezogene  Parallele. 
Die  einbeschriebene  Curve  wird  sich  dabei  immer  mehr  der  Seite 
Q^Qz  nähern  und  schliesslich  mit  ihr,  ihr  Mittelpunkt  also  mit  Ä| 
zusammenfallen.  Dasselbe  geschieht  mit  der  zweiten  QsQ8  anbe- 
schriebenen Ellipse;  auch  sie  kommt  an  Q9%  heran,  ihr  Mittelpunkt 
rückt  auf  ^t  zu,  um  diesen  Punkt  an  der  Grenze  wirklich  zu  er- 
reichen. 

Anders  steht  es  mit  den   übrigen  berührenden   Curven.    Sie 
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gehen  tber  in  die  beiden  Geraden,  welche  sich  von  Q,  ans  über  Ot 
resp.  G*  in's  Unendliche  erstrecken.    Die  Berührungspunkte  mit  den 
w  Säten  Q,Q9  nnd  Q,Q*  sind  in  Qt  zusammengefallen,  der  Berührnngs- 
ptakt  mit  der  dritten  Seite  0,0s  ist  in  unendliche  Ferne  gerückt 

Wenn  0  sich  auf  B%Jt^  bewegend  einem  dieser  beiden  Punkte 
selbst  nahe  kommt,  so  wird  die  erste  Hyperbel  sich  einer  der  beiden 
andern  nähern  und  schliesslich  mit  ihr  zusammenfallen.  In  diesem 
Falle  giebt  es  unendlich  viele  umbeschriebene,  also  auch  unendlich 
viele  berührende  Curven;  der  geometrische  Ort  ihrer  Mittelpunkte 
ist  eben  diese  durch  die  Mitten  der  beiden  andern  Dreiecksseiten 
hindurchgehende  Hyperbel. 

Noch  ein  zweiter  Grenzfall  muss  genauer  erörtert  werden,  der 
Fall  nämlich,  dass  0  die  Verlängerung  einer  Seite  des  Dreiecks 
passirt  Nehmen  wir  an,  es  bewege  sich  0  in  dem  Scheitelwinke 
tod  QxQiQs  auf  die  Verlängerung  der  Seite  QjQi  zu. 

Der  erste  Zweig  der  ersten  Hyperbel ,  welcher  bei  Äj  in  das 
Dreieck  eintritt,  verlässt  dasselbe  dann  zwischen  Q,  und  J?,,  eben- 
falls verlässt  der  erste  Zweig  der  zweiten  Hyperbel,  welcher  bei  Rt 
das  Dreieck  betritt,  dasselbe  zwischen  Q,  und  R&  doch  liegt  dieser 
Austrittspunkt  weiter  von  Qt  entfernt  als  der  vorige.  Die  beiden 
Zweige  müssen  sich  daher  vor  dem  Verlassen  des  Dreiecks  schnei- 
den. Da  sich  aber  bei  weiterem  Fortschreiten  die  erste  Curve  der 
Asymptote  GtGSf  die  zweite  der  Asymptote  G%09  nähert,  so  müssen 
sie  sich  nach  dem  Austritt  aus  dem  Dreiecke  noch  einmal  treffen. 
Ausserdem  muss  der  zweite  Zweig  der  ersten  Hyperbel  denselben 
ersten  der  zweiten  noch  in  zwei  Punkten  treffen,  die  ausserhalb  des 
Dreiecks  gelegen  sind. 

Der  erste  Zweig  der  dritten  Hyperbel  stellt  nämlich  in  diesem 
Falle  eine  Curve  dar,  die  von  R*  ausgehend  sich  sehr  bald  auf  bei- 
den Seiten  von  R%Qi  in  der  Richtung  auf  ^  zu  umwendet  und  all- 
mählich in  die  von  Äj  über  Qt  in's  Unendliche  sich  erstreckende, 
doppelt  bedeckte  Gerade  übergeht.  Dieser  Zweig  gebt  erstens  durch 
die  beiden  angegebenen  Punkte  zwischen  Rz  und  Qt,  trifft  ausserdem 
aber  den  zweiten  Zweig  der  ersten  und  den  ersten  der  zweiten  Hy- 
perbel in  zwei  ausserhalb  des  Dreiecks  liegenden  Punkten,  welche 
sich  auf  verschiedenen  Seiten  der  Verlängerung  von  RzQt  befinden. 
Es  liegen  also  bei  der  ersten  Hyperbel  auf  jedem  Zweige  zwei  Schnitt- 
punkte, bei  der  zweiten  und  dritten  jedoch  sämtliche  Schnittpunkte 
auf  dem  einen  Zweige  allein. 

« 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  Über,  so  verwandelt  sich  der  erste 
Zweig  der  dritten  Hyperbel  in  die  doppelt  bedeckte  G  erade,  die  sich 
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von  i?3  über  Qx  in's  Unendliche  erstreckt,  die  beiden  Schnittpunkte 
zwischen  i?8  nnd  Q,  fallen  in  einen  anf  R^Qt  selbst,  die  beiden 
ausserhalb  befindlichen  in  einen  auf  der  Verlängerung  von  i^Q,  ge- 
legenen zusammen.  Es  berührt  dann  der  erste  Zweig  der  zweiten 
Hyperbel  beide  Zweige  der  ersten  in  zwei  Punkten,  die  auf  RzQl  und 
dessen  Verlängerung  liegen. 

Die  umbeschriebene  Curve  geht  in  diesem  Falle  über  in  die 
beiden  Geraden  OQg  und  0Q8.  Die  berührenden  Curven,  von  wel- 
chen nur  zwei  existiren,  sind  Hyperbeln,  welche  Q,  ^  als  eine 
Asymptote  haben  und  deren  andere  Asympte  OQ$  parallel  läuft. 

Nähern  wir  uns  von  der  entgegengesetzten  Seite  her  der  Ver- 
längerung von  QiQly  so  stellen  die  erste  und  zweite  Hyperbel  wieder 
Curven  vor,  welche  bei  Rt  und  R%  das  Dreieck  betreten  und  zwischen 
Qt  und  i?3  verlassen.  Sie  liegen  aber  jetzt  ganz  auseinander  und 
nähern  sich  erst,  wenn  man  der  Grenze  nähe  kommt,  um  sich 
schlieslich  wieder  in  denselben  beiden  Punkten  zu  berühren.  Anden 
steht  es  mit  der  dritten  Curve.  Dieselbe  biegt  jetzt  von  Ä,  ans  auf 
beiden  Seiten  nach  Qs  hin  aus  und  nähert  sich  allmählich  der  von 
i?3  über  Q3  bis  in's  Unendliche  sich  erstreckenden  Geraden.  Man 
gelangt  also  hier  nicht  zur  selben  Grenze  wie  im  vorigen  Falle. 

Es  hält  nun  nicht  schwer  zu  entscheiden,  in  welchen  Teilen  der 
Ebene  0  liegen  muss,  damit  Schnittpunkte  der  Hyperbeln  vorban- 
den sind. 

Wir  nehmen  an ,  dass  0  sich  in  dem  Räume  befinde ,  welch» . 
von  dem  Winkel  QXRXRZ  und  seinem  Scheitelwinkel  begrenzt  wird. 
Dann  verlassen  die  sämtlichen  ersten  Curven,  die  bei  Rt  das  Drei- 
eck betreten,  dasselbe  zwischen  Qt  und  Rf.  Es  wird  demnach  die 
zweite  Curve,  welche  bei  R%  eintritt,  die  erste  innerhalb  des  Dreh 
ecks  schneiden ,  wenn  sie  sich  so  wendet,  dass  ihr  Austrittspnokt 
auf  QXQ^  oder  0,-Rj  zu  liegen  kommt.  Dies  geschieht,  wenn  der 
Punkt  0  innerhalb  des  Winkels  R^RtQz  oder  des  zugehörigen  Schei- 
telwinkels sich  befindet.  Durch  diese  beiden  Bedingungen  wird  aber 
die  Lage  des  Punktes  0  auf  3  Flächenstücke  beschränkt,  nämlk* 
auf  denjenigen  Teil  des  Dreiecks  7?,i?2i?5,  welcher  innerhalb  des 
Winkels  Q^R*  liegt,  auf  den  Scheitelwinkel  von  i^Q|Qs  önd  wf 
den  Scheitelwinkel  von  Q^R* 

Nehmen  wir  zweitens  an,  der  Punkt  0  liege  in  dem  Ranne* 
welcher  von  Q^R*  und  seinem  Scheitelwinkel  begrenzt  wird,  » 
verlässt  die  erste  Curve  das  Dreieck  zwischen  Qt  und  Rs  nnd  wird 
deshalb   von  der  dritten  Curve,   welche  bei  Rs  eintritt,  nur  diu 
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geschnitten,  wenn  der  Austrittspunkt  auf  Q,  <2a  oder  QSRX  liegt  Wir 
erhalten  damit  drei  weitere  Räume,  in  denen  0  liegen  darf:  den 
noch  übrigen  Teil  des  Dreiecks  R1R%R^^  welcher  innerhalb  des 
Winkels  Q^ü»  liegt,  der  Scheitelwinkel  von  R&Q*  und  den 
Scheitelwinkel  von  Q1R1Rt. 

Fassen  wir  beide  Resultate  zusammen,  so  darf  also  0  liegen  in 
dem  Dreieck  RiRtRz  und  innerhalb  der  Scheitelwinkel  zu  Q^QtQs 
and  RtRJtz. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  man  in  derselben  Weise  von  der  zweiten 
Cnrve  ausgeht  und  die  Lage  des  Punktes  0  nach  einander  auf  die 
Winkel  Q^RtRi  und  Q^RtRz  und  deren  Scheitelwinkel  beschränkt, 
man  zu  ähnlichen  Resultaten  kommen  muss.  Dasselbe  wird  endlich 
tnch  der  Fall  sein,  wenn  man  von  der  dritten  Curve  ausgeht 

Wir  gelangen  somit  wirklich  zu  dem  schon  anderweitig  als 
richtig  erkannten  Resultat,  dass  die  Hyperbeln  sich  nur  dann  treffen 
and  nur  dann  berührende  Curven  vorhanden  sind,  wenn  der  Mittel- 
punkt 0  der  umbeschriebenen  Curve  im  Innern  des  Dreiecks  RXR%RZ, 
innerhalb  der  Scheitelwinkel  dieses  Dreiecks  und  innerhalb  der 
Scheitelwinkel  des  gegebenen  Dreiecks  liegt 

Wir  wollen  nun  die  Lage  der  4  Schnittpunkte  zu  einander  und 
ihre  Verteilung  auf  die  einzelnen  Zweige  der  Hyperbeln  zu  erkennen 
lachen. 

Wir  gehen  dabei  wieder  von  der  Annahme  aus,  dass  0  innerhalb 
des  Winkels  QtRfRt  oder  des  zugehörigen  Scheitelwinkels  sich  be- 
finde. Die  erste  Hyperbel  hat  stets  G%G5  als  eine  Asymptote,  be- 
rührt QXQ1  in  Rk  und  schneidet  Q±Q3  zwischen  Qt  und  22*.  Die 
andere  Asymptote  wandert  von  GXQ%  bis  GtG&  Die  zweite  Hyperbel 
berührt  QiGt  in  i?s,  hat  GtG9  als  eine  Asymptote,  während  die  an- 
dere mit  GtG9  beginnend  sich  um  den  Punkt  G%  dreht,  die  Rich- 
tungen <?tQsi  GtGt  passirt  und  schliesslich  die  Richtung  der  durch 
G%  zu  QtQs  gezogenen  Parallelen  annimmt.  Der  Mittelpunkt  der 
ersten  Hyperbel  liegt  zwischen  Q,  und  (78,  der  andere  rückt  von  G$ 
ans  über  Q,  und  Gt  allmählich  in's  Unendliche. 

Zunächst  liegt  0  in  dem  Winkel.  Dann  wendet  sich  die  zweite 
Curve  von  R%  aus  abwärts,  durchschneidet  die  erste  Curve  innerhalb 
des  Dreiecks  und  verlässt  das  Dreieck  zwischen  Q*  und  Ru  um  sich 
bei  weiterem  Fortschreiten  der  Asymptote  GsGt  zu  nähern.  Die 
erste  Curve  nähert  sich  aber  der  Asymptote  GtA,  woraus  folgt, 
dass  beide  Curven  sich  ausserhalb  des  Dreiecks  noch  einmal  treffen 
müssen.    Aehnlich  liegt  die  Sache  auf  der  andern  Seite.    Die  erste 
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Carve  verläset  das  Dreieck  zwischen  Q,  und  R%  und  nähert  sich  der 
Asymptote,  deren  Richtung  zwischen  GMG9  und  QtQ*  gelegen  ist 

Es  müssen  sich  darum  auch  hier  die  beiden  Curven  noch  ein- 
mal schneiden  Der  vierte  und  letzte  Schnittpunkt  muss  dann  von 
selbst  auf  der  Seite  von  Q%Qt  liegen,  welche  Qs  entgegengesetzt  ist 

Die  vier  Schnittpunkte  haben  also  die  erste  der  beiden  in  §  13. 
angegebenen  Lagen;  die  äusseren  Punkte  lassen  sich  zu  ei uem  Drei- 
eck verbinden,  auf  dessen  Seiten  selbst  die  Ecken  des  gegebenen 
Dreiecks  liegen.  Ferner  erkennen  wir,  dass  der  erste  Zweig  der 
ersten  Hyperbel  sich  mit  dem  ersten  Zweig  der  zweiten  in  3  Punkten 
schneidet,  während  die  beiden  andern  Zweige  nur  einen  Punkt  ge- 
meinsam haben. 

Es  erübrigt  noch  die  Lage  der  Punkte  auf  der  dritten,  durch 
R3  gehenden  Hyperbel  festzustellen.  Diese  hat  G1Gt  als  eine  Asymp- 
tote, die  andere  liegt  zwischen  GZGX  und  GSG%  Der  erste  Zweig 
derselben  muss  also  durch  den  jenseits  QtQ2  liegenden  vierten  Punkt, 
durch  den  im  Innern  des  Dreiecks  gelegenen  Punkt  und  durch  den 
einen  der  beiden  andern  liegenden  Punkte  gehen,  und  zwar  durch 
den  auf  der  Seite  von  Rly  wenn  die  veränderliche  Asymptote  der 
Curve  zwischen  GtG%  und  &8Q8,  dagegen  durch  den  bei  -ß*  befind- 
lichen, wenn  die  Asymptote  zwischen  &8Q*  und  GtGx  liegt  Der 
letzte  Punkt  liegt  auf  dem  andern  Zweige. 

Es  liegen  demnach  bei  allen  3  Hyperbeln  3  Punkte  auf  dem 
ersten  und  einer  auf  dem  zweiten  Zweige.  2  Hyperbeln  schneiden 
sich  so,  dass  ihre  ersten  Zweige  3  Punkte  gemeinsam  haben,  die 
beiden  andern  sich  nur  in  einem  Punkte  treffen.  Die  dritte  Hyperbel 
aber  schneidet  mit  ihrem  ersten  Zweige  die  beiden  andern  ersten 
Zweige  nur  in  2  Punkten;  ausserdem  geht  derselbe  Zweig  durch 
den  vierten  Punkt,  welchen  die  andern  Zweige  der  ersten  beiden 
Curven  gemeinsam  haben,  während  der  andere  Zweig  durch  den 
dritten  Punkt  hindurchgeht. 

Dieses  ist  die  Lage  der  Punkte  für  den  Fall,  dass  0  sich  in 
demjenigen  viereckigen  Teile  des  Dreiecks  R^R^  befindet,  welcher 
durch  Q\Ri  und  QjÄ,  von  demselben  abgeschnitten  wird.  Es  be- 
darf jedoch  keiner  weiteren  Begründung,  dass  man  zu  ganz  denselben 
Resultaten  gelangen  muss,  wenn  man  von  einer  andern  Curve  den 
Ausgang  nimmt  und  die  Lage  des  Punktes  0  auf  die  von  Q^R*  Q°d 
Q$R&  oder  die  von  Q^RS  und  QtRl  begrenzten  Teile  beschränkt. 
Unser  Resultat  gilt  daher  allgemein  für  den  Fall,  dass  0  innerhalb 
des  Dreiecks  R1RtR%  liegt. 
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Deswegen  brauchen  wir  auch,  wenn  wir  nunmehr  die  bewegliche 
Asymptote  der  zweiten  Curve  weiter  drehen,  das  Intervall  von  OtOt 
bis  GtGt  oder  die  Lage  des  Punktes  0  innerhalb  des  Winkelraumes 
^ßjÄ,  nicht  weiter  zn  berücksichtigen  und  gehen  sogleich  zu  der 
Annahme  Ober,  dass  sich  die  Asymptote  über  G%Gl  hinaus  bis  zu 
der  darch  Gt  zn  QtQs  parallelen  Richtung  drehe,  oder  dass  0  inner- 
halb des  Winkels  B^R^Q^  und  des  zugehörigen  Scheitelwinkeis  sich 
befinde. 


Dann  mnss  die  zweite  Curve,  welche  bei  Rt  in  das  Dreieck 
tritt,  die  erste,  da  diese  GtG3  als  Asymptote  hat,  schon  tot 
Eintreten  iu  das  Dreieck  schneiden;  sie  trifft  noch  einmal  mit  ihr  im 
Innern  des  Dreiecks  zusammen,  verlässt  darauf  das  Dreieck  zwischen 
Q,  nnd  J?3  und  nähert  sich  immer  mehr  der  Geraden  GXG^  Der 
zweite  Zweig  der  ersten  Curve  nähert  sich  aber  GtG&  es  muss  des- 
hilb  der  erste  Zweig  der  zweiten  Cunre  nach  dem  Verlassen  des 
Dreiecks  den  zweiten  Zweig  der  ersten  mindestens  noch  in  einen 
Punkte  treffen.  Nun  berührt  der  zweite  Zweig  der  zweiten  Cnrre 
die  durch  Gt  gehende  Asymptote,  der  erste  Zweig  der  ersten 
Cnrve  die  Verlängerung  von  GAA.  Es  müssen  sich  deswegen  diese 
beiden  Zweige  in  einem  vierten  Schnittpunkte  treffen,  so  lange  die 
Verengerung  von  GtA  die  Asymptote  durch  Gt  auf  dieser  Seite 
durchschneidet  Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn  0  innerhalb  des  Sehei- 
telwinkels  von  QlRtRt  liegt 

Dann  haben  also  die  4  Schnittpunkte  wieder  dieselbe  Lage  zn 
einander  wie  im  vorigen  Falle,  nnd  da  dann,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  die  dritte  Cunre  mit  ihrem  ersten  Zweige  darch  die  erst- 
genannten 3  Punkte,  mit  dem  zweiten  durch  den  Tieften  und  letzten 
Punkt  hindurchgeht,  so  gut  auch  für  die  Yerteflnag  der  Punkte  aaf 
die  einzelnen  Hyperbeln  dasselbe. 

Es  bedarf  keiner  weiteren  Begründung  mehr,  dass  dieses  Be- 
ndtat  nicht  nur  für  Punkte  innerhalb  des  Scheitelwinkeln  von  QtRtRt 
sondern  überhaupt  für  alle  Punkte  0  gelten  mnss,  welche  innerhalb 
der  Scheitelwinkel  des  Dreiecks  Ä,fiA  liegen. 

Fassen  wir  beide  Fälle  zusammen,  so  lautet  unser  Ergebnis«  s 
Liegt  0  in  dem  Dreieck  Ä,Ä*Ä,  oder  innerhalb  eines  8ebeftelwin- 
kels  zu  diesem  Dreieck,  d.  h.  sind  die  berührenden  Cnnreo  Ellipsen, 
to  bflden  die  äussern  Mhtelmnkte  immer  ein  Dreieck,  nnf  dessen 
Seiten  die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  Hegen.  Der  erste  Zweig 
einer  jeden  Hyperbel  enthalt  3  Punkte,  der  zweite  nur  einen.  Zwei 
der  Hyperbel  schneiden  sich  mit  ihre«  ernten  Zweige  »  9  Punkten; 
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der   erste  Zweig  dieser  dritten  geht  aber  nur  durch  zwei  dieser 
Punkte. 

Ist  aber  die  Asymptote  durch  Gt  parallel  OtAu  liegt  0  im  Un- 
endlichen und  ist  die  umbeschriebene  Curve  eine  Parabel,  so  liegt 
auch  der  vierte  Mittelpunkt  im  Unendlichen.  Diesem  entspricht  die 
einzige  in  diesem  Falle  mögliche  r  berührende  Parabel. 

Die  andern  Mittelpunkte  liegen  im  Endlichen,  und  zwar  fallen 
dieselben  mit  den  Mitten  der  durch  die  Ecken  zu  AG1  parallel  ge- 
zogenen Transversalen  des  Dreiecks  zusammen,  und  diese  Trans- 
versalen selbst  stellen  die  entsprechenden  berührenden  Curven  dar. 

Dreht  sich  die  Asymptote  durch  G%  noch  weiter,  so  schneidet 
der  erste  Zweig  der  ersten  Curve  den  zweiten  Zweig  der  zweiten 
Oberhaupt  nicht,  es  geht  der  erste  Zweig  der  zweiten  Curve  durch 
sämtliche  4  Mittelpunkte  hindurch,  während  jeder  Zweig  der  er- 
sten Curve  zwei  derselben  enthält.  Dann  liegen  auch  sämtliche 
Punkte  auf  dem  ersten  Zweige  der  dritten  Curve.  Dieser  Fall  tritt 
ein,  wenn  0  sich  innerhalb  des  Scheitelwinkels  von  BtQ1Qs  befin- 
det, doch  gilt  dieses  Resultat  mit  geringer  ModificaÜon  auch  für 
alle  Punkte  innerhalb  des  Scheitel  winkeis  von  R^O*  und  über- 
haupt für  jeden  Punkt  im  Innern  eines  Scheitelwinkels  zum  gegebenen 
Dreieck. 

Wenn  also  0  innerhalb  eines  Scheitelwinkels  zum  gegebenen 
Dreieck,  liegt ,  d.  b.  wenn  die  berührende  Curve  eine  Hyperbel  ist, 
so  haben  dio  Mittelpunkte  die  zweite  der  beschriebenen  Lagen,  es 
lassen  sich  die  äusseren  .Punkte  derart  verbinden,  dass  die  eine 
Ecke  des  Dreiecks  auf  einer  Verbindungslinie  selbst,  die  beiden  an- 
dern auf  der  Verlängerung  liegen.  In  diesem  Falle  schneiden  die 
ersten  Zweige  zweier  Hyperbeln  sich  gegenseitig  in  4  Punkten,  die 
beiden  Zweige  der  dritten  Hyperbel  dagegen  in  2  Punkten. 


§  16. 

Beweis  des  Satzes  t  Sämtliche  ähnliche  berührende  Curven  eines 
Dreiecks  werden  von  der  ähnlichen  Curve  der  9  Punkte  berührt 

Aus  der  Planimetrie  ist  bekannt,  dass  der  durch  die  Mitten  der 
Seiten,  durch  die  Fusspunkte  der  Höhen  und  durch  die  Mitten  der 
ebenen  Höhenabschnitte  gehende  sogenannte  Feuerbach'sche  Kreis 
sowol  den  einbeschriebenen  wie  alle  3  anbeschriebenen  Kreise  des 
Dreiecks  berührt  Nach  unserm  Princip  muss  deswegen  auch  die 
Ellipse  durch  die  Mitten  der  Seiten,  durch  die  Fusspunkte  der  con- 
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jugirten  Ecktransversalen  nnd  durch  die  Mitten  der  oberen  Ab- 
ichnitte  derselben  die  sämtlichen  4  berührenden  ähnlichen  Ellipsen 
des  Dreiecks  berühren. 

Wir  wollen  beweisen ,  dass  auch  dieser  Satz  allgemeinere  Gül- 
tigkeit besitzt  und  die  Curve  der  9  Punkte  stets  die  sämtlichen  be- 
rührenden ähnlichen  Curven  berührt 

Die  berührende  Curve  sei 

ferner  bezeichnen  wir  wie  in  §  11.  die  Berührungspunkte  mit  2?„ 
B»  B3>  die  Schnittpunkte  der  Tangenten,  d.  h.  die  Ecken  des  Drei- 
ecks mit  Qa,    Q,,    Q8   und  die  Coordinaten  derselben   mit  (u,,  vt)> 

(«i>  »i),  («s*  «*)• 

Man  bekommt  nun  den  Mittelpunkt  0  der  umbescbriebenen 
Curve,  indem  man  M  mit  Bu  2?,,  Bs  verbindet  und  durch  die  Mitten 
der  Seiten  hierzu  Parallelen  zieht,  welche  sich  in  0  treffen.  Sind 
die  Coordinaten  desselben  a  und  b,  so  müssen  die  Gleichungen 
gelten: 


*"       2 


*-  — g-  -  [a 2~ )  &  (1) 

1 2--Va 2-)h 

und  die  Gleichung  der  umbeschriebenen  Curve  hat  die  Gestalt: 

(S-a)*+t(if-a)*-r»  (2) 

Man  erhält  ferner  den  Mittelpunkt  N  der  Curve  der  9  Punkte, 
wenn  man  0  mit  dem  Schwerpunkt  S  verbindet  und  diese  Linie  um 
die  Hälfte  verlängert.    Die  Coordinaten  von  N  werden  danach 

tti+Mi+tta  —  g     nnd      »i+gfe  +  Ps  — * 
2  UDa  2 

und  die  Curve  der  9  Punkte  hat  zur  Gleichung 

(5_  -da±St=-)*  +,  (,_  •L±2tt!tZ»)'  _  J  (3) 

Es  soll  gezeigt  werden,  dass  diese  Curve  die  gegebene  berührt. 
Wenn  sich  2  ähnliche  Curven   berühren,  muss  der  Berührungs- 
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punkt  auf  der  gemeinsamen  Centrale  liegen.  Wir  verbinden  des- 
wegen M  und  N  und  berechnen  für  jede  der  beiden  Curven  die 
Länge  des  zugehörigen  RadiusYectors.  Hat  der  Schnittpunkt  B 
der  Centrale  mit  der  ersten  gegebenen  Curve  die  Coordinaten 
(£4*  1/4)  >  80  ist  der  Radiusvector  für  die  erste  Curve  gleich 
Vf4f+iy4a.    Nun  ist  aber 

Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so  kommt 

s K+tfr+t>3  — 6)» 

""  («i+«i+«s  —  «),+«(»i+v*+v3  —  *)* 

und  es  wird 

(«!  -ff«,  + 1*3  —  a)*  +«(»!  -f-  t>2+  vs  -  £)* 
Da  die  zweite  Curve  der  ersten  ähnlich   ist,   so  muss  der  entspre- 
chende Radiusvector  derselben  gleich  5  Vi«* +74*  sein- 

Sollen  sich  nun  beide  Curven  berühren ,  so  muss  die  Summe 
oder  die  Differenz  der  beiden  Radienvectoren  gleich  der  Centrale 
MN  sein,  je  nachdem  der  Berührungspunkt  auf  MN  oder  auf  der 
Verlängerung  von  MN  liegt.    Es  muss  daher 

(i±  5)' &•+*•>  -  (a±5sta=5)'+  (a±a±Ä--*)' 

oder  mit  Einsetzung  des  obigen  Wertes 

W±r)*  =  (u1  +  u,+Ut-a)*  +  B(v1+v1+vs-b)*    sein.        (4) 

Es  kommt  darauf  an,  den  Nachweis  der  Richtigkeit  dieser  Glei- 
chung zu  führen.  Dieses  kann  geschehen,  indem  wir  zeigen,  dass 
der  Wert  von  r ,  der  sich  aus  dieser  Gleichung  ergiebt,  identisch  ist 
mit  demjenigen,  der  sich  allein  mit  Hülfe  der  Bedingungsgleichungen 
für  £,  r\,  a,  6,  berechnen  lässt.  Zunächst  gehen  wir  zu  dieser  zweiten 
Berechnung  von  r  über,    Aus  (1)  kommt: 

_  q(12)       t>t  —  vt      th+H  Vi       "»+"1  Vt 
M*  ~       2     T       2      ?,"  2       ?, 

Ersetzen  wir  die  hierin  vorkommenden   u  und  v  durch  die  in  §  11- 
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unter  (2)  abgegebenen  Werte,  so  ergiebt  sich  nach  geeigneter  Zu- 
ummenfassung  and  Moltiplication  mit  ~f : 

"  •  "  2(12)(23)(31)  [-^»-%)(23X31)+ «1,(31)  (1  -  S&  -  i%% 

.         ._,  +*i(23)  (1 -$,{,-*%%)] 

■od  es  wird 

",~°  ~  2(12)(23)(31)  Cfa~%X»)(M)  +tgt(31)(l  -gtg,  -tr,tr,a) 

_.         .         .  +•«»»- &&-•**)] 

Ebenso  kommt 

*""'  "  5W2K23K3T) C  -«&-Si)(a8)(81)+f%(81)(l-Wa-«*%) 

Wese  Ausdrücke  setzen  wir  in  die  Gleichung 

ein  und  erhalten 

2 


r*    — 


4(12)*(23)»(31)1 


worin  nach  Vereinigung  der  entsprechenden  Glieder  beider  Quadrate 
anter  Benutzung  der  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  für  S,  v 

•  -  2*(23)«(31)«(i  -  ?,!,-  *i/ii/,)  +  (31)*(1  -  ?,|3- 1%%)» 
+(23)»(1  -fsS1)»+2£(23)(31)»(12)(l  -  &&-•%%> 
+2«(23)»(31)(12)(1  -Irf,  -  9%%) 

+  2(31)(23)(l-?a?8-e%i7s)(l-?sli-^s^)«il*  +  ^ii/i) 

wird. 

Das  vierte  und  fünfte  Glied  dieses  Ausdruckes  ergeben  durch 
directe  Addition 

2t(12)  23)<31)  [(12)  +  (23)  +  (31)] 

Fügt  man  ferner  beim  zweiten  und  dritten  das  fehlende  doppelte 
Product  hinzu,  welches  dann  natürlich  beim  letzten  Gliede  subtractiv 
zu  verrechneu  ist,  so  kommt  das  vollständige  Quadrat 

[(12)  +  (23)+(31)]* 

Vereinigen  wir  dann  noch  das  erste  und  das  erweiterte  letzte  Glied, 
so  wird 
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«  -  2t<12){23K3l[(12)+(23)  +  (31)]  +  [(12)  +  (23)  +  (31)]» 
+  »<Sl)(23Xl-Sili-nh*)ff&+«h*,+*&+<iw») 

Der  letzte  Teil  dieses  Ausdruck»  ist  aber  Dach  §  II.  Gleichung  (13) 
gleich 

—  2tfl2)*(23)(31) 

der  vorletzte  ergiebt  durch  direcfe  Ausrechnung 

-2t(12)(23)(31)[(2S)+(31)] 

Addiren  wir  beide  Ausdrücke,  so  kommt  demnach 

-2*(12)(23)(3I)[(12)+<28)  +  (3I) 

welcher  Ausdruck  sich  aber  gegen  das  erste  Glied  forthebt  Ei 
bleibt  damit  für  to  nur  noch  das  vollständige  Quadrat  über,  and  es 
wird 

(12) +  (23) +  (31)  • 

■^     2(12)(23)(3l)  l  ' 

wo  das  Zeichen  so  sea  wählen  ist,  dass  r  positiv  ist. 

Noch  schwieriger  gestaltet  sich  die  Berechnung,   wenn  wir  von 
der  Gleichung  (4)  ausgehen.    Wenn  wir  berücksichtigen,  dass 

r*-(Ull-a)»  +  f(«j-fi)» 
ist,  verwandelt  sich  dieselbe  in  die  Gleichung: 
4±4r-  u1t+u1t+2utua+2ui(ua-a)+2ut(us-  a) 

+ 1 t>,«+  «,• + 2«,t>, + 2w,(*B  -  *) + 2«.I(»S  -  6)  (6) 

Nun  ergiebt  sich  aber  durch  Einsetzen  der  Werte  von  u,  « 


(23)*  L 
(31)'  I 

'  (räxsij^ 


"»*+«»*  —  nn*[i— lji>— "jj^J 


-i-B,?,-«%ih] 

i)+2iP,(Bi-6)  -  (I2^3j[W,+ii)1ih+«1S1+iWJ 
i  -«Wh]  -  (11})(23)t[l  -  fes-  ■%%]  [(31)+(12)] 
lj[l  — ?a£i  — *>7«*?,J 


Po«    CwrBtn  zmiilrn   QrmUi.  ]g5 

-j  Bi«i+«Wi»a+*A+«h«s 
- »  - U.  -  '1.1.]-aa)(81), [1  - {,{, -iW,)[(12)+(23)] 

Fassen  wir  diese  Ausdrucke  in  passender  Weise  zusammen,  an 
ergiebt  sich  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (6;  nach  Fortlassuug 


(l-|rf,-1,,,,f!§5[(12)-(31)]-2(12)+23)] 

+d  -  SÄ  -  "»*)  [ffr}  [(12)  -  (23)]  -  2(12)+ (31)] 

+<1-  S,S,-<W.)[2<12>-(23)-(31)] 

Um  denselben  noch  weiter  zu  transfnrmiren,  benutzen  wir  die 
Gleichungen 

(lä)(l-SA-I%»1)+<31)(l-i,f,-^iI,)  -  <12)+(23)+(31) 

(23)(1  — ?,ei-i»l«,)+(12)(l-W1-«,%)-(12)  +  (23)+(31) 

(31)(4  —  IA  -r,,„)  +  (23)(l -U— •  WO  -  (12)+(23)+31) 

aus  welchen 

[(12)+(23)+(31)][(12)-  (23)  +  (31) 


1  —  {ata— ««aOj* 


2(31)(12) 


..     ,.       _.        [(12)+(23)+(31)]  [(31)-(12)  + 123)) 

l— «is.-«Me ä(23)(äi) 

Setzen  wir  diese  Werte  oben  ein,    so  reducirt   sich  der  Aus- 
druck auf 


ij5jjijj5jj[-X12)(23)(31)[(12)+(23)+(31)]+2C- 

+2(23)«(31),+  2(31),(12)"-(12)'-(23'-(31)'l 

Nun  ist  aber  nach  (14  in  {  11. 

(&!.+"ni.>,+(5Ä  +  <w»)'+«s5.+>V!,>'-l 
=  2<s,t,+  siM,)<W.+* 
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Ferner  findet  sich  aus  (16)  desselben  Paragraphen 
SiSfl  +  «*%  -  Vi-  «(12)«,    M,+f%%  -  Vi -«(23/ 

and  deshalb  mnss  anch 

2— «(12)*  —  «(23)*- «(31)*  -  2V(1  —  «(12/X1  —  *(23/)(l  —  «(31)») 
sein,  woraus  durch  Quadriren 

(12)* + (23)*+  (81/  -  2(12)»(23/+2(23/(31),  + 2(31/(12/ 

-4«(12)»(23)f(31)1 
sich  ergiebt. 

Mit  Hülfe  dieser  Relation  vereinfacht  sich  die  rechte  Seite  von 

t 
(6),  indem  wir  nun  auch  den  weggelassenen  Factor  /jO)fg3M3n  **' 

der  hinzufügen,  auf  den  Ausdruck: 


wie- 


(l2/(23/(3i?  f"  2(12)(23)(3D[(12)  +(23)  +  (3 l)]+4«(12/(23/(31/] 

oder  auf 

(12)  +  (23)  +  (31) 

(12)(23)(31)      ^ 

Setzen  wir  hierin  den  für  r  gefundenen  Wert  aus  (5)  ein,  so 
ergiebt  sich  =p4«r+4,  und  die  Gleichung  (4)  lautet: 

(2If«r/  -  (ul+tH+u9^a)*  +  i(v1+vs+vi  -*)•  (7) 

jenachdem  der  Quotient  — 2(12^23^31)       Positiv  ^^  nGg*üv  *8t- 

Damit  ist  der  Nachweis  geführt,  dass  die  Curve  der  9  Punkte 
wirklich  die  berührende  Curve  berührt  Gleichzeitig  haben  wir  auch 
einen  Ausdruck  für  r  gefunden,  d.  h.  für  das  Verhältnis*,  in  welchem 
die  Axen  der  umbeschriebenen  Curve  zu  denen  der  berührenden  stehen. 
Nach  (9)  in  §  11.  ist  dieser  Ausdruck  dem  absoluten  Werte  nach 
weiter  nichts  als  der  an  jener  Stelle  mit  t  bezeichnete  Factor,  mit 
dem  man  die  Determinanten  (12),  (23),  (31)  multipliciren  muss,  um 
entsprechende  Ausdrücke  in  u  und  v  zu  erhalten.  Nun  stellen  aber 
diese  Determinanten  dem  absoluten  Werte  nach  die  Iahalte  der 
Dreiecke  MBtBty  MBtBz,  MBsBlf  die  Ausdrücke  in  u,  v  die  Inhalte 
der  Dreiecke  MQtQt,  3fQ,Qj,  MQ9Ql  dar.  Daher  ist  der  Wert  von 
r  auch  gleich  dem  constanten  Yerhftltniss  von 


i 
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MQ&  :  MBtBt  -  3fQ,Q,  : MBSB5  -  M%Qt  :  MBsBt 

Mit  Hülfe  von  (4)  in  §  11.  kann  der  Quotient,  von  dessen  Vor- 
zeichen es  abhängt,  welche  der  beiden  in  (7)  enthaltenen  Gleichungen 
im  gegebenen  Falle  anzuwenden  ist,  auch  in  der  folgenden  Weise 
geschrieben  werden: 

(12)+ (23) +(31)      "1*1  —  tw +tt**8  —  "sPg+tt»*!  —  tti^s    £j 
2(12)(5Ö)(31)      "  2(utvs—u%v1)(utv$—usvt)(u9vt--u1vs)  ' 

Da  t*  stets  positiv  ist,  hängt  das  Vorzeichen  nur  von  dem  in 
u,  v  dem  ersten  nachgebildeten  Ausdruck  ab.  Der  Zähler  ist  dem 
absoluten  Werte  nach  gleich  dem  Inhalte  des  Dreiecks  QiQsQs,  der 
Nenner  gleich  dem  doppelten  Product  der  Teildreiecke  MQ^Q^ 
#Q|Q8,  3fQsQ|.  Welches  Vorzeichen  der  Quotient  hat,  ist  allein 
von  der  Lage  des  Punktes  M  abhängig ,  und  zwar  ist  derselbe  po- 
sitiv, wenn  M  innerhalb  des  Dreiecks  Qx  Q^QZ  oder  innerhalb  eines 
seiner  Scheitelwinkel  liegt,  negativ  im  ganzen  übrigen  Räume  (sofern 
tod  der  speciellen  Lage  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  oder  auf  der 
Verlängerung  einer  solchen  abgesehen  wird). 


Ist  nun 


+  i 


so  liegt  nach  den  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  ein 
Winkelpunkt  im  Dreieck  selbst,  der  zugehörige  Quotient  ist  daher 
positiv,  die  andern  drei  liegen  in  dem  Teile  des  Raumes,  in  welchem 
der  Quotient  negativ  ist 

Im  Falle  der  Ellipse  liegt  demnach  für  den  innerhalb  des  Drei- 
ecks liegendeu  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  B  auf  der  Ver- 
längerung von  MN,  für  die  äusseren  Punkte  auf  MN  selbst. 


Ist 


B  =   —  1 


so  liegt  ein  Mittelpunkt  innerhalb  des  Dreiecks ,  ein  zweiter  inner- 
halb eines  Scheitelwinkels ,  für  beide  ist  also  der  Quotient  positiv, 
die  beiden  andern  aber  liegen  in  dem  Räume,  in  welchem  derselbe 
negativ  ist. 

Im  Falle  der  Hyperbel  liegt  demnach  B  auf  MN  selbst ,  wenn 
M  innerhalb  des  Dreiecks  oder  in  einem  Scheitelwinkel,  dagegen 
auf  der  Verlängerung  von  MN ,  wenn  M  in  dem  übrigen  Räume 
sich  befindet 


L 
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III. 

§  17. 
Beziehungen  zwischen  Kreis  und  beliebigem  Kegelschnitt 

Wir  haben  in  §  3.  bemerkt,  dass  das  Product  ans  den  Ab- 
schnitten der  Secanten,  welches  beim  Kreise  fflr  alle  durch  denselben 
Punkt  gehenden  Secanten  constant  ist,  bei  der  Ellipse  nur  in  dem 
Falle  denselben  Wert  annimmt,  dass  die  Secanten  gleiche  Neigung 
zur  Axe  haben  und  ihre  Winkelhalbirenden  parallel  den  Hauptaxen 
der  Ellipse  sind.  Der  Grund  lag  darin,  dass  nur  für  solche  Geraden 
das  Verhältniss  zum  Bilde  dasselbe  war.  Wir  wollen  untersuchen, 
ob  sich  dieser  Satz  auch  auf  die  Hyperbel  übertragen  lftsst. 

Die  Gleichung  des  Abbildes  sei 

Wir  nehmen  einen  Punkt  (€„  yt)  beliebig  an,  legen  durch  denselben 
eine  Secante  und  suchen  das  Product  der  Abschnitte  zu  berechnen. 
Es  ist  für  jeden  andern  Punkt  der  Secante 

?  =  5i+*cos#,    r\  —  t/j-f-asintf 

worin  #  die  positive  oder  negative  Entfernung  von  (£t ,  %)  und  & 
den  Winkel  bedeutet,  den  die  Secante  mit  der  positiven  «axe  bildet. 

Für  die  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt  müssen  diese  Werte 

der  Gleichung 

§*+»7»-l 
genügen,  woraus 

.«  i       'gl  cos  0+ iifr  sin  fr      h%+^t%—  1      ft 
*  "^      cot'fr+asin**   "^cos^+fsin^""" 

sich  ergiebt.  Das  Product  der  beiden  Wurzelwerte  von  «  ist  also 
gleich       tTiJ1  •  %^,    Im  Falle  des  Kreises  ist  dasselbe  constant 

gleich  ?i,+t71,-l;  im  Falle  der  gleichseitigen  Hyperbel  ändertet 
sich  jedoch  mit  fr  und  ist  nur  für  solche  Werte  von  #  gleich  für  welche 
die  Differenz  cos*$  —  sin4&  denselben  Wert  hat.  Dieses  ist  aber 
der  Fall ,  wenn  die  Secanten  gleiche  Neigung  zur  Axe  haben ,  also 
gerade  dann ,  wenn  auch  die  Yerhätnisszahlen  denselben  Wert  be- 
sitzen und  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Producte  sich  auf  die 
beliebige  Hyperbel  übertragen  lftsst.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 
Für  jeden  Kegelschnitt  sind  die  Producte  aus  den  Abschnitten  zweier 
Secanten  gleich,  wenn  diese  gleiche  Neigung  zur  Axe  haben. 
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Beim  Kreise  kann  jede  Richtung  als  Richtung  der  Hauptaxe 
genommen  werden,  darum  müssen  bei  demselben  die  Producte  für 
lue  durch  denselben  Punkt  gehenden  Secanten  gleich  sein.  Ferner 
crgiebt  sich  sogleich  der  Satz:  Zieht  man  eine  Tangente  und  eine 
Sectnte  gleicher  Neigung,  so  ist  das  Quadrat  über  der  Tangente 
gleich  dem  Product  aus  den  Abschnitten  der  Secante. 

Ebenso  müssen  die  Umkehrungen  richtig  sein:  Sind  für  zwei 
Secanten  eines  Kegelschnitts  die  Producte  ihrer  Abschnitte  gleich, 
w  haben  dieselben  gleiche  Neigung  zur  Axe,  und  ihre  Winkelhalbi- 
renden  sind  den  Axen  des  Kegelschnitts  parallel. 

Ist  das  Quadrat  über  der  Tangente  gleich  dem  Product  aus  den 
Abschnitten  der  Secante,  so  haben  die  Tangente  und  Secante  gleiche 
Neigung  zur  Axe.  Im  ersten  Falle  liegen  die  4  Schnittpunkte  auf 
einem  Kreise,  im  letzten  Falle  berührt  der  durch  den  Berührungs- 
punkt und  die  beiden  Schnittpunkte  der  Secante  construirte  Kreis 
die  Tangente  und  den  Kegelschnitt 

Diese  Satze  ermöglichen  es,  zu  3  beliebig  gegebenen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  allein  mit  Hülfe  der  Richtung  der  Axen  den- 
jenigen vierten  Punkt  zu  finden,  in  welchem  der  durch  die  3  Punkte 
gelegte  Kreis  den  Kegelschnitt  trifft.  Man  construire  den  Kreis, 
verbinde  zwei  der  Punkte  mit  einander  und  ziehe  durch  den  dritten 
die  Secante  gleicher  Neigung,  welche  den  Kreis  in  dem  gesuchten 
Schnittpunkte  trifft.  Man  kann  denselben  auch  ohne  Benutzung  des 
Kreises  finden,  indem  man  zwei  Mal  zwei  Punkte  verbindet  und  zu 
jeder  Verbindungslinie  durch  den  dritten  Punkt  die  Secante  gleicher 
Neigung  zeichnet;  der  Schnittpunkt  der  beiden  Secanten  ist  eben- 
falls der  gesuchte  Punkt 

Es  besteht  demnach  zwischen  den  Schnittpunkten  eines  Kreises 
mit  einem  Kegelschnitt  und  der  Richtung  der  Axen  eine  derartige 
Beziehung,  dass  man  immer  zu  3  Schnittpunkten  mit  Hülfe  der  Axen- 
richtung  den  vierten  finden  kann. 

Auch  »im  Falle  der  Berührung  lässt  sich,  wenn  die  Tangente 
nebst  Berührungspunkt  und  der  eine  Schnittpunkt  gegeben  ist,  mit 
Leichtigkeit  den  andern  Schnittpunkt  finden. 

Entweder  construire  man  den  Kreis,  welcher  die  Tangente  iu 
dem  gegebenen  Punkte  berührt  und  durch  den  Schnittpunkt  geht, 
und  zeichne  durch  den  Schnittpunkt  eine  Gerade  gleicher  Neigung 
mit  der  Tangente,  welche  den  Kreis  im  gesuchten  Punkte  trifft  — 
Oder  man  ziehe  durch  den  Schnittpunkt  zur  Tangente  und  durch 
den  Berührungspunkt  zur  Verbindungslinie  mit  dem  Schnittpunkte 
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die  Geraden  gleicher  Neigung,  welche  sich  ebenfalls  im  verlangten 
Punkte  schneiden. 

Es  ist  daher,  wenn  ein  Kreis  einen  Kegelschnitt  durchschneidet, 
mit  der  Richtung  der  Verbindungslinie  zweier  Schnittpunkte  die 
Richtung  der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  gegeben-,  beide 
müssen  dieselbe  Neigung  zur  Axe  haben.  Daher  muss  für  alle  Kreise, 
welche  dieselben  beiden  Schnittpunkte  mit  einem  Kegelschnitt  ge- 
meinsam haben,  die  Richtung  der  Verbindungslinie  der  beiden  an- 
dern Schnittpunkte  dieselbe  sein.  Dieser  Satz  lässt  sich  auch  in 
folgender  Weise  umkehren :  Haben  2  Kreise  einen  Punkt  mit  einem 
Kegelschnitt  gemeinsam  und  läuft  die  Verbindungslinie  zweier  andern 
Schnittpunkte  des  ersten  Kreises  parallel  der  Verbindungslinie  zweier 
andern  Schnittpunkte  des  zweiten  Kreises,  so  liegt  auch  der  zweite 
Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  auf  dem  Kegelschnitt,  und  es  hat 
die  Verbindungslinie  der  beiden  gemeinsamen  Schnittpunkte  dieselbe 
Neigung  zur  Axe  wie  die  beiden  Parallelen. 

In  dieser  Form  wird  der  Satz  im  nächsten  Paragraphen  wieder- 
holte Anwendung  finden. 

Es  muss  auch  für  alle  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  in 
demselben  Punkte  berühren,  die  Verbindungslinie  der  beiden  Schnitt- 
punkte gleiche  Richtung  haben. 

Lässt  man  den  Radius  der  Kreise  sich  stetig  ändern,  so  rücken 
die  beiden  Schnittpunkte  auf  dem  Kegelschnitt  weiter,  und  es  ver- 
schiebt sich  ihre  Verbindungslinie  parallel  mit  sich  selbst  Dabei 
kann  man  es  immer  so  einrichten,  dass  sich  der  eine  der  beiden 
Schnittpunkte  dem  Berührungspunkte  nähert  und  schliesslich  mit 
ihm  zusammenfällt  Man  gelangt  dann  zum  Krümmungskreis,  welcher 
im  Berührungspunkte  3  Schnittpunkte  vereinigt  und  ausserdem  nur 
noch  einen  Punkt  mit  der  Curve  gemeinsam  hat.  Der  Mittelpunkt 
desselben  lässt  sich  also  in  einfacher  Weise  finden.  Man  zeichne 
die  Tangente  und  errichte  das  Lot-,  dann  ziehe  man  durch  den  Be- 
rührungspunkt die  Sehne  gleicher  Neigung  mit  der  Tangente  und 
errichte  das  Mittellot.  Der  Schnittpunkt  beider  Lote  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kreises. 

Es  ist  auch  der  Fall  möglich,  dass  beide  Schnittpunkte  gleich- 
zeitig mit  dem  Berührungspunkt  zusammenfallen,  wobei  man  zn 
einem  Kreise  gelangt,  der  in  seinem  Berührungspunkt  4  Schnitt- 
punkte vereinigt  und  sonst  keinen  Punkt  mit  dem  Kegelschnitt  ge- 
meinsam hat.  Dieser  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  der  Tangente  parallel  läuft,  also  die  Tangente 
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parallel  ist  der  Axe,  d.  h.  wenn  der  Berührungspunkt  der  Scheitel- 
punkt der  Curve  ist. 

Noch  eine  weitere  Folge  von  Sätzen  kann  hier  angeführt  wer- 
den, deren  Richtigkeit  ans  den  bisherigen  Resultaten  anmittelbar 
sich  ergiebt: 

Sämtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  4  auf  einem  Kreise  lie- 
gende Punkte  gezeichn  et  werden  können,  müssen  dieselbe  Richtung 
der  ixen  haben.  Man  bekommt  diese,  indem  man  den  Winkel 
zweier  Gegenseiten  in  dem  von  den  4  Punkten  gebildeten  Viereck 
halbirt. 

Sämtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  3  beliebige  Punkte  gehen 
und  dieselbe  Richtung  der  Axen  besitzen,  gehen  auch  noch  durch 
ein  und  denselben  vierten  Punkt  Dieser  liegt  mit  den  drei  ersten 
auf  der  Peripherie  eines  Kreises  und  wird  gefunden,  indem  man 
durch  einen  der  Punkte  zur  Verbindungslinie  der  beiden  andern  die 
Sehnen  gleicher  Neigung  zeichnet. 

Sämtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  4  Punkte  gezeichnet 
werden  können ,  die  nicht  auf  einem  Kreise  liegen ,  müssen  darum 
verschiedene  Richtung  der  Axen  besitzen. 

Alle  Kegolschnitte,  welche  durch  dieselben  3  Punkte  gehen  und 
in  dem  einen  derselben  den  Kreis  berühren,  welcher  durch  die  3 
Punkte  construirt  werden  kann,  haben  dieselbe  Richtung  der  Axen. 
Die  Axen  laufen  parallel  den  Halbirungslinien  der  von  der  Tangente 
ud  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  gebildeten  Winkel  oder 
auch  parallel  den  Halbirungslinien  der  Winkel,  welche  von  den  Ver- 
bindungslinien des  Berührungspunktes  mit  den  beiden  andern  Punkten 
gebildet  werden. 

Sämtliche  Kegelschnitte  derselben  Axenrichtnng,  welche  dieselbe 
Gerade  in  demselben  Punkte  berühren  und  ausserdem  einen  Punkt 
gemeinsam  haben,  gehen  noch  durch  einen  dritten  Punkt,  dessen 
Lage  leicht  bestimmt  werden  kann. 

Sämtliche  Kegelschnitte  derselben  Axenrichtnng,  welche  durch 
3  Punkte  gehen,  die  so  gelegen  sind,  dass  die  Verbindungslinien 
des  einen  mit  den  beiden  andern  gleiche  Richtung  zur  Axe  haben, 
berühren  sich  in  diesem  Punkte  mit  dem  Kreise,  welcher  durch  die 
drei  Punkte  construirt  werden  kann. 

Für  alle  Kegelschnitte  derselben  Axenrichtnng,  welche  durch  2 
feste  Punkte  gehen  und  dieselbe  Gerade  im  festen  Punkte  berühren, 
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ist  der  Berührungspunkt  und  die  Richtung  der  Aien  bestimmt.  Man 
findet  den  Berührungspunkt,  indem  man  den  Kreis  zeichnet,  welcher 
die  Gerade  berührt  und  durch  die  beiden  Punkte  geht.  Die  Axen- 
richtung  halbirt  den  Winkel  zwischen  der  Geraden  uud  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte. 

Allerdings  lassen  sich  auch  unendlich  viele  Curven  zeichnen, 
welche  durch  die  beiden  Punkte  und  die  Gerade  in  einem  andern 
Punkte  berühren.  Diese  haben  aber  sämtlich  verschiedene  Richtung 
der  Axen,  während  sie  in  dem  einen  Falle,  in  welchem  der  Berüh- 
rungspunkt die  angegebene  bestimmte  Lage  hat,  alle  von  derselben 
Axenrichtung  sein  müssen. 


§  18. 
Constructfonsaufgaben. 

Die  bisherigen  Angaben  reichen  hin  zur  Lösung  einer  ganzen 
Reihe  von  Aufgaben,  in  denen  es  sich  darum  handelt,  zur  Axenrich- 
tung eines  durch  Punkte  und  berührende  Geraden  oder  Kreise  be- 
stimmten Kegelschnitts  den  Mittelpunkt  oder  umgekehrt  zum  Mittel- 
punkt die  Richtung  der  Axen  zu  finden. 

Aufgabe  1:  Gegeben  sind  die  Punkte  A,  J?,  C%  D^  welche 
nicht  auf  einem  Kreise  liegen.  Es  soll  zu  einer  gegebenen  Axen- 
richtung der  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  gefunden  werden,  welcher 
durch  diese  4  Punkte  hindurchgeht. 

Lösung:  Man  construire  den  Kreis,  welcher  durch  A,  B,  C 
geht  und  zeichne  die  Sehne  CE,  welche  mit  AB  gleiche  Neigung 
zur  Axe  hat  Dann  liegt  E  auf  dem  Kegelchnitt  Hierauf  lege  man 
durch  A,  2*,  D  einen  Kreis  und  suche  wiederum  zu  AB  die  Sehne 
gleicher  Neigung  DF.  Dann  liegt  auch  F  auf  dem  Kegelschnitt,  es 
ist  CE  par.  DF,  und  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  geht 
durch  den  Mittelpunkt  der  Curve.  Drittens  zeichne  man  einen  Kreis 
durch  C,  £>,  JP,  lege  durch  C  die  Sehne  gleicher  Neigung  mit  DF, 
deren  Endpunkte  4*  abermals  auf  dem  Kegelschnitt  liegen  muss. 
Dann  ist  CG  par.  BA,  und  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
liefert  einen  zweiten  geometrischen  Ort  für  0. 

Liegen  die  gegebenen  4  Punkte  auf  einem  Kreise,  so  fallen  die 
3  zur  Construction  verwendeten  Kreise  mit  diesem  zusammen  and 
die  Verbindungslinie  der  Mitten  paralleler  Sehnen  schneiden  sich 
stets  in  demselben  Punkte,  welches  auch  die  Richtung  der  Axen  sein 
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mag.  Mail  erhält  also  zu  einer  beliebig  angenommenen  Richtung 
der  Axen  stets  dieselbe  Curve,  nämlich  den  durch  die  4  Punkte 
hindurchgehenden  Kreis.  Wenn  aber  die  Axcnrichtung  parallel  läuft 
der  Halbirungslinie  des  Winkels,  welcher  von  zwei  gegenüberliegen- 
den Seiten  des  Vierecks  ABCD  oder  von  den  Diagonalen  gebildet 
wird,  so  geht  jede  Curve,  welche  durch  drei  der  Punkte  hindurch- 
geht, von  selbst  auch  durch  den  vierten.  Man  kann  in  diesem  Falle 
noch  einen  fünften  Punkt  der  Curve  annehmen,  der  nur  nicht  mit 
den  vier  ersten  auf  demselben  Kreise  liegen  darf. 

Aufgabe  2:  Gegeben  4  Punk  to  A,  B,  C,  D,  welche  auf  einem 
Kreise  liegen.  Es  soll  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  gefunden 
werden,  der  durcli  diese  4  Punkte  und  ausserdem  durch  einen  fünften 
Punkt  E  hindurchgeht,  welcher  ausserhalb  der  Peripherie  des  Kreises 
liegt 

Lösung:  Man  zeichne  den  Kreis  durch  A,  B,  E  und  ziehe 
EF  parallel  DC.  Ebenso  zeichne  man  den  Kreis  durch  C,  Z>,  E 
und  ziehe  EG  parallel  AB.  Der  Mittelpunkt  0  liegt  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  Mitten  von  CD  und  EF  und  auf  der  Verbindungs- 
linie der  Mitten  von  AB  und  EG.  Die  Axen  des  Kegelschnitts  sind 
parallel  den  Halbirungslinien  der  Winkel,  welche  von  je  2  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Vierecks  ABCD  oder  von  den  Diagonalen 
desselben  gebildet  werden. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Aufgabe,  von  welcher  in  §  9.  die  Rede 
war,  uud  deren  Lösung  wir  dort  in  analytischer  Weise  versucht 
haben. 

Aufgabe  3:  Gegeben  A,  B,  C  und  0.  Man  soll  die  Axcn- 
richtung des  Kegelschnitts  bestimmen,  welcher  0  als  Mittelpunkt  hat 
und  durch  A,  B,  C  hindurchgeht 

Lösung:  Man  verbinde  0  mit  der  Mitte  von  BC,  verlängere 
diese  Linie ,  bis  sie  die  durch  A  zu  BC  gezogene  Parallele  in  D 
trifft,  und  verlängere  AD  um  sich  selbst  bis  E.  Dann  ist  E  der 
Endpunkt  der  durch  A  zu  BC  parallel  gezogenen  Sehne. 

In  gleicher  Weise  zeichne  man  sich  den  Endpunkt  F  der  durch 
C  zu  AB  parallelen  Sehne.  Hierauf  construire  man  durch  A,  jB,  6 
und  C,  Fy  E  Kreise,  die  sich  in  G  schneiden.  Dann  ist  G  eben- 
falls ein  Punkt  der  Curve  und  die  Halbirungslinie  der  zu  EG  und 
AB  oder  von  EO  und  CF  gebildeten  Wiukel  liefern  die  Richtung 
der  Hauptaxen  des  Kegelschnitts. 

Aufgabe  4 :    Gegeben  die  Gerade  E,  auf  derselben  der  Punkt 
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A,  ausserhalb  die  Punkte  B  und  C\  Es  wird  der  Mittelpunkt  0 
des  Kegelschnitts  gesucht,  der  eine  bestimmte  Axenrichtung  bat,  L 
in  A  berührf  und  durch  B  und  C  geht. 

Lösung:  Man  zeichne  den  Kreis,  welcher  L  in  A  berührt 
und  durch  A  geht,  und  suche  den  Schnittpunkt  D  dieses  Kreises  mit 
dem  Kegelschnitt  Ebenso  construire  man  den  Kreis ,  welcher  L  in 
A  berührt  und  durch  C  geht  und  suche  den  Schnittpunkt  E  mit  der 
Curve.  Dann  ist  BD  par.  CE  und  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte geht  durch  0.  Nun  zeichne  man  den  Kreis  durch  C,  B,  D 
und  ziehe  CF  parallel  der  Tangente  L.  Es  liegt  dann  auch  F  auf 
der  Curve  und  die  Verbindungslinie  von  A  mit  der  Mitte  von  CF 
geht  ebenialls  durch  0. 

Ist  L  die  Tangente  an  den  durch  A,  B,  C  gehenden  Kreis,  und 
weicht  die  Richtung  der  Axen  ab  von  der  Richtung  der  Halbirungs- 
linie  des  von  L  und  BC  oder  von  AB  und  AC  gebildeten  Winkels, 
so  fallen  sämtliche  Kreise  der  Construction  in  einen  zusammen  und 
wir  erhalten  als  einzige  Curve  den  umbeschriebenen  Kreis  der  Punkte 
selbst. 

Stimmt  jedoch  die  Axenrichtung  mit  der  Richtung  der  genannten 
Halbirungslinien  überein,  so  wird  jede  Curve,  welche  L  in  A  be- 
rührt und  durch  den  einen  der  beiden  Punkte  geht,  von  selbst  auch 
durch  den  andern  gehen.  Man  kann  daher  in  diesem  Falle  noch 
einen  vierten  Punkt  der  Curve  annehmen,  der  nur  nicht  auf  dem 
Kreise  durch  die  drei*  andern  liegen  darf.  Hierauf  bezieht  sich  die 
nächste  Aufgabe. 

Aufgabe  5:  Gegeben  L.  A  auf  £,  ausserhalb  By  C.  £  be- 
rührt den  Kreis  durch  A%  2J,  C. 

Man  soll  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  finden,  welcher  L 
in  A  berührt,  durch  £,  C  und  ausserdem  noch  durch  einen  vierten 
Punkt  D  hindurchgeht,  der  mit  A,  £,  C  nicht  auf  demselben  Kreise 
liegt. 

Lösung:  Man  zeichne  den  Kreis  durch  D,  welcher  L  in  A 
berührt,  und  ziehe  DE  parall.  BC.  Dann  liegt  0  auf  der  Verbin- 
dungslinie der  Mitten  von  BC  und  DE.  Ferner  construire  man  den 
Kreis  durch  £>,  B,  C  und  ziehe  DF  parallel  zu  L.  Dann  liegt  0 
zweitens  auf  der  Verbindungslinie  von  A  mit  der  Mitte  der  Sehne 
DF.    Die  Axenrichtung  halbirt  den  von  L  und  BC  gebildeten  Winkel 

Aufgabe  6:  Gegeben  L,  A  auf  X,  ausserhalb  B,  ferner  0.  Es 
soll  die  Axenrichtung  des  Kegelschnitts  gefunden  werden,  der  0  als 
Mittelpunkt  hat,  durch  B  geht  und  L  in  A  berührt 
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Lösung:  Man  suche  den  Endpunkt  C  der  durch  B  zu  L  pa- 
rallel gezogenen  Sehne.  Dann  verlängere  man  Ad  um  sich  selbst  bis 
A  beschreibe  den  Kreis  durch  £,  C,  D  und  den  Kreis,  welcher  L 
in  J  berührt  und  durch  D  geht  Beide  treffen  sich  in  dem  Punkte 
E  der  Curve.  Die  Axen  sind  dann  parallel  den  Halbirnngslinien 
der  von  DE  und  L  oder  BC  gebildeten  Winkel. 

Aufgabe  7:  Gegeben  L  mit  A,  V  mit  B.  Es  wird  der  Mit- 
telpunkt eines  Kegelschnitts  von  bestimmterRichtung  der  Axen  ge- 
weht, welcher  L  in  A  und  L'  in  B  berührt 

Lösung:  Man  beschreibe  durch  B  den  Kreis,  welcher  L  in  A 
berührt,  und  bestimme  den  zweiten  Schnittpunkt  C  dieses  Kreises 
mit  der  Curve.  Ebenso  zeichne  man  durch  A  den  Kreis ,  welcher 
V  in  B  berührt  und  suche  den  zweiten  Schnittpunkt  D  dieses  Kreises 
mit  dem  Kegelschnitt.  Dann  construire  man  einen  Kreis  durch  j4, 
A  C,  ziehe  CE  parall.  L'  und  verbinde  die  Mitte  von  CE  mit  B. 
Endlich  zeichne  man  einen  Kreis  durch  Ä,  C\  £>,  ziehe  DF  parall.  J? 
und  verbinde  die  Mitte  dieser  Sehnen  mit  A.  Die  beiden  Verbin- 
dangslinien  treffen  sich  dann  in  0. 

Wenn  A  und  B  vom  Schnittpunkte  von  L  und  L'  gleichweit 
eitfernt  liegen,  so  fallen  alle  bei  der  Gonstruction  vorkommenden 
Kreise  in  einen  zusammen  und  man  erhält  für  gewöhnlich  als  ein- 
nge  Lösung  den  Kreis,  welcher  h  in  A  und  L'  in  B  berührt.  Wenn 
jedoch  in  diesem  Falle  die  angenommene  Richtung  der  Axen  pa- 
rallel ist  der  Halbirungslinie  des  von  L  und  V  gebildeten  Winkels, 
so  kann  noch  ein  dritter  Punkt  der  Curve  angenommen  werden,  der 
ist  nicht  auf  dem  Kreise  liegen  darf,  welcher  L  in  A  und  L'  in  B 
berührt 

Aufgabe  8:  Gegeben  L  mit  A,  V  mit  B.  A  und  B  sind 
gleichweit  vom  Schnittpunkte  der  Geraden  L  und  L1  entfernt.  Es 
soll  der  Mittelpunkt  0  eines  Kegelschnitts  gefunden  werden ,  der  in 
L  in  A,  L'  in  B  berührt  und  ausserdem  noch  durch  einen  Punkt  C 
geht,  der  nicht  auf  dem  Kreise  liegt,  der  L  in  A  und  Lf  in  B 
berührt 

Lösung:  Man  zeichne  durch  C  den  Kreis,  welcher  L  in  A 
berührt,  ziehe  CD  parall.  V  und  verbinde  die  Mitte  von  CD  mit  B. 
Ebenso  construire  man  den  Kreis,  welcher  durch  C  geht  und  L'  in 
B  berührt,  lege  CE  parall.  L  und  verbinde  A  mit  der  Mitte  von 
CE.  Beide  Verbindungslinien  treffen  sich  in  0.  Die  eine  Axe  hal- 
birt  den  Winkel  zwischen  L  und  £',  die  andere  ist  parallel  AB. 

Aufgabe  9 :    Gegeben  L  mit  A,  V  und  0'    Man  soll  die  Axen- 

is* 


198       Glasen  Anwendung  eines  Abbildungsprincips  zur  Untersuchung 

schieben  wir  das  Coordinatensystem  bis  zum  Punkte  (?,,  n%)  und 
nennen  die  Coordinaton  in  Bezug  auf  das  neue  System  |',  i\',  so 
heisst  die  Gleichung: 

■^(a5'cos*+&ij'8in#)*  +  *-*(—  »g'  sind +ty' cos #)•  -  1 

Dieselbe  Gleichung  würden  wir  aber  auch  erhalten  haben,  wenn 
wir  um  den  ursprünglichen  Anfangspunkt  eine  der  gegebenen  con- 
gruente  Curve  mit  derselben  Richtung  der  Axen  construirt  und  diese 
abgebildet  hatten.  Man  kann  daher  das  Bild  einer  Curve  auch  in 
der  Weise  bekommen,  dass  man  um  den  Anfangspunkt  eine  con- 
gruente  Curve  mit  gleicher  Axenrichtung  zeichnet,  diese  abbildet 
und  das  Bild  parallel  mit  sich  selbst  verschiebt,  bis  der  Mittelpunkt 
mit  dem  Bilde  des  Mittelpunktes  der  Curve  zusammenfallt  Daraus 
geht  hervor,  dass  das  Bild  einer  Curve  der  Gestalt  nach  nur  ab- 
hängig ist  von  den  Dimensionen  derselben  und  von  der  Richtung 
der  Axen,  aber  unabhängig  ist  von  der  Lage  des  Mittelpunktes. 
Ferner  ergiebt  sich,  dass  ähnliche  Curven  bei  der  Abbildung  wieder 
ähnliche  Curven  liefern. 

Es  handelt  sich  nun  hauptsächlich  darum ,  die  Lage  der  Axen 
beim  Abbild  zu  bestimmen.  Dieselben  entstehen  ans  demjenigen 
Paar  von  conjugirten  Durchmessern  der  Curve,  welches  bei  der  Ab- 
bildung senkrechte  Geraden  liefert  Nun  werden  aber  aus  sämt- 
lichen conjugirten  Durchmessern  der  Abbildungsellipse  senkrechte 
Geraden. 

Wir  müssen  also  diejenigen  conjugirten  Richtungen  der  Ellipse 
aufsuchen,  welche  auch  in  Bezug  auf  die  abzubildende  Curve  con- 
jngirt  sind.  Zu  dem  Ende  construiren  wir  um  den  Anfangspunkt 
eine  der  gegebenen  ähnliche  Curve  mit  gleicher  Richtung  der  Axen, 
welche  die  Abbildungsellipse  berührt  Die  Richtung  zu  den  Be- 
rührungspunkten und  die  hierzu  conjugirte  Richtung  der  gemein- 
samen Tangente  geben  dann  die  Richtungen  der  beiden  Durchmesser 
an,  welche  bei  der  Abbildung  Hauptaxen  des  Kegelschnitts  werden. 

Ist  die  abzubildende  Curve  eine  Ellipse,  so  kann  man  diese 
Durchmesser  auch  ohne  Hülfe  der  Tangente  finden.  In  diesem  Falle 
lassen  sich  nämlich  2  ähnliche  Curven  zeichnen,  welche  die  Abbil- 
dungsellipse  berühren.  Die  Berührungspunkte  derselben  sind  dann 
die  Endpunkte  der  gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser.  Ist  die 
abzubildende  Curve  dagegen  eine  Hyperbel,  so  giebt  es  nur  eine 
berührende  ähnliche  Curve;  man  erhält  also  auch  direct  nur  die 
Endpunkte   des  einen  Durchmessers,  den  andern  Durchmesser  be- 
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könnt  man  dann,  indem  man  durch  den  Mittelpunkt  eine  Parallele 
nr  Tangente  sieht. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Richtung  der  gemeinsamen  con- 
jigirten  Durchmesser  dieselbe  bleibt  für  alle  Curven ,  welche  den 
Cnnren  ähnlich  sind,  die  sich  um  den  Mittelpunkt  der  Abbildung»- 
ellipse  constrniren  lassen  und  diese  in  den  Endpunkten  desselben 
oder  in  den  Endpunkten  des  conjugirten  Durchmessers  berühren. 
Soweit  diese  Curven  Ellipsen  sind,  lässt  sich  zu  jeder,  die  in  den 
Endpunkten  des  einen  berührt,  eine  ähnliche  zeichnen,  welche  in 
denen  des  andern  berührt;  wir  erschöpfen  also  alle  möglichen  For- 
men der  Ellipse,  wenn  wir  uns  auf  diejenigen  beschränken ,  welche 
in  den  Endpunkten  des  einen  allein  berühren.  Anders  liegt  die 
Stehe  bei  den  Hyperbeln.  Die  Hyperbeln,  welche  in  den  Eudpunken 
des  einen  berühren,  sind  nicht  denjenigen  ähnlich,  welche  in  denen 
des  andern  berühren,  sondern  stehen  zu  ihnen  im  Yerhältniss  von 
Hyperbeln  zu  ihren  conjugirten  Hyperbeln.  Deswegen  müssen  hier 
Endpunkte  beider  Durchmesser  berücksichtigt  werden. 

Die  Aufgabe,  die  Curven  zu  zeichnen,  welche  dieselbe  Richtung 
der  gemeinsamen  conjugirten  Axen  haben,  läuft  hiernach  auf  die  im 
vorigen  Paragraphen  behandelte  Aufgabe  hinaus,  um  einen  festen 
Mittelpunkt  die  Curven  zu  construiren,  welche  eine  Gerade  in  einem 
bestimmten  Punkte  berühren.  Es  giebt  deren  unendlich  viele,  und 
zwar  kann  noch  ein  zweiter  Punkt  beliebig  angenommen  werden  und 
jedesmal  bestimmt  werden,  dass  die  Curve  durch  denselben  hindurch- 
gehen soll.  Zu  jedem  Paar  von  conjugirten  Durchmessern  der  Ab- 
bildungsellipse gehören  demnach  unendlich  viele  Curven,  für  welche 
dasselbe  die  Richtung  der  gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser 
darstellt,  eine  Schar  von  Ellipsen  und  2  Scharon  von  Hyperbeln, 
von  welchen  die  einen  in  den  Endpunkten  des  einen  Durchmessers, 
die  andern  in  denen  des  andern  berühren. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  man  irgend  eine  aus  der  Reihe  dieser 
Ellipsen  herausnimmt  und  um  ihren  Mittelpunkt  zu  sämtlichen  übrigon 
ähnliche  berührende  Curven  zeichnet,  die  Hyperbeln  der  einen  Schar 
in  denselben  Endpunkten  eines  Durchmessers,  die  Hyperbeln  der 
andern  Schar  in  denselben  Endpunkten  des  conjugirten  Durchmessers 
berühren,  während  zu  jeder  Ellipse  2  berührende  Ellipsen  möglich 
sind,  von  welchen  die  eine  in  den  einen,  die  andere  in  den  andern 
Endpunkten  berührt.  Greift  man  eine  Hyperbel  heraus  und  be- 
sehreibt wieder  ähnliche  berührende  Curven,  so  wird  dieselbe  von 
den  Hyperbeln  derselben  Schar  in  denselben  Punkten  berührt,  ebenso 
Ton  sämtlichen  Ellipsen;  doch  lässt  sich  keine  einer  Curve  der 
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dem   Schar  ähnliche  Hjpcrbcl  zoichnon,  welche   die  angenommene 
Hyperbol  berührt. 

Gehen  wir  nun  zur  Anwendung  über.  Wir  betrachteu  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  und  schneiden  denselben  dnreh  eine  Ellipse. 
Die  Abbildung  liefert  dann  wieder  einen  Kegelschnitt  geschnitten 
von  einem  Kreise.  Wir  haben  aber  gefunden,  dass,  wenn  ein  Kegel- 
schnitt von  einem  Kreise  geschnitten  wird,  die  gegenüberliegenden 
Seiten  des  von  den  Schnittpunkten  gebildeton  Vierecks  wie  auch  die 
Diagonalen  desselben  mit  den  Axcn  des  Kegelschnitts  gleiche 
Winkel  bilden,  wofür  hier  besser  der  Ausdruck  zu  wählen  ist,  dass 
die  Tangenten  parallel  den  Gegenseiten  oder  den  Diagonalen  sich 
auf  der  Verlängerung  der  Hauptaxen  treffen.  Damit  gewinnen  wir 
den  Satz:  Wird  ein  Kegelschnitt  von  einer  Ellipse  geschnitten,  so 
treffen  sich  bei  jeder  der  beiden  Curven  die  Tangenten  parallel  zn 
den  Gegenseiten  oder  den  Diagonalon  des  von  den  Schnittpunkten 
gebildeten  Vierecks  in  Punkten  ,  welche  auf  den  durch  den  Mittel- 
punkt der  Curve  zur  Richtung  der  gemeinsamen  conjugirten  Durch- 
messer parallel  gezogenen  Geraden  liegen.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
dass  im  Falle  der  Hyperbel  entweder  alle  4  Schnittpunkte  auf  dem- 
selben Zweige  oder  auf  jedem  Zweige  2  derselben  liegen  müssen;  im 
letzteren  Falle  können  natürlich  nur  Tangenten  parallel  den  Seiten 
des  Vierecks  gezogen  werden,  welche  Punkte  desselben  Zweiges  ver- 
binden. 

Da  ferner  für  ähnliche  Curven  derselben  Axenrichtung  die  Rich- 
tung der  gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser  dieselbe  bleibt,  so 
muss  für  alle  ähnlichen  Ellipsen  derselben  Axenrichtung ,  welche 
dieselben  beiden  Punkte  mit  einem  Kegolschnitt  gemeinsam  haben, 
die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  Schnittpunkte  unter  sich 
parallel  sein. 

Diese  Sätze  bleiben  natürlich  auch  richtig,  wenn  zwei  Schnitt- 
punkte zusammenfallen,  und  die  Ellipse  den  Kegelschnitt  berührt 

Wird  ein  Kegelschnitt  von  eiuer  Ellipse  berührt,  so  schneidet 
sich  bei  jeder  der  beiden  Curven  die  gemeinsame  Tangente  mit  der 
zur  Verbindungslinie  parallel  gezogenen  Tangente  in  einem  Punkte 
der  gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser.  Ist  der  betrachtete 
Kegelschnitt  selbt  eine  Ellipse  oder  liegen  im  Falle  der  Hyperbel 
die  beiden  andern  Schnittpunkte  mit  dem  Berührungspunkt  auf  dem- 
selben Zweige,  so  gilt  dasselbe  auch  für  die  Tangenten,  welche 
parallel  zu  den  Verbindungslinien  des  Berührungspunktes  mit  den 
beiden  andern  Schnittpunkten  gezogen  werden  können. 


-"W 


Aendert  man  die 
lipsen  stetig,  so  rückt  die  V 
parallel  mit  sich  selbst  weiter.  FäHt  bei 
der  beiden  .Schnittpunkte  mnf  dem 
diejenige  Ellipse,  welche 
zweiter  Ordnung  hat  Es  kann  nach  der  FaZ  eiair?*?«,  das  \*-l* 
Schnittpunkte  mit  dem  Berührungspunkt  rnsaxsKsfiZ^a.  rai  d5e 
berflhrende  Ellipse  Tier  Schnittpunkte  in  itrr»  Bertirs^n^xakt 
Tereinigt,  wenn  nämlich  der  BeruhrungspuEkt  E^ipuak:  «acs  ge- 
meinsamen conjngirten  Durehmessers  ist,  uai  dl«  Vertue «ig*iiiia 
der  beiden  Sehnittpaakte  der  Tangente  paral>i  iirfr 
Fälle  können  naturlieh 
selbst  eine  Ellipse  ist,  oder  «an  im  Fa^e  iier  Hjperbei  die  tei-ien 
Schnittpunkte  mit  dem  Berührungspunkt  aaf  «i* selben  Z»«ze  \*t&m. 


Kehren  wir  noch  einmal  zu  dem  Falle  zara-rk.  dass  die  E~;p**a 
den  Kegelschnitt  in  4  Punkten  dureksch-e:  ien.  Wir  faci*a.  las* 
für  alle  der  Abbildungsellipse  ähnliche  Ellipsen  r  welcLe  uies^Ibm 
beiden  Schnittpunkte  mit  dem  KegeUcaaitt  gecLei&nm  haben,  die 
Verbindungslinien  der  andern  beiden  Sehn*trj  unkte  parallel  se:a 
müssen.  Der  Grund  dafür  lag  in  dem  Umstände,  dass  die  Ritt  taug 
der  gemeinsamen  conjngirten  Durchmesser  sich  für  lhnM:he  Curreu 
nicht  ändert  Dieselbe  bleibt  aber  nicht  nur  gleich  für  aüe  unter 
sich  ähnlichen  Ellipsen,  sondern  überhaupt  für  alle  Euipsea,  die 
denjenigen  ähnlich  sind,  weiche  sich  in  dem  Mittelpunkt  der  Ab- 
bildungsellipse beschreiben  lassen  und  diese  im  selben  Punkte  be- 
rühren. Für  alle  diese  muss  also  acch  die  Verbindungslinie  der 
beiden  andern  Schnittpunkte  parallel  sein  und  dieselbe  Kiehtung 
haben  wie  für  die  Abbildungsellipse  seibst  Construirt  man  dann 
zu  jeder  einzelnen  dieser  Terschiedenartig  gestalteten  Eiiipsen  wieder 
ähnliche,  so  ruckt  bei  stetiger  Aenderung  der  Dimensionen  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Schnittpunkte  parallel  mit  sich  selbst  fort 
und  man  kann  die  Dimensionen  stets  so  wählen,  dass  die  Verbin- 
dungslinie durch  dieselben  Schnittpunkte  hindurchgeht  wie  bei  der 
Abbildungsellipse  selbst  Daraus  folgt  aber,  dass  es  unendlich  viele 
Ellipsen  geben  muss,  weiche  durch  dieselben"  auf  einer  Ellipse  lie- 
genden 4  Punkte  geben  und  dass  dieselben  sämtlich  gleiche  Richtung 
der  gemeinsamen  conjngirten  Durchmesser  besitzen.  Wir  kommen 
so  ganz  Ton  selbst  auf  die  Frage  nach  den  Kegelschnitten,  die  sich 
durch  beliebig  gegebene  Punkte  legen  lassen,  auf  die  wir  später  noch 
genauer  angehen  wollen. 

Für  den  Fall  der  Berührung  lauten  unsere  Resultate:  Sämtliche 
Ellipsen,  welche  eine  gegebene  Ellipse  in  demselben  Punkte  berühren 
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und  ausserdem  noch  2  feste  Punkte  mit  denselben  gemeinsam  haben, 
besitzen  gleiche  Richtung  der  gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser. 

Es  giebt  unendlich  viele  Ellipsen,  welche  sich  mit  einer  gegebe- 
nen Ellipse  in  demselben  Punkt  doppelt  berühren  und  äusserem 
noch  einen  Punkt  mit  denselben  gemeinsam  haben.  Diese  haben 
sämtlich  gleiche  Richtung  der  gemeinsamen  conjugirten  Durch- 
messer. 

Sämtliche  Ellipsen,  welche  eine  gegebene  Ellipse  in  einem  Punkte 
so  berühren,  dass  der  Berührungspunkt  4  Schnittpunkte  in  sich  ver- 
einigt, haben  dieselbe  Richtung  der  gemeinsamen  conjugirten  Durch- 
messer und  zwar  giebt  der  Durchmesser  zum  Berührungspunkt  und 
der  coujugirte  die  Richtung  derselben  an. 


§  20. 

Beziehungen  zwischen  beliebigen  Kegelschnitten.    Ton  den 
Kegelschnitten  durch  4  beliebige  Punkte.    Geometrischer  Ort  der 

Mittelpunkte. 

Bis  jetzt  haben  wir  den  betrachteten  Kegelschnitt  nur  in  Be- 
ziehung gebracht  zu  den  Ellipsen  von  gleicher  Richtung  der  gemein- 
samen conjugirten  Durchmesser.  Es  fragt  sich,  ob  unsere  Sätze 
auch  gelten,  wenn  wir  denselben  mit  den  zum  selben  System  ge- 
hörigen Hyperbeln  durchschneiden.  Ist  der  angenommene  Kegel- 
schnitt selbst  eine  Ellipse,  so  bedarf  es  keiner  weiteren  Ausein- 
andersetzung, dass  der  Satz  von  den  Tangenten  parallel  zu  den 
gegenüberliegenden  Seiten  des  von  den  Schnittpunkten  gebildeten 
Vierecks  und  damit  auch  alle  übrigen  Sätze  ihre  Richtigkeit  behal- 
ten. Wir  haben  also  nur  den  Fall  zu  betrachten,  dass  wir  es  nur 
mit  Hyperbeln  zu  tun  haben. 

Wir  denken  uns  also  eine  Hyperbel  und  schneiden  dieselbe  durch 
eine  zweite,  welche  mit  der  ersten  und  der  Abbildungsellipse  gleiche 
Richtung  der  'gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser  besitzt  Wir 
erhalten  dann  als  Abbild  zwei  sich  schneidende  Hyperbeln  derselben 
Axenrichtung.  Wir  haben  aber  früher  gefunden,  dass  alle  Kegel- 
schnitte durch  4  Punkte  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  gleiche 
Richtung  der  Axen  haben,  und  dass  umgekehrt  2  Kegelschnitte  von 
gleicher  Axenrichtung  sich  nur  im  Punkte  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  schneiden  können.  Es  müssen  daher  in  unserm  Falle  die 
Schnittpunkte  beim  Abbilde  auf  einem  Kreise ,  bei  den  ursprüng- 
lichen Hygerbeln  se)bst  auf  einer  der   Abbildungsellipse  ähnliches 
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Ellipse  liegen.  Nun  konnte  aber  jede  der  Ellipsen  von  gleicher 
Richtang  der  gemeinsamen  conjngirten  Durchmesser  als  Abbildungs- 
cane  benutzt  werden,  es  mnss  also  auch  möglich  sein  durch  die  4 
Schnittpunkte  der  Hyperbeln  zu  jeder  derselben  eine  ähnliche  zu 
zu  schneiden.  Schneiden  sich  demnach  2  Hyperbeln,  die  zum  selben 
System  von  Curven  gleicher  Richtung  der  gemeinsamen  conjngirten 
Durchmesser  gehören,  so  lassen  sich  durch  die  Schnittpunkte  unend- 
lich viele  Ellipsen  legen,  welche  zum  gleichen  System  gehören  und 
alle  über  das  Schneiden  und  Berühren  der  Curven  ausgesprochenen 
Sätze  behalten  ihre  Gültigkeit.  Es  fragt  sich,  woran  man  es  er- 
kennen kann,  ob  2  beliebige  Hyperbeln  als  zum  selben  System  ge- 
hörig betrachtet  werden  können  oder  nicht?  Lässt  sich  um  den 
Mittelpunkt  der  einen  eine  zur  andern  ähnliche  construiren,  welche 
die  erste  berührt,  so  ist  es  klar,  dass  beide  zum  selben  System 
und  sogar  zur  selben  Schar  gehören,  und  der  Durchmesser  zum  Be- 
rührungspunkt und  die  gemeinsame  Tangente  geben  die  Richtung 
der  gemeinsamen  conjngirten  Durchmesser  an.  Lässt  sich  diese 
Construction  nicht  ausführen,  so  versuche  man  um  den  Mittelpunkt 
der  ersten  Hyperbel  eine  Hyperbel  zu  zeichnen,  welche  der  conjn- 
girten zur  zweiten  ähnlich  ist  und  die  erste  berührt  Ist  dies  mög- 
lich, so  gehören  die  beiden  Hyperbeln  wiederum  demselben  System, 
aber  verschiedenen  Scharen  an  und  der  Durchmesser  zum  Berüh- 
rungspunkt und  die  Tangente  geben  wieder  die  Richtung  der  gemein- 
samen conjngirten  Durchmesser  an.  Ist  weder  die  eine  noch  die 
andere  Construction  ausführbar,  so  gehören  die  beiden  Hyperbeln 
nicht  demselben  System  an.  Die  Schnittpunkte  liegen  dann  so,  dass 
es  überhaupt  unmöglich  ist  eine  Ellipse  durch  dieselben  zu  legen. 

Wir  kommen  damit  wieder  zu  der  Frage  nach  den  Kegel- 
schnitten, welche  sich  durch  4  beliebige  Punkte  legen  lassen. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  die  4  Punkte  hätten  eine  solche  Lage 
zu  einander,  dass  es  möglich  sei  Ellipsen  durch  dieselben  zu  legen. 
Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  tritt  .dieser  Fall  ein,  wenn  dieselben 
sich  zu  einem  Viereck  mit  lauter  concaven  Winkeln  verbinden  lassen. 
Es  ist  dies  die  Lage,  welche  wir  bei  der  Untersuchung  der  Mittel- 
punkte der  berührenden  Curven  eines  Dreiecks  als  die  zweite  be- 
zeichnet haben,  die  dann  immer  eintrittt,  wenn  die  berührenden 
Curven  Hyperbeln  sind,  und  der  Mittelpunkt  der  umbeschriebenen 
Cure  innerhalb  der  Scheitelwinkel  des  Dreiecks  liegt 

Bilden  wir  nun  sämtliche  durch  die  4  Punkte  gehenden  Kegel- 
schnitte mit  Hülfe  einer  der  Ellipsen  ab,  so  bekommen  wir  als 
Abbild  4  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegende  Punkte  und  sämt- 
liche durch  dieselben  gehenden  Kegelschnitte. 
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Diese  müssen  dann  aber  gleiche  Richtung  der  Axen  haben, 
woraus  fUr  die  ursprünglichen  Curven  der  Satz  folgt:  Alle  Kegel- 
schnitte, welche  durch  4  auf  einer  Ellipse  liegende  Punkte,  oder 
welche  durch  die  Ecken  eines  Vierecks  mit  coneaven  Winkeln  ge- 
zeichnet werden  können,  haben  dieselbe  Richtung  der  gemeinsamen 
conjngirten  Durchmesser. 

Ferner  für  den  Fall  der  Berührung:  Alle  Kegelschnitte,  welche 
durch  3  beliebige  Punkte  gezeichnet  werden  können  und  in  denen 
einer  derselben  eine  durch  die  3  Punkte  gelegte  Ellipse  berührt, 
haben  dieselbo  Richtung  der  gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser. 
Desgleichen  alle  Kegelschnitte,  welche  mit  einer  Ellipse  in  demselben 
Punkte  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  haben  und  ausserdem  noch 
durch  einen  festen  Punkt  der  Ellipse  gehen.  Endlich  alle  Kegel- 
schnitte, wclcho  eine  Ellipse  in  einem  bestimmten  Punkte  so  be- 
rühren, dass  sämtliche  4  Schnittpunkte  mit  dem  Berührungspunkt 
zusammenfallen.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Richtung  der  gemein- 
samen conjugirten  Durchmesser  durch  den  Durchmesser  zum  Be- 
rührungspunkt sogleich  bestimmt. 

Soweit  dieso  Sätze  sich  auf  Ellipson  beziehen ,  sind  dieselben 
bereits  im  vorigem  Paragraphen  ausgesprochen  wordon.  Wir  sehen 
jetzt,  dass  sie  allgemeine  Gültigkeit  für  alle  möglichen  Kegelschnitte 
besitzen. 

Was  die  Verteilung  der  Punkte  auf  die  Hyperbeln  angeht,  so 
liegen  in  diesem  Falle  entweder  alle  4  Punkte  auf  demselben  Zweige 
oder  auf  jedem  Zweige  zwei  derselben.  Dio  Richtung  der  gemein- 
samen conjugirten  Durchmesser  wird  gefunden,  indem  man  irgend 
eine  der  Curven  zeichnet  und  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten  des 
von  den  Punkten  gebildeten  Vierecks  parallele  Taugenten  zieht  und 
diese  bis  zum  Schnitt  verlängert.  Die  Verbindungslinie  des  Schnitt- 
punktes mit  dem  Mittelpunkte  und  die  hierzu  conjugirte  Gerade 
geben  die  Richtung  an. 

Wir  nehmen  nun  ferner  an,  die  Lage  der  Punkte  sei  eine  der- 
artige, dass  es  nicht  möglich  ist  Ellipsen  durch  dieselben  zu  legen. 
Es  ist  der  Fall,  den  wir  früher  als  den  ersten  bezeichnet  haben. 
Es  können  stets  drei  der  Punkte  so  zu  einem  Dreieck  verbunden 
werden,  dass  der  vierte  innerhalb  dieses  Dreiecks  zu  liegen  kommt 
Sämtliche  Kegelschnitte  durch  die  4  Punkte  sind  dann  Hyperbeln, 
und  es  giebt  nicht  2  unter  ihnen,  die  demselben  System  von  Curven 
mit  gleicher  Richtung  der  gemeinsamen  conjugirten  Durchmesser 
angehören.  Denn  wenn  wir  annehmen  wollten,  dass  sich  um  den 
Mittelpunkt  einer  von  ihnen  eine  ähnliche  zu  einer  zweiteu  oder  xur 
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conjugirten  einer  zweiten  construiren  Hesse,  welche  die  erste  berührt, 
so  würde  man  um  denselben  Mittelpunkt  auch  eine  Ellipse  zeichnen 
können,  welche  beide  in  demselben  Punkte  berührt.  Benutzt  man 
diese  aber  zur  Abbildung ,  so  würde  man  2  Kegelschnitte  derselben 
Axeorichtnng  erhalten,  woraus  folgen  würde,  dass  die  4  Schnitt- 
punkte im  Abbilde  auf  einem  Kreise,  in  Wirklichkeit  also  auf  einer 
Ellipse  liegen,  welche  der  Abbildungsellipse  ähnlich  ist.  Dies  wider- 
spricht aber  der  Voraussetzung. 

Es  verlieren  damit  anch  die  Sätze  von  den  Tangenten  parallel 
den  Verbindungslinien  der  Punkte  ihre  Gültigkeit,  es  lassen  sich 
überhaupt  die  Punkte  nicht  so  anorduen,  dass  es  möglich  wäre, 
Taugenten  parallel  zu  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  und  gleich- 
zeitig auch  parallel  zur  Verbindungslinie  der  beiden  andern  zu 
ziehen. 

Es  liegen  stets  3  Punkte  auf  dem  einen,  der  vierte  auf  dem 
andern  Zweige  der  Hyperbeln ,  wie  für  diesen  Fall  auch  schon  die 
Untersuchung  von  §  15.  für  die  Hyperbeln  ergeben  hat,  welche 
durch  die  Mittelpunkte  der  berührenden  Curven  eines  Dreiecks 
gehen. 

Einen  tieferen  Einblick  in  diese  Verhältnisse  bekommen  wir, 
wenn  wir  die  Betrachtung  auf  die  Untersuchung  des  geometrischen 
Orts  aller  durch  4  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  ausdehnen.  Wir 
setzen  dabei  als  bekannt  voraus,  dass  derselbe  selbst  wieder  ein  Kegel- 
schnitt ist  Dann  lässt  sich  in  Betreff  der  Gestalt  von  vorn  herein 
folgende  Bemerkung  machen :  Im  Falle  sich  durch  die  4  Punkte  nur 
Hyperbeln  zeichnen  lassen,  mnss  der  geometrische  Ort  eine  im  End- 
lichen verlaufende  Cnrve,  also  eine  Ellipse  sein ;  sind  auch  Ellipsen 
durch  die  4  Punkte  möglich,  so  ist  er  eine  Hyperbel,  und  zwar  ent- 
sprechen dem  einen  Zweige  derselben  nur  Ellipsen,  dem  andern  nur 
Hyperbeln,  und  es  muss  dieser  letztere  Zweig  durch  die  3  Punkte 
gehen,  die  man  als  Durchschnittspunkte  der  Verbindungslinie  von 
je  2  Punkten  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  oder  mit 
der  Verlängerung  derselben  erhält.  Den  unendlich  fernen  Punkten 
der  Hyperbel  entsprechen  2  Parabeln. 

Der  geometrische  Ort  muss  aber  nicht  nur  im  letzteren  Falle, 
sondern  stets  durch  die  angegebenen  Schnittpunkte  gehen.  Es  siud 
dieses  die  Stellen,  an  welchen  die  Curve  in  2  sich  schneidende  Ge- 
raden ausartet  und  die  Verteilung  der  4  Punkte  auf  die  einzelnen 
Zweige  der  Hyperbel  sich  ändert.  Ausserdem  giebt  es  in  jedem 
Falle  aber  auch  6  Punkte,  durch  welche  der  geometrische  Ort  hin- 
durchgehen mnss,   nämlich   die  Mitten    der  Verbindungslinien  der 
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Punkte  selbst.  Da  sich  um  jeden  Punkt  ein  Kegelschnitt  beschreibet 
l&88t,  der  durch  3  feste  Pankto  geht,  so  kann  man  auch  am  die 
Mitte  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  stets  eine  Curve  legen, 
welche  durch  den  einen  Endpunkt  der  Verbindungslinie  und  durch 
die  beiden  andern  Punkte  hindurchgeht;  diese  Curve  geht  dann  aber 
von  selbst  auch  durch  den  andern  Endpunkt.  Darum  müssen  die 
Mitten  der  6  Verbindungslinien  auf  dem  geometrischen  Ort  liegen. 
Es  sind  also  stets  9  Punkte  des  geometrischen  Orts  bestimmt 

Vereinigen  wir  3  der  gegebenen  Punkte  zu  einem  Dreieck,  ver- 
binden den  vierten  Punkt  mit  den  Ecken  dieses  Dreiecks  und  ver- 
längern die  Verbindungslinien,  bis  sie  die  gegenüberliegenden  Seiten 
oder  die  Verlängerung  derselben  treffen,  ziehen  wir  ferner  durch  die 
Mitten  der  Seiten  Parallelen  zu  den  Verbindungslinien,  welche  sich 
in  0  treffen,  und  sehen  wir  diesen  Punkt  0  an  als  Mittelpunkt  einer 
dem  Dreieck  umbeschriebenen  Curve,  so  sind  die  Verbindungslinien 
des  vierten  Punktes  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  oder  mit  den  3 
übrigen  Punkten  die  zugehörigen  conjugirten  Ecktransversalen,  der 
vierte  Punkt  ist  der  Schnittpunkt  derselben,  und  der  gesuchte  geome- 
trische Ort  ist  weiter  nichts  als  die  in  §  10.  betrachtete,  durch  die 
Mitten  der  Dreiecksseiten,  durch  die  Fusspunkte  der  conjugirten 
Ecktransversalen  und  durch  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  gehende 
Curve,  welche  der  umbeschriebenen  Curve  des  Dreiecks  ähnlich  ist, 
dieselbe  Richtung  der  Axen  besitzt,  und  deren  Axen  gleich  der  Hälfte 
der  Axen  derselben  sind.  Den  Mittelpunkt  N  bekommt  man,  indem 
man  0  mit  dem  Schwerpunkt  £  des  Dreiecks  verbindet  und  diese 
Linie  um  die  Hälfte  verlängert.  Da  aber  die  weitere  Verlängerung 
durch  den  Schnittpunkt  der  Trasversalen,  hier  also  durch  den  vierten 
Punkt  hindurchgehen  muss,  und  der  Schwerpunkt  die  ganze  Strecke 
von  0  bis  zu  diesem  Punkte  im  Verhältniss  von  1 :  2  teilt,  so  kann 
man  den  Mittelpunkt  N  auch  finden,  indem  man  den  vierten  Punkt 
mit  0  verbindet  und  diese  Linien  halbirt.  Ist  der  Mittelpunkt 
des  geometrischen  Orts  gefunden,  so  lässt  sich  nach  §  18.  mit  Leich- 
tigkeit auch  die  Richtung  der  Hauptaxen  bestimmen. 

Der  Punkt  iV  lässt  sich  aber  noch  durch  oine  dritte  Construction 
finden,  die  sich  auf  die  in  §  10.  gemachte  Bemerkung  stützt,  dass 
die  Verbindungslinie  der  Mitte  jeder  Dreiecksseite  mit  dem  Mittel- 
punkt des  oberen  Abschnitts  der  zugehörigen  Transversale  durch  N 
geht  und  von  N  halbirt  wird.  Wir  erhalten  so  den  Satz :  Sind  4 
beliebige  Punkte  gegeben  und  verbindet  man  die  Mitte  der  Verbin- 
dindungslinie  von  je  2  Punkten  mit  der  Mitte  der  Verbindungslinie 
der  beiden  andern,  so  treffen  sich  diese  3  Linien  .  in  ihrem  Mittel* 
punkte  und  es  ist  dieser  Schnittpunkt  der  Mittelpunkt  für  den  geome- 
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triscbeo  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  die  sich  durch 
£e  gegebenen  4  Punkte  legen  lassen.  Der  geometrische  Ort  selbst 
aber  gebt  dnrcb  die  Mitten  der  6  Verbindungslinien  und  ausserdem 
socb  durch  die  3  Punkte,  in  welchen  die  Verbindungslinie  von  je 
2  Pakten  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  oder  die  Ver- 
lagerung derselben  trifft 

Liegt  der  vierte  Punkt  innerhalb  des  Dreiecks,  so  liegen  die 
Fusspunkte  der  Transversalen  sämtlich  auf  den  Seiten  selbst,  der 
geometrische  Ort  resp.  die  Curve  der  9  Punkte  ist  notwendig  eine 
Ellipse,  deren  einzelne  Bogen  nur  durch  solche  Teile  des  Raumes 
führen,  für  welche  nach  den  Erörterungen  von  §  9.  die  den  Ecken 
des  Dreiecks  umbeschriebene  Curve  eine  Hyperbel  ist,  auf  deren 
einem  Zweige  nur  eine  Ecke  des  Dreiecks  liegt,  während  der  andere 
2  Ecken  und  gleichzeitig  den  vierten  Punkt  enthält 

Liegt  der  vierte  Punkt  ausserhalb  des  Dreiecks  der  drei  andern, 
so  l&sgt  sich  zunächst  keine  Aussage  in  Betreff  des  geometrischen 
Ortes  machen ,  derselbe  kann  ebensowol  eine  Ellipse  als  auch  eine 
Hyperbel  sein. 

Es  wurde  bisher  noch  nicht  davon  gesprochen,  dass  bei  vier 
gegebenen  Punkten  die  Zusammenfassung  von  drei  Punkten  zu  einem 
Dreieck  auf  vier  verschiedene  Arten  möglich  ist,  dass  der  geome- 
trische Ort  also  gleichzeitig  Curve  der  9  Punkte  für  4  verschiedene 
Dreiecke  ist.  Es  mOssen  sich  also  auch  durch  die  Ecken  der  4 
Dreiecke  4  congruente  Curven  zeichnen  lassen,  welche  dem  geome- 
trischen Orte  ähnlich  und  mit  ihm  gleichgerichtet  sind,  und  welche 
doppelte  Länge  der  Aren  besitzen.  Die  Mittelpunkte  dieser  4  um- 
beschriebenen congruenten  Curven  bilden  wieder  ein  System  von 
Punkten,  welches  dem  gegebenen  congruent  ist  Man  erhält  das- 
selbe, wenn  man  durch  die  Mitte  jeder  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  zur  Verbindungslinie  der  beiden  andern  eine  Parallele  zieht 
Diese  6  Parallelen  schneiden  sich  in  den  4  Mittelpunkten  der  um- 
beschriebenen Curven.  Jedem  der  gegebenen  Punkte  entspricht  der- 
jenige Punkt  des  Systems  der  Mittelpunkte,  welcher  zu  dem  Drei« 
eck  der  andern  3  Punkte  gehört.  Die  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte  gehen  sämtlich  durch  den  Mittelpunkt  des  geometrischen 
Orts  und  werden  von  demselbem  halbirt 

Nun  ist  es  klar,  dass,  wenn  bei  einer  Zusammenfassung  der  ge- 
gebenen Punkte  der  vierte  Punkt  innerhalb  des  Dreiecks  der  drei 
andern  liegt,  dies  bei  jeder  andern  Zusammenfassung  nicht  mehr 
der  Fall  sein  wird.  Derselbe  liegt  für  jedes  andere  Dreieck  draussen 
und  zwar  innerhalb  eines  Scheitelwinkels.    Da  aber  für  alle  4  Drei- 
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ecke  die  Curve  der  9  Punkte  dieselbe  ist,  muss  auch  für  eine  solche 
Lage  des  vierten  Punktes  der  geometrische  Ort  eine  Ellipse  sein, 
wie  übrigens  auch  die  Anschauung  sogleich  erkeunen  lässt.  Auch 
hier  passirt  die  Curve  nur  solche  Teile  des  Raumes,  für  welche 
die  umbeschriebene  Curve  eine  Hyperbel  ist,  und  zwar  gehen  diese 
Hyperbeln  für  alle  Punkte  des  geometrischen  Orts  mit  Ausnahme 
derjenigen,  welche  innerhalb  des  Scheitelwinkels  liegen,  mit  ihrem 
Zweige  durch  2  Ecken  des  Dreiecks  und  gleichzeitig  durch  den 
vierten  Punkt,  mit  ihrem  andern  durch  die  dritte  Ecke. 

Für  die  Teile  der  Curve  innerhalb  des  Schcitelwinkels  geht  der 
eine  Zweig  durch  alle  3  Ecken,  der  andere  durch  den  vierten  Punkt 
allein ,  so  dass  auch  hier  in  allen  Fällen  wieder  3  Punkte  auf  dem 
einen,  der  letzte  auf  dem  andern  Zweige  liegen. 

Wenn  man  aber  bei  einer  Zusammenfassung  der  Punkte  der 
vierte  Punkt  innerhalb  eines  Sehe, tel winkeis  liegt,  so  giebt  es  stets 
eine  andere  Zusammenfassung,  bei  welcher  derselbe  innerhalb  des 
Dreiecks  zu  liegen  kommt.  Wir  können  daher  das  Resultat  zusam- 
menfassend dahin  aussprechen,  dass  der  geometrische  Ort  eine  El- 
lipse ist,  wenn  sich  überhaupt  3  Punkte  so  zu  einem  Dreieck  ver- 
einigen lassen,  dass  der  vierte  Punkt  innerhalb  dieses  Dreiecks  liegt. 

Ist  eine  solche  Zusammenfassung  nicht  möglich,  so  liegt  der 
vierte  Punkt  für  jedes  Dreieck  auch  ausserhalb  der  Scheitelwinkel. 
In  diesem  Falle  ist  der  geometrische  Ort  eine  Hyperbel.  Der  eine 
Zweig  geht  nur  durch  solche  Teile  des  Raumes,  für  welche  die  um- 
beschriebenen Curven  Ellipsen,  der  andere  nur  durch  solche  Teile, 
für  welche  dieselben  Hyperbeln  sind,  und  zwar  liegen  entweder  2 
Ecken  des  Dreiecks  auf  dem  einen  Zweige,  der  dritte  und  der  vierte 
Punkt  auf  dem  andern,  oder  es  liegen  alle  4  Punkte  auf  demselben 
Zweige  der  Hyperbel.  Der  letztere  Fall  tritt  ein  für  alle  Punkte 
des  geometrischen  Orts,  welche  innerhalb  der  Scheitelwinkel  sich 
befinden. 

Was  die  Lage  und  Gestalt  für  einzelne  besondere  Fälle  angeht, 
so  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  geometrische  Ort  nur  daun  eiu 
Kreis  sein  kann,  wenn  der  vierte  Punkt  Schnittpunkt  der  Höhen 
des  Dreiecks  der  andern  ist,  da  nur  in  diesem  Falle  die  conjugirten 
Richtungen  senkrecht  zu  einander  stehen.  Uebrigens  ist  bei  dieser 
Annahme  für  jede  Anordnung  der  vierte  Punkt  nur  auf  eiuer  Höhe 
des  Dreiecks,  so  ist  damit  die  Richtung  der  Hauptaxen  bestimmt; 
dieselben  laufen  der  betreffenden  Höhe  und  der  zugehörigen  Seite 
des  Dreiecks  parallel. 
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Wenn  der  yierte  Punkt  mit  dem  Schwerpunkt  dos  Dreiecks  zu- 
sammenfällt, so  berührt  der  geometrische  Ort  die  Seiten  in  der 
Mitte,  nnd  der  vierte  Punkt  selbst  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve. 
Dann  fallt  auch  der  Mittelpunkt  der  umbeschriebenen  Curve  mit 
dem  Schwerpunkt  zusammen.  Liegt  der  vierte  Punkt  nur  auf  einer 
Mitteltransversale,  so  liegt  auch  der  Mittelpunkt  auf  dieser  Traus- 
tersale  und  der  geometrische  Ort  berührt  die  zugehörige  Seite  des 
Dreiecks  in  ihrem  Mittelpunkte. 

Berlin,  im  Januar  1894. 
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XII. 
Misccllcn. 


Znr  Trtsectlon  des  Winkels. 

Es  versteht  sieb  wol  von  selbst,  dass  der  praktische  Zeichner 
einen  Winkel  dadnreh  einfach  in  drei  gleiche  Teile  zerlegt ,  dass  er 
aus  dem  Scheitel  einen  entsprechend  grossen  Kreisbogen  schlagt 
und  diesen  zwischen  den  Winkelschankeln  durch  Probiren  dreiteilt 

Immerhin  bleiben  aber  jene  Anwendungen  nicht  ausgeschlossen, 
wo  es  sieb  nm  einfache  Apparate  handelt,  durch  welche  die  Winkel- 
dreiteilnng  sehr  hübsch  und  genau  erfolgen  kann. 

Wir  haben  in  einer  früheren  Arbeit:  „Beiträge  znr  Geschichte, 
Theorie  nnd  Praiis  der  Zeichen- Instrumente" ')  zwei  Constrnctionen 
erwähnt  nnd  wollen  eine  dritte  hierher  gehörige  Art  hier  beifügen. 

Die  gedachten  zwei  Constrnctiooen  sind  folgende : 

Die  eine  Lösung,  Fig.  1.  ist  auf  den  ersten  Blick  verständlich, 
die  Dreiecke  123  nnd  234  sind  gleichschenklig,  der  Winkel  213; 
oder  der  demselben  gleiche  Winkel  äve  ist  gleich  $alc. 

;b  des  Instrument  chens  ist  folgender:  abc  sei  der 
,  von  welchem  der  dritte  Teil  gewünscht  wird-,  man 
Schenkel  6c  in  der  Richtung  nach  o,  lege  das  mit  C 
;al  an  die  Linie  laan,  halte  das  Instrument  mit 
und   bringe  mit   der   andern   Hand   das  Ende  des 
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Lineales  A  in  die  verlängerte  Gerade  abc,  so  ist  od  die  gewünschte 
Richtung.  Man  braucht  also  durch  b  nur  eine  Parallele  od  zu 
liehen,  so  wird  diese  mit  be  den  Winkel  \abc  einschliessen.  Der 
Best  des  gegebenen  Winkels  (abc—\abc)  ist  dann  nur  noch  zu 
bslbiren  und  die  Dreiteilung  ist  vorgenommen. 

Bei  der  zweiten  Losung,  Fig.  2.  besteht  der  Apparat  aus  einem 
Paare  zusammengesetzter  Cirkel  mit  vier  Beinen,  welche  so  mitein* 
ander  verbunden  sind,  dass  in  jeder  Stellung  des  Cirkels  das  zweite 
Bein  den  Winkel  halbirt,  welcher  durch  das  erste  und  dritte  Bein 
gebildet  wird,  während  gleichzeitig  das  dritte  Bein  den  Winkel  hal- 
birt, welchen  das  zweite  und  vierte  Bein  mit  einander  umschliesen; 
auf  diese  Weise  wird  der  Winkel  zwischen  dem  ersten  und  vierten. 
Bein  in  drei  gleiche  Teile  geteilt. 

In  Fig.  2.  sind  OG,  OH,  OJ  und  OK  die  vier  Beine  des  Cirkels 
AE,  CE,  DF  und  BF  sind  stangenförmige  Verbindungsglieder,  dreh- 
bar  und  feststellbar  in  A,  By  C  und  Z>,  verbundon  mittelst  Stiften 
in  E  und  F,  welche  in  Schlitzen  der  Beine  OH  und  OJ  gleiten 
können.    In  den  Dreiecken  OAE  und  OCE  ist 

OA  —    OC,      AE  —   CE 

und  OE  gemeinschaftlich;  folglich  ist 

Wkl.  GOH  =  Wkl.  HOJ 
In  derselben  Weise  findet  sich,  dass 

Wkl.  HOJ  -  Wkl.  JOK 

ist    Es  sind  daher  die  drei  Winkel  einander  gleich. 

Man  hat  also  beim  Gebrauche  des  Instrumentes  nur  die  Seiten 
PO  und  OK  auf  die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  zu  legen,  die 
Punkte  Hund  J  genau  zu  markiren,  schliesslich  HO  und  JO  zu 
ziehen,  und  die  Trisection  ist  geschehen. 

Diese    Construction   setzt  eine  Methode   der  Dreiteilung  eines 

Winkels  voraus,   durch  zwei  Paare  von  parallelen  Linealen;   vergl. 

Fig.  3.    Mache 

OA  —  OD 

und  mit  derselben  Grösse  als  Radius  beschreibe  aus  den  Punkten 
A  und  D  zwei  Bögen.  Der  Punkt  E  auf  der  Linie  OH  wird  durch 
den  einen  Bogen  gefunden  und  der  Punkt  F  auf  der  Linie  OJ  durch 
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den  andern.  Steche  Nadeln  in  O,  A  und  Z),  bringe  die  inneren  Kanten 
des  Parallelogramm-Lineales  LMNR  gegen  die  Nadeln  in  A  nnd  0, 
in  der  gleichen  Weise  das  Parallel -Lineal  QRST  au  die  Nadeln  in 
O  und  D,  bewege  dann  die  Lineale,  dieselben  gegen  die  Nadeln 
haltend,  herum,  bis  LP  die  Linie  QT  auf  dem  einen  und  MN  die 
Linie  RS  auf  dem  andern  der  zuerst  beschriebenen  Bögen  schneidet, 
ziehe  hierauf  die  Geraden  längs  QT  und  MN,  womit  der  Winkel 
dreigetcilt  sein  wird. 

Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  LP  und  RS  sich  auch  auf  der 
Halbirungslinie  des  gegebenen  Winkels  schneiden,  eine  Wahrheit, 
welche  als  gute  Probe  dienen  kann,  wenn  man  die  Lineale  in  die 
gewünschte  Stellung  bringt.  Ergänzt  man  in  dieser  Weise  die  Pa- 
rallelogramme OAEC  und  ODFB  der  Fig.  2.,  so  ist  der  Beweis 
derselbe. 

Sehr  originell  ist  die  dritte  Lösung:  Man  schneidet,  Fig.  4. 
einen  Apparat  der  hier  dargestellten  Form  aus  Carton,  gross  oder 
klein,  je  nach  Beliebeu.  Ueber  BA  (BA  ist  beliebig  gross),  ist  aus 
O  ein  Halbkreis  geschlagen,  um  dessen  Radius 

OA  —  OB 

die  Kante  BA  nach  rechts  verlängert  ist;  AS  steht  senkrecht  zu  BA 

Der  ganze  Apparat,  nur  mathematisch  betrachtet,  ist  also  aus 
zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  und  einem  Halbkreis  gebildet; 
der  Radius  des  letzteren  ist  gleich  £  der  Länge  der  einen  geraden 
Strecke. 

Ist  nun  XSY  der  zu  dreiteilende  Winkel,  so  ist  der  Apparat 
folgender  Massen  anzulegen :  Das  rechtsseitige  Ende  der  gcdreiteilteo 
Strecke  gleitet  auf  dem  Schenkel  Sl\  die,  in  A  senkrechte  Gerade 
gleitet  durch  den  Schenkel  S,  und  der  Kreisbogen  wird  zur  Be- 
rührung mit  dem  Schenkel  XY  (hier  in  C)  gebracht. 

Markirt  man  nun  die  Punkte  a  und  0  auf  dem  Zeicheupapier 
und  zieht  die  Schenkel  SA  und  £0,  so  ist  die  Trisection  vollzogen. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach :  Es  entstehen  drei  gleiche  Drei- 
ecke, jedes  derselben  ist  rechtwinklig;  nämlich  die  beiden  Drei- 
ecke in  A  in  Folge  der  Construction  des  Instrumentes-,  das  dritte 
bei  C,  weil  die  Tangente  SL  auf  dem  Radius  CO  senkrecht  steht; 
die  Gleichheit  der  drei  kleinen,  so  wie  jene  der  drei  grosseu  Ka- 
theten ist  an  und  für  sich  klar;  folglich  sind  auch  die  drei  spitzen 
Winkel  bei  S  einander  gleich.  — 
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In  Gebiert  mathematischem  Wörterbach  ist  die  im  Altertum 
schon  sehr  berühmte  Aufgabe  von  der  Trisection  eines  Winkels  oder 
Bogens,  weil  die  Kräfte  der  euklidischen  Geometrie  übersteigend, 
zuerst  analytisch  gelöst,  und  dann  der  Bemühungen  der  griechischen 
Geometer  gedacht.  Die  Analysis  führt  nämlich  auf  gleichseitige 
Hyperbeln,  welche  durch  ihren  Schnitt  den  Bogen  teilen. 

Also  übersteigt  das  Problem  die  Kräfte  der  Geometrie  der  ge- 
raden Linie  und  des  Kreises  Auch  der  Parabel  und  Conchoide  hat 
man  sich  bedient. 

Dergleichen  Teilungen,  bemerkt  Gehler  übrigens  ganz  richtig, 
sind  indes  nie  von  praktischem  Nutzen,  sondern  nur  als  Anwen- 
dungen der  Theorie  der  Curven  zn  betrachten;  unsere  oben  ange- 
gebenen Teilungen  hingegen  sind  rein  praktischer  Natur,  da 
bei  denselben  höhere  Curven  nicht  auftreten.  — 


Als  wir  die  vorstehenden  Zeilen  abgeschlossen  hatten,  fanden 
wir  zufällig  in  „Grunert's  Archiv  der  Mathematik  und  Physik14 
2.  Reibe,  12.  Tl.  2.  lieft  1893,  S.  177  ff.  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Arthur  Strauss,  Lehrer  am  Realgymnasium  zu  Schwelm,  be- 
titelt: „Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  belie- 
bige Anzahl  gleicher  Teile  mit  Hülfe  von  Modellen", 
Unter  den  Modellen  scheint  Hr.  Strauss  eine  verhältnissmässig 
grosse  Anzahl  von  Curvenliuealeu  zu  verstehen  und  sein  Apparat  be- 
steht aus  zwei  unserm  Apparat  (Fig.  4.)  ähulichen  Formen,  nebst 
zwei  Federn.  Die  Ausführung  ist  also  ziemlich  complicirt. 
Hr.  Strauss  sagt  unter  Anderm:  „Wir  können  also  theoretisch 
mit  Hülfe  einer  Curve  ntcr  Ordnung  alle  Winkel  von  0  bis  (2n-\-l)n 
in  (2n-|-l)  gleiche  Teile  teilen'*.  „Praktisch",  sagt  Hr.  Strauss 
weiter,  „lässt  sich  dies  jedoch  nicht  durchführen,  schon 
deswegen,  weil  wir  die  Curven  nach  beiden  Richtungen  hin  nur 
anvollständig  construiren  können.  Für  die  Ausführung  der  Tei- 
lung ist  dieser  Umstand  ja  auch  bedeutungslos,  da  wir  durch  Zwei- 
teilung, bzhw.  wiederholte  Zweiteiluug,  die  Teilung  eines  grösseren 
Winkels  stets  auf  diejenige  eines  kleineren  zurückführen  können 
und  umgekehrt". 

München,  den  10.  Mai  1894. 

Ernst  Fischer, 
o.  ö.  Professor  an  d.  königl.  technischen  Hochschule. 
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2. 

Ueber  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Curven  der  reclprokei 

Ordlnaten. 

Wenn  man  statt  der  Cnrvonordinate  den  reciproken  Wert  der- 
selben aufträgt,  so  erhält  man  eine  neue  krumme  Linie,  welche  die 
Curve  der  reciproken  Ordinate  genannt  werden  soll. 

Ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  vorausgesetzt,  ist  die 
Curve  der  reciproken  Ordinate  für  eine  Gerade  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  die  Abscissenachse  ist,  während  die 
zweite  durch  den  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  der  Geraden  geht 

Beweis.    Wählt  man   den  Schnittpunkt   der   Geraden   mit  der 

Abscissenaxe  zum  Coordinatenursprung,  so  lautet  die  Gleichung  der 

Geraden 

y  —  ax 

die  reciproke  Ordinate  ist  daher 

y  ""  ax 
woraus  die  Asymptotengleichung  der  Hyperbel 

xy  Ä  a    fo,gt 

Nun  lässt  sich  leicht,  ohne  Differentialrechnung,  synthetisch  der 
Satz  nachweisen: 

„Für  dieselbe  Abscisse  ist  die  Subnormale  der  Curve 
der  reciproken  Ordinate  gleich  der  entgegengesetzten  Sub- 
normale der  ursprünglichen  Curve". 

Beweis.  Wenn  die  gegebene  Curve  steigt,  so  fällt  jene  der  re- 
ciproken Ordinate.  Es  hat  daher  die  Subtangente  der  letzteren  eine 
entgegengesetzte  Lage  zu  jener  der  ersteren. 

Es  .sei  ferner  P  ein  Punkt  der  ursprünglichen  Curve ,  P*  der 
aus  ihm  abgeleitete  der  Curve  der  reciproken  Ordinate,  Q  der  End- 
punkt der  ihnen  gemeinschaftlichen  Abscisse.  Die  Tangente  der  ur- 
sprünglichen Curve  in  P  sei  T,  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Abscissen- 
achse M.  Die  Tangente  T'  au  die  Curve  der  reciproken  Ordinate 
in  P1  findet  man,  wenn  man  den  unendlich  nahen  Punkt  R'  zu  P' 
der  Curve  mit  P'  verbindet.  Ist  N  der  Schnittpunkt  von  T'  mit 
der  Abscissenachse,  so  ist  zu  zeigen,  dass 

QN  —  QM   ist 
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Jt  findet  man  aus  dorn  unendlich  nahen  Paukte  R  zn  P  auf 
der  ursprünglichen  Curve.  R  liegt  aber  zugleich  in  T.  Wenn  man 
nicht  nur  aus  Ä,  sondern  aus  allen  Punkten  von  T  die  entsprechen- 
den Punkte  ableitet,  so  erhält  man  nach  obigem  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  die  durch  P4  und  R'  hindurchgeht,  die  Absoissenachse 
zur  Asymptote  und  M  zum  Mittelpunkt  hat.  Diese  Hyperbel  hat 
daher  in  P'  dieselbe  Tangente,  wie  die  Curve  der  reeiproken  Ordinate. 

Da  aber  die  Hyperbeltangente  durch  den  Berührungspunkt  P, 
zwischen  den  Asymptoten  halbirt  wird,  so  findet  man  ihren  Schnitt- 
punkt N  mit  der  Abscissenachse,  wenn  man 

ON  —  QM 

macht,  wodurch  der  Satz  bewiesen  ist 

Die  aus  der  Scheitelgleichung  der  Parabel  abgeleitete  Curve,  deren 

Ordinate 

1 

ist,  und  deren  Gleichung  demnach 

.       1 

lautet,  hat  eine  sehr  einfache  Tangentenconstruction  und  eine  be- 
merkenswerte Eigenschaft  bezüglich  der  Fläche. 

Der  Abschnitt  der  Tangente  auf  der  Ordiuatenachse  ist  nämlich 
17,  mal  so  gross  als  die  Ordinate  des  Berührungspunktes ,  und  die 
von  den  Koordinatenachsen  der  Curve  und  einer  Ordinate  begrenzte 
Fläche  ist  doppelt  so  gross,  als  das  aus  den  Coordinaten  des  End- 
punktes gebildete  Rechteck. 

Beweis.  Ist  O  der  Coordinatenursprung,  zugleich  Scheitel  der 
Parabel,  so  ist,  obige  Bezeichnungen  beibehalten,  QM  als  Subtangente 
der  Parabel  gleich 


2  0M  =  2x 

Da  nun 

QN  —  QM 

ist,  so  ist 

ON  —  Zx 

Es  verhält  sich  daher  der  Tangentenabschnitt  auf  der  Ordinaten- 
tchse  zur  Ordinate  des  Berührungspunktes  wie  3 : 2  w.  z.  b.  w. 

Bezeichnet  man  die  oben  genannte  Fläche  mit  F,  so  ist 


p _dx_ 1_     *V,  _  2_y* 

0 
welcher  Ausdruck  auch  so  geschrieben  werden  kann: 


woraus  folgt 

F  —  2ary    W.  Z.  b.  W. 


Wilhelm  Rnlf. 


lieber  die  Potenzen  der  Zahlen  tod  der  Form 

Et  «ei  eine  Reibe  von  Zahlen  von  der  Form  mll,  z,  B.  die 
Doppclreihe  6n^l  (n  —  1,  2,  3,  .  .  .  oo)  gegeben.  Es  enthalt. 
diese  Reihe  die  folgenden  Zahlen: 

6,  11,    17,    23,    29,    35,    41,    47,    53,    59, .   .   . 

7,  13,    19,    25,    31,    37,    43,    49,    55,    61, .   .   . 

Erhebt  man  diese  Zahlen  zur  2.,  3.,  4.  n.  s.  w.  Potenz,  so  be- 
stehen die  folgenden  Congruenzen: 

5*=+l(mod.  6)  and  =  +l(mod.  12)  .  7*  = +l(mod-l6)  nnd 

=  + 1  (mod.  12) 
5»  =  —  l(mod.  6)  nnd  =  +5(mod.  12)  .  71=+l(mod.  6)  nnd 

=  +7(mod.  12) 
5«  =  -f-l(mod.  6)  und  =-fl(mod,  13)  .  7*  ==+l{mod.  6)  and 

=  + 1  (mod.  12) 
6)  and  =  +6(mod.  12).  7*  = -f- 1  (mod.  6)  nnd 

=  +7  (mod.  12) 


.  12)  and  =  -f-l(mod.  24)  .  13*  = +  1  (mod.  12) 

and  =  + 1  (mod.  24} 
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11»  =  —  l(mod.  12)  and  =  +  ll(mod.  24)  .  13»  =  -{-1  (mod.  12) 
and  ==  +  13(mod.  24) 

11'  ==+l(mod,  12)  and  =  +  l(mod.  24).  13*=  +1  (mod.  12) 

ond  =  +l(mod.  24) 

12*=  —  l(mod.  12)  nnd  =  +  11  (mod.  24)  .  13»  =  +  l(mod.  12) 
and  =  +13  (mod.  24; 


Allgemein  ist  eine  Zahl  von  der  Form  6»'+l,  wenn  Bio  zu 
einer  geraden  Potenz  erhoben  wird,  =  + 1  (mod.  6a  und  mod.  2  .  6«) 
and  wenn  sie  za  einer  angeraden  Potenz  erhoben  wird,  m  +~  1  (mod. 
6m)  und  =  6n  +  t  (mod.  2  .  Gn).  —  Aehnliche  Gesetze  gelten  allge- 
mein für  die  Zahlen  von  der  Form  xn=pi. 


Oldenburg  im  Gr. 


G.  Speckmann. 


Pete  nzeon  grnenzen . 


Bildet  man  ein  Reihensystem  mit  dem  Modul  oder  der  Differenz 
p  (p  eine  Primzahl)  in  der  folgenden  Weise; 


I.    P+l, 

2, 

3, 


2p, 


so  sind  die  Anfangsglieder  1  bis  p  —  1  nnd  alle  Glieder  der  zn  diesen 
Anfangsgliedern  gehörigen  Horizontalreihen  nicht  durch  den  Modal 
P   teilbar.      Die  Glieder  dieser  Reihen   werden   aber  =0(mod.  p), 
wenn  man  zu  denselben  reap.  p —  1,  p  —  Z,  ■   ■   ■  hinzuzahlt,   denn 
1-i-p  —  l,    2+p  —  2  u.  s.  w.   lind  =0(mod.  p). 
Glieder  der  Reihen  1  bis  p  - 1  zu  irgend  welche: 
mach  diese  Potenzen  simtlich  incongraent  zam  M 
dieselben  aber  in  leichter  Weise  dnrch  Hinzanabm 
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Zusatzgliodes  =  O(mod.  p)  machen.  In  Betreff  der  Potenzen  der 
Zahlen  1,  2,  3, .  .  .p  —  l(mod.  p)  bestehen  nämlich  die  feigenden 
Gesetze : 

lf+(p-l)i 

2*-H/>-2)2 

3*  +  (p-3)3 

e=  O(mod.  p) 


(P-V*+(P  -0-1])<p-1)/ 

l3+(/,_i)i» 
2*4- (p- 2)2* 
38+(p-3)3» 


=  O(mod.  |») 


(p-l)8+(p-[p-l])(p-l)« 

U.     8.     W. 


Allgemein  gelten  also  die  Congruenzen 

lM  +  (p  —  l)!"-1 
2*4- (p- 2)2"-* 


=  0(mod.  p) 


(p  -  D"  +  (p  -  [p  - 1])  (*  - l)—1 

Beispiel : 

Es  sei  p  =  7.    Die  Anfangsglieder  der  Reihen  des  Systems  sind 
1,  2,  3,  4,  5  und  6. 


l*-f6, 

.1=7 

13+6.1*«   7 

1*  +  6  .  1»  —   7 

2» +  5 

.2  =  14 

2»  +  5  .  2*  —  28 

2*  -f-  5  .  2»  —   56 

3»  + 4. 

3-21 

3»,+  4.  3»=  63 

3*  +  4.38—  189 

4*  + 3. 

4  —  28 

4*  4-  3  .  4*  -  112 

44-J-3.48—  448 

5» +  2, 

.6  =  35 

5*  +  2  .  5*  =  175 

54  +  2.5»—  875 

6*  +  l 

.6-42 

6»  +  1  .  6*  -  252 

6*4-1.6* -1512 

l*  +  6. 

1*  -   7    l6  +  6 

.  I6  —    7 

2* +  5, 

.2*-  112    2« +  5 

.  2»  -  224 
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36  +  4.34  —    567  36  +  4.3«  =    5068 

45  +  3.4*- 1792  4«  +  3.  4*=    7168 

55  +  2  .  5*  =  4375  5«  +  2  .  5*  =r  21875 

6*  -f  1  .  6*  -  9072  66  +  1  .  65  =  54432 

U.      8.      W. 

Die  entstandeueo  Prodacte   sind  alle  =  0(mod.  p). 

Die  Potenzen  der  Glieder  dor  zu  den  Aufangsgliedorn  1,  2.  3; 
.    .    .  (/>  — 1)  gehörigen  Horizontalreiben  werden  nach  Hinzunahme 
dos  bei  den  Potenzen   von  1,  2,  3. .   .   .  (p  —  1)  angegebenen  Zn- 
satzgliedes auch  alle  =  0(mod.  p). 

6.  Speckmann. 


5. 
Congruenzen« 

Ist  x  eine  beliebige  Zahl  und  sind  y  nnd  •  zwei  Zahlen,    die 
zusammen  gleich  x  sind,  so  bestehen  die  folgenden  Congruenzen : 


Beispiele : 


y2n    _  ,2»     =0  (mod.  x) 
y2n  i-f*2*-i  ==  0(mod.  x) 

x  =  23.    y  —  16.    s  =  7 

16*—    256 
—  7*==— 49 


207  ==  0(mod.  23) 


16»  -  4096 
+  73-    343 

4439  =  0  (mod.  23) 

Beweis.    Es  ist  *  =  -f-«(mod.  *)  nnd  y  =  —  *(mod.  x) 

**»    —  (-*)**     —0 
,2H-i-{-(-.«)ai.-i  —0 

G.  Speckmann. 
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G. 
Ueber  ebene  zusammenhangende  Liniengebilde. 

Vorbemerkungen. 

Ein  Liniengebilde  heisst  zusammenbangend,  wenn  man  von  jedem 
Punkte  desselben  zu  jedem  andern  gelangen  kaun,  ohne  andere  Wege 
als  die  durch  die  Linien  des  Gebildes  vorgeschriebenen  zu  benutzen. 

Ein  Punkt  heisst  gerade,  wenn  in  ihm  eine  gerade  Zahl  von 
von  Linienteilen  zusammenstossen,  im  andern  Falle  ungerade.  Unter 
einer  Linie  kurzweg  soll  eino  solche  verstanden  sein,  die  aus  einer 
Geraden  durch  Verbiegung  in  einer  Ebene,  bei  welcher  nur  Punkte, 
nie  Linienteile  zur  Deckung  gelangen,  entstanden  ist.  Eine  solche 
kann  man  immer  in  1  Zuge  zeichnen,  d.  h.  so,  dass  dabei  bereits 
gezeichnete  Linienteile  nicht  mehr  befahren  werden. 

Satz  1:  Verbiegt  man  eine  Gerade  in  einer  Ebene  in  beliebiger 
Weise  derart,  dass  dabei  nur  Punkte,  nie  Linienteile  sich 
decken,  so  kann  das  dadurch  entstandene  Liuiengebilde  höch- 
stens 2  oder  keinen  ungeraden  Punkt  haben. 

Bew.:  Wenn  gerade  Punkte  auf  gerade  Punkte  fallen,  so  entstehen 
wieder  gerade  Punkte.  Nun  sind  aber  alle  Punkte  der  Linie 
ausser  ihren  Endpunkten  gerade.  Also  können  bloss  2  un- 
gerade Punkte  entstehen,  wenn  pie  Endpunkte  auf  gerade 
Puukte  fallen  oder  frei  endigen.  Fallen  die  Endpunkte  zu- 
sammen, so  entsteht  kein  ungerader  Punkt. 

Da  jedes  zusammenhangende  Liniengebilde ,  das  sich  in  1  Zuge 
zeichnen  lässt,  auf  obige  Weise  entstanden  gedacht  werden  kann, 
so  folgt: 

Ein  Liniengebilde,  dass  sich  in  1  Zuge  zeichnen  lisstt 
(bereits  gezeichnete  Linienteile  dürfen  dabei  nicht  befahren 
werden)  hat  2  oder  keinen  uugeraden  Punkt. 

Satz  II:  n  Linien,  die  in  eine  Ebene  so  gelegt  werden,  dass  nur 
Punkte,  nie  Linienteile  zur  Deckung  gelangen,  und  welche  ein 
zusammenhangendes  Liniengebilde  bilden,  erzeugen  2h  unge- 
rade Punkte,  wobei  k  höchstens  gleich  n  sein  kann. 

Bew.:  Die  n  Linien  haben  zusammen  2n  ungerade  Punkte.  & 
können  daher  ungerade  Punkte  nur  dadurch  entstehen,  dass 
diese  frei  endigen  oder  mit  geradeu  Punkten  zusammenfalle!. 
Die  höchste  Zahl  derselben  ist  folglich  2*.  Fallen  2  ungerade 
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Punkte  zusammen,  so  hat  man  2  weniger.    Es  kann  also  ihre 
Zahl  bloss  von  der  Form  2«  —  2p  sein. 

Da  jedes  zusammenhangende  Liniengebilde  auf  letztere  Art  ent- 
standen gedacht  werden  kann,  so  folgt: 

Jedes  zusammenhangende  Liniengebilde  kann  nur  eine 
gerade  Zahl  ungerader  Punkte  haben. 

Sitz  III:  Hat  ein  zusammenhangendes  Liniengebilde  keinen  un- 
geraden Punkt,  so  kann  dasselbe  in  1  Zuge  gezeichnet  wer- 
den (bereits  gezeichnete  Linienteile  dürfen  dabei  nicht  mehr 
beschrieben  werden.) 

ßew.:  Man  nimmt  zuerst  an,  dass  das  Gebilde  aus  Linien  ent- 
standen ist,  bei  welchen  die  Endpunkte  zusammenfallen.  Eine 
solche  geschlossene  Linie  kann  man  stets  von  einem  beliebigen 
Punkte  aus  in  1  Zuge  zeichnen.  Wir  beschreiben  sie  aber 
aber  bloss  bis  zu  eiuem  Pnnkte,  den  sie  mit  einer  zweiten  Linie 
gemein  hat,  beschreiben  dann  die  letztere  wieder  bloss  bis 
zu  einem  derartigen  Punkte,  dann  die  dritte  Linie  etc., 
müssen  aber  dabei  berücksichtigen,  dass  Linien,  von  denen 
Teile  bereits  gezeichnet  sind,  von  solchen  Punkten  aus  nicht 
gezeichnet  werden.  Auf  solche  Weise  fortfahrend  kommt  man 
stets  zu  einem  Punkte,  von  dem  aus  eine  Linie  ganz  be- 
schrieben werden  kann,  sodass  mau  wieder  zu  ihm  zurück- 
kehrt. Ton  diesem  aus  wird  dann  die  zuletzt  unterbrochene 
Linie  wieder  fortgesetzt  und  nur  an  einem  solchen  Punkt  unter- 
brochen, den  eine  ganz  neue  Linie  mit  ihr  gemein  hat  So 
fortfahrend  muss  man  wieder  zum  ersten  Ausgangspunkt  zu- 
rückkommen. Angeuommmen,  die  Linien  sind  teils  geschlossen, 
teils  offen,  und  betrachten  wir  irgend  eine  der  letztern,  dann 
muss  der  eine  Endpuukt  mit  dein  lten  Endpunkt  einer 
zweiten,  der  2te  Endpunkt  dieser  mit  dem  lten  Endpunkt 
einer  dritten  u.  8.  w.  zusammenfallen,  schliesslich  aber  der 
2te  Endpunkt  der  letzten  Linie  wieder  mit  dem  lten  End- 
punkt der  lten.  Diese  zusammen  bilden  dann  wieder  eine 
einfache  geschlossene  Linie  und  alle  offenen  Linien  zerfallen 
demnach  in  einfach  geschlossene.  Damit  ist  dieser  Fall  auf 
den  vorigen  zurückgeführt. 

Satz  IV:  Um  ein  Liuieugebilde  mit  2n  ungeraden  Punkten  so  zu 
zeichnen,  dass  bereits  beschriebene  Linienteile  nicht  mehr 
befahren  werden,  muss  man  mindestens  (» —  l)mal  absetzen, 
d.  h.  ein  solches  kann  in  höchstens  n  Zügen  gezeichnet  werden. 


iT=z*»a. 


tob  jeden 
kaaau  eaae  andere  Wege 
•^     rsescariebeaea  zu  be&ntzea. 


-...     1-^a    2  ia  ihm  gerade  Zahl  tob 

>. .  ***  **    n  iwtn  falle  aagerade.  Unter 

»-   -*  rcaufcfcji  seia  T  die  ans  einer 

■^    -  -  JT-«-  tor.  bei  wekfcer  aar  Punkte, 

.   ^   .-  -:-.■■*!,    -".scamiea  st.     Eine  solche 

^-     :..    a.   l   lju»  ijaas  dabei  bereits 

r.   r    t  ijr*^  vecriea. 

-    —  -:    •     a    -- i»*r  Ebene  ia  beliebiger 

.-*    -i--.       ur  "-^tjio?.   am  Limieateile  sieh 

«-    -_--i     --^afaima  Lbueagebilde  hoch- 


■■■*.*    *i  j-m^-z  r-jinCT  ralleaw  so  eatstehen 
■■   ■»  -        .:t  <t.:u  *.-*r  4iie  Paakte  der  Linie 
.    .   w  i    o-*tv\-      ^*>vi  iJoaea  bloss  2  nn- 
,  ^       *    fc  ^       -.    **•:*    '-.r-   Zatipaakte  aaf  gerade 

■i  .  •>  *     ^_     *•-    .-.^-L      *u:ea  4ie  Eadpankte  za- 


u      *  ^    .^  »-V--V-    +.  .?*A7-ouatf.  ias  sich  ia  lZtge 

>   ^  *     ^      *.     .  ^-    *  .-<    ,*i-Mauu3ea  f**acht  werde*  kana, 


.  i        ..  .^~  i. .-- .    j*ü*  ^*   ji  I  Zace  lekaaea  Usst, 
*%;*..>.  ,*.-..,..*.**    .  „-ix  ..*.*.*  iurrm  iaaci  akat  befahren 
%*.  *«*„..     ■«»  ^    u<r  ^L*^  £  ü^cain  Paakt 

^s*  *      .iv.\   *.^    .i    •.«   iJwtt«  si  |«uöet  werdea,  dass  nar 

s\uAN  t.\  „  u.vu.tut  ,ur  J«^^aaa;  ^»apta*  aad  welche  eia 
.ttss^a.in.ua^^^jv^'^  ^^i.vr^uutw  iüjns*  eraeaajea  2Jb  ange- 
r-*u<*  v^ti.vv  ^vv*  <:  jwüa-aaat  $-t*icä  »  soa  kaaa. 

tww.;  luf  i%  l^^a.  ^tüva  ^*£saot3DHa  :S  aaffndw  Paakte.  Ei 
köaaea  iai»r  «.wra**  F^taiw  aar  daiarta  e&tstehea,  dass 
öxr*t  frti  c&upea  o«r  aus  tvntik«  Paaktea  zasanuneafallea. 
hie  höchste  Zahl  derseibea  ist  fo^ück  2».  Failea  2  äugende 
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Punkte  zttuun.  »  fcss  heh  i  w**är*r     E«  kaxx  a*<tf»  ikr* 
Zahl  bloss  von  d«r  Fm  rm— r» 


I>a  jede« 
standen  gedacht  werden 


Art  eat- 


gtrade  Zahl 


Satz  III:     Hat  eis   naamste^aam-äv  Ln:^tj-;:  ie    ki*eu 

gerade«  Punkt,   so  kias  4»».>  im    1  Zv»  gerv:-s.M*  wi?r- 
dem   (bereits  gezekkaet*  Lii:*a-*:>  clrfr*  irSfi  nickt  nt-br 


w 


Bew. :     Maa  nimmt  zuetV  aa.   da»  das   G  i-i*  aas   Linien  eit- 
standen ist,  bei  weichen  die  Exi;-ukr«  rx4ixjL*iix.>n. 
solche  geschlouacac  Linie  kaaa  zaan  stets  tos  eci*a  b*ii 
Punkte   aas  in   1   Zu*e  Kxkt-ru.     Wir   bev*i*v:^a  sie  aber 
aber  bloss  bis  zu  einem  Parkte,  d*n  sie  th  e-.a-sr  zweiten  Lia*e 
gemein  bat,   beschreiben   dann  d:e  ietztere  w->i^r    l_.:«  bis 
zo     einem  derartigen  Puakte,    daan    <Le  dnt^   Linie   etf„ 
nassen  aber  dabei    berucksivLtigea ,   dass  Lis>n,  von  denen 
Teile  bereits  gezeichnet  si&d.  tos  «oieken  Punkten  am«  nicht 
gezeichnet  werden.    Aaf  soiene  Weise  fortfahrend  keaat  staa 
stets  zu  einem  Punkte,   von  dea    ans  eise   Linse    ganz    be- 
schrieben  werden  kann,  sodass   maa  wieder  za    ihm    zuräek- 
kehrt.    Ton  diesem  ans  wird  daaa  die  zuletzt  nnterirxheue 
Linie  wieder  fortgesetzt  and  nur  aa  einem  solchen  Pukt  unter- 
brochen, den  eine  ganz  neue  Linie  mit  ihr  gemein  hat.    So 
fortfahrend  mnss   man  wieder  zum  ersten  Ausgangspunkt  zu- 
rückkommen. Angenommmea,  die  Linien  sind  teus  geschlossen., 
teils  offen,  und  betrachten  wir  irgend  eine  der  letztem,   dann 
mnss    der    eine  Endpunkt     mit  dem    Item  Eadpuokt    einer 
zweiten,  der  2te   Endpunkt   dieser  mit  dem    lten   Endpunkt 
einer   dritten  n.  s.  w.  zusammenfallen,  scbliessiKh  aber  der 
2te  Endpunkt  der  letzten  Linie  wieder  ait   dem    lten  End- 
punkt der  1  ten.     Diese  zusammen  bilden   dann   wieder  eine 
einfache  geschlossene  Linie  und  alle  offenen  Linien  zerfallen 
demnach  in  einfach  geschlossene,    Damit  ist  dieser  Fall  aaf 
den  vorigen  zurückgeführt 

Satz  IV:    Um  ein  Liniengebilde  mit  2»  ungeraden  Punkten  so 
zeichnen,  dass   bereits   beschriebene  Linienteile   nicht  r 
befahren  werden,   muss  man  mindestens  (« —  l)mal  abac 
d.  h.  ein  solches  kann  in  höchstens  «  Zagen  gezeichnet  we 
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Bew. :  Ein  zusammenhangendes  Liniengebilde  mit  2n  ungeraden 
Punkten  muss  ans  mindestens  n  Linien  entstanden  gedacht 
werden,  weil  weniger  keine  2n  ungerade  Punkte  liefern  können. 

Jede  dieser  Linien  kann  in  1  Zuge  gezeichnet  werden.  Ist 
aber  das  Gebilde  aus  mehr  als  n  Linien  hervorgegangen,  so 
müssen  diese  doch  wieder,  da  dann  Endpunkte  aufeinander 
fallen,  in  n  einfache  Linien  zerfallen,  von  denen  jede  in  1 
Zuge  gezeichnet  werden  kann.  Wäre  die  Zahl  der  Zuge  <*, 
so  könnte  das  Liniengebildej  aus  weniger  als  aus  n  Linien 
entstanden  gedacht  werden,  was  aber  unmöglich  ist. 

Umkehrung:    Lässt  sich  ein  zusammenhangendes  Liuiengebilde  in 
n  Zügen  und  nicht  weniger  zeichnen,  so  hat  dasselbo  2»  un- 
gerade Punkte. 


Ladenburg  in  Baden. 


0.  Steinert, 
Lehramtspraktikant. 


7. 
Dreieckssatz. 


Lehrsatz:  Verhalten  sich  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  aibze 
=  4:5:6,  so  ist  der  Winkel  y,  welcher  der  Seite  e  gegenüberliegt, 
zweimal  so  gross,  als  der  Winkel  <*,  welcher  der  Seite  a  gegenüber- 
liegt. 

Das  Dreieck  sei  ABC,  und  zwar 

a  —  BC\    b  —  CA;    c  —  AB 
a  -  Wkl.  BAC;    ß  -  Wkl.  CBA\    y  -  Wkl.  ACB 

mithin  die  Bedingung: 

a  :  b  :  c  =  4  :  5  :6 

die  Behauptung: 

y  —  2« 

Beweis:   Die  Transversale   CD  halbire   den  Winkel   ABC   and 

teile  AB  in 

AD ->  c  —  x    und    BD  —  sc 

Dann  verhalten   sich   die  Stücke   bekanntlich  wie   die  anliegenden 
Dreiecksseiten,  d.  h.  es  ist 

c — x  :  x  =»  b  :  a 
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oder,  da  sich  die  Stimmen  der  2  ersten  und  2  letzten  Proportions- 
glieder verhalten  müssen  wie  die  Hinterglieder: 

e  :  a+b  —  x  :  a  =  6  :  (4  +  5)  —  2  :  3  =  a  :  e 

also,  angewandt  anf  die  Figur, 

BDiBC=*  BC:AB 

Der  Winkel  ß  bei  B  ist  den  folgenden  Dreiecken  gemeinsam,  daher  ist 

Dreieck  CBD  ähnlich  ABC 

weil  ein  Winkel  gleich  nnd  die  ihn  einschliessenden  Seiten   propor- 
tionirt  sind.    Daraus  folgt: 

Wkl.  CAB  —  DCB 
oder: 

was  zu  beweisen  war. 

Anmerkung.    Die  Grösse  der  Winkel  ist  von  Anfang  an  durch 
die  Seitenverhältnisse  bekannt.    Demnach  sind  die  Winkel 

a  =  arccos|— 41*24'34",  64.   .  . 

9 
ß  —  arccos  r^  —  55*  46'  16",  07  .   .   . 

y  =  arccos|  =  2arccos|  —  82*  49' 9"  29.   .   . 

mit  Lineal  nnd  Zirkel  construirbar. 

Dorpat  F.  Specht 


8. 

Herleitnng  der  trlgtaemetrisehen  Ferael  flr  die  Tangente  des 
kalbern  Winkels  ans  den  Seiten  des  Dreiecks. 

Das  Dreieck  sei  ABC,  seine  Seiten 

a  =  BC,    b  ss  CA,    e—  AB 

deren  Gegenwinkel  bzhw.  *,  ß,  j.  Als  bekannt  sei  angenommen, 
dass  deren  Halbirende  AO,  AO,  CO  sich  im  Mittelpunkte  O  des 
einbesebriebenen  Kreise  trefen,  dass  die  Fns?punkfc  D,  £T,  F  der 


..^a 


Lot«    von  0  auf  a,  b,  c  die  Berührungspunkte  dieses  Kreises   sind, 
uiid  dass  dessen  Radius  den  Wert  hat: 

OD  -  M-0f-t-|/"-"'7'>"-" 

wo    ,-^(a  +  6+c) 
Sei  überdies 

m  —  AE  —  AF;     p  =  BF  —  BD;     q  =  CD  —  VE 
Dann  hat  man: 


a  —  p+q;   6— 9+m;    "  —  m+p 

ist 

„1.    0E    > 

also  nach  Einsetzung  der  Werte: 

/(—a)(,-b){*-c) 


-W 


F.  Specht, 
Oberlehrer  einer  Uns. 
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XIII. 

Ueber  den  Flächen-  und  Bauminhalt  der  durch 
Bewegung   von  Curven   und    Flächen  erzeugten 

Flächen-  und  Raum  grossen. 

Von 

Chr.  Nehls, 

Wauerbaudirector  in  Hamburg. 


Einleitung. 

Die   vorliegende  Abhandlung  beschäftigt  eich   mit   der  Lösung 
der  folgenden  Aufgabe: 

„Eine  begrenzte  Ranmcurve  oder  eine  begrenzte  beliebig 
„gekrümmte  Fläche  bewegt  sich,  von  einer  gewissen  An- 
fangslage ausgehend,  nach  einem  gegebenen  Gesetz,  bis 
„zu  einer  bestimmten  Endlage  hin  und  beschreibt  dabei 
„eine  gesetzmässig  begrenzte  Fläche,  bzhw.  ein  gesetzmässig 
„begrenztes  Volumen;  für  letztere  sind  die  Grösse  der 
„Oberfläche,  bzhw.  die  Grösse  des  Volumens  zwischen  An- 
„fangs-  und  Endlage  der  bewegten  Curve  oder  Fläche,  die 
„beide  während  des  entsprechenden  Teils  der  Bewegung 
„unverändert  bleiben  oder  sich  gesetzmässig  ändern  kön- 
nen, allgemeiner  zwischen  zwei  beliebigen  Lagen  derselben 
„zu  ermitteln." 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  im  allgemeinsten  Sinne  ist  Sache 
der  Integralrechnung,  wo  sie  in  den  Capiteln  über  die  Complanation 
begrenzter  Flächen  und  über  die  Kubatur  begrenzter  Volumina  Auf- 
nahme findet;    sie  ist  hier  in  jedem  einzelnen  Falle   in  endlicher 

Ar  eh.  d.  Math.  «.  Phjrs.    2.  Ueihe,  T.  XIII.  I  5 
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Form  oder  mit  Anwendung  von  Reihenentwicklungen  möglieb,  sobald 
die  Natur  der  in  Rede  stehenden  Bewegung,  durch  welche  eben  die 
fraglichen  Flächen-  und  Ranmgrössen  beschrieben  werden,  in  vollem 
Umfang  durch  die  entsprechenden  Gleichungen  und  die  Grenzen  der 
Bewegung  bestimmt  ist.  Auch  der  graphischen  Behandlung,  ein- 
schliesslich der  Lösung  der  resultirendcn  Integrale,  wird  manche 
Aufgabe  dieser  Art  ohne  Weiteres  zugänglich  sein.  Nichtsdesto- 
weniger wird  es  im  einen  wie  im  andern  Falle  unter  Umständen 
die  Arbeit  wesentlich  erleichtern  und  fördern  können,  wenn  man 
von  den  allgemeinen  Beziehungen  oder  Gesetzen,  welche  auf  diesem 
Gebiete  gelten,  Gebrauch  machen  kann.  Um  die  Entwicklung 
solcher  Beziehungen  und  Gesetze,  soweit  solche  mir  nicht  anderweitig 
bekannt  geworden  sind,  handelt  es  sich  hier,  und  ich  habe  dabei 
namentlich  die  graphische  Lösuug  der  gestellten  Aufgaben  mit  Hälfe 
der  darstellenden  Geometrie  und  der  graphischen  Integrationsmethode 
im  Auge;  selbstverständlich  wird  man  bei  diesem  Verfahren  die  ge- 
legentliche Benutzung  erleichternder  Hfllfsrechnungen  nicht  aus- 
schliessen  wollen,  im  Gegenteil  unter  Umständen  sogar  eine  voll- 
ständig analytische  Lösung  der  graphischen  Behandlung  vorziehen. 
Bezüglich  der  letzteren  verweise  ich  zuvor  noch,  insofern  es  sich  um 
die  Auflösung  bestimmter  Integrale  handelt,  auf  die  am  Schlüsse 
dieser  Abhandlung  benannten,  früher  von  mir  verfassten  Schriften, 
wobei  ich  bemerke,  dass  andere  Arbeiten  ähnlicher  Art,  so  weit  sie 
mir  bekannt  sind,  nichts  wesentlich  Neues  mehr  bieten. 

1)  Ueber  den  Amsler'schen  Polar- Planimeter,  uud  über  gra- 
phisch-mechanisches Integriren  im  Allgemeinen.  —  Civil- 
Ingenieur,  Band  XX,  1874;  auch  als  ergänzter  Separat-Ab- 
druck  erschienen. 

2)  Graphisch-mechanische  Bestimmung  des  aequatorialen  Träg- 
heitsmoments eiuer  gegebenen  Figur  in  Bezug  auf  eine  be- 
liebige Schwerpunktsachse  derselben.  —  Civil-Ingenienr, 
Band  XX,  1874. 

3)  Ueber  graphisch-mechanisches  Integriren.  Civil-Ingenienr, 
Band  XXI,  1875. 

4)  Ueber  graphische  Integration  und  ihre  Anwendung  in  der 
graphischen  Statik.  1877.  Hannover,  Verlag  von  Carl 
Rümpler;  jetzt  Dresden,  Gustav  Kühtmann's  Verlag. 

5)  Graphische  Bestimmung  der  Momente  von  Flächen  und 
Bögen  ebener  Cnrven  und  Polygone.  —  Zeitschrift  für  Bau- 
wesen, Jahrgang  XXIX,  1879. 
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6)  Der  einfache  Balken  auf  zwei  Endstatzen  unter  ruhender 
und  bewegter  Last    Hamburg  18S5. 

7)  Die  hohem  Integralcurven  und  die  Momente  der  Fliehen 
ebener  Gurren.  Zeitschrift  für  Bauwesen,  Jahrgang  XXXIX, 
1889. 

Ich  verweise  ausserdem  noch  auf  zwei  höchst  interessante 
Schriften  von 

1)  Br.  Abdank-Abakanowicz:  Les  Integrapnes,  la  courbe 
\ntegrale  et  ses  applications.  foude  sur  nn  nouveau  Systeme 
d'integrateurs  mecaniques.  Paris,  GauÜrier-VUlars,  1886. 
In  deutscher  Uebersetzung  unter  dem  Titel.-  Die  Integraphen. 
Die  Integralcurve  und  ihre  Anwendung  von  Br.  Abdank- 
Abakanowicz.  Deutsch  bearbeitet  von  Emil  Bitterli.  Mit 
130  Figuren  im  Text.  Leipzig.  Druck  und  Verlag  ven  B. 
6.  Teubner.    1889. 

2)  Ä  lf  red  Amsle  r:  Ueber  den  Flächeninhalt  und  das  Volumen 
durch  Bewegung  erzeugter  Curven  und  Flachen  und  aber 
mechanische  Integrationen.    Schaffhausen,  H.  Maier,  1880. 

In  beschranktem  Umfang  wird  die  auf  8eite  225  zur  Lösung  ge- 
stellte Aufgabe  in  den  Lehrbachern  der  Physik  und  Mechanik  be- 
handelt in  der  Theorie  des  Schwerpunkts,  wo  das  Volumen  des 
schief  abgeschnittenen  Cylinders  und,  mit  Hülfe  der  Guldin'scben 
Regeln,  Oberfläche  und  Volumen  solcher  Rotations- Fliehen  und 
Körper  bestimmt  werden,  welche  durch  Drehung  ebener  Curven  und 
Flachen  nm  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Achse  erzeugt  werden. 

Ich  führe  hier  deshalb  zunächst  die  Darstellung  dieses  Gegen- 
standes an,  und  zwar  fast  wörtlich  in  der  Behandlung,  welche  die- 
selbe findet  in  dem  bekannten  „Lehrbuch  der  analytischen  Mecha- 
nik41 von  Duhamel;  deutsch  herausgegeben  von  Dr.  Oscar  Schlö- 
milch.  2te  Auflage.  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1858.  Band  1,  Seite 
152-156. 


S  1.    Volumen  des  schief  abgeschnittenen  Cylinders. 

Das  Volumen  V  eines  abgestumpften  —  d.  h.  eines  schief  ab- 
geschnittenen —  Cylinders,  dessen  Grundfläche  in  der  gy-Ebeue 
liegt,  und  dessen  erzengende  Geraden  senkrecht  auf  dieser  Ebene 
stehen,  wird  ausgedruckt  durch 


"-.//••** 


14 


228  Nehls:   Ueber  den  Inhalt  der  durch  Bewegung  von  Curven 

dabei  ist  *  die  zu  x  und  y  gehörige  dritte  Coordinate  eines  Punktes 
xyn  der  obern  Grundebene,  und  die  Integrationsgrenzen  bestimmen 
sich  durch  die  Peripherie  der  gerad-  oder  krummlinig  begrenzten 
Basis.    Nennen  wir   <p   den  Neigungswinkel  der  oberon  gegen  die 

untere  Grund-  oder  gy-Ebene,  so  ist  — ! —  das  Element  der  obern 

*  '  cos  (p 

Fläche,  mithin  deren  Gesamtinhalt 

B 


cos  <p 

wenn  B  den  Inhalt  der  Basis  bezeichnet  Ferner  wird  der  Abstand 
des  Schwerpunkts  der  obern  Fläche  von  den  Ebenen  xy  bestimmt 
durch  dio  Formel 

JB_  __    P  Pz-dxdy 

cos 9  '  **  ~~J  J     cosy 
oder 

Bzt  =    /    /    u  .  dxdy 

woraus  in  Verbindung  mit  dem  Vorigen  folgt: 

V  =  B  .  zt 

Das  Volumen  ist  also  gleich  dem  Product  aus  der  Basis  in  die  Höhe 
des  Schwerpunkts  der  obern  Fläche  über  der  Basis. 

Für  die  übrigen  Coordinaten  xx  und  yx  des  Schwerpunkts  der 
obern  Begrenzungsfläche  hat  man 


cos 
oder 


cos 
oder 


B  P  Px  .  dxdy 

308  V  '  ^  "",/  J      COS  <p 

B  •  xt  —   /    /  x  .  dx  dy\ 

B  __   P  Py  .  dx  dy 

\sq>'Vl  ~J  J     cos  <p 


Die  Formeln  für  B  .  xt,  B  .  y1  und  B  .  zt  sind  ganz  dieselben  ,  als 
wenn  es  sich  um  den  Schwerpunkt  der  Basis  handelte,  folglich 
liegen  die  Schwerpunkte  der  beiden  Endflächen  in  einer  nnd  der- 
selben Senkrechten  auf  der  Basis. 

Einen  abgestumpften  Cy linder,  dessen  erzeugende  Gerade  sebief 
gegen  beide  Begrenzungsebenen  gerichtet  sind ,  kann  man .  als  den 
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Unterschied  zweier  Cylinder  ansehen,  welche  den  Normalquerschuitt 
zur  gemeinschaftlichen  Basis  haben;  die  Differenz  der  beiden  Per- 
pendikel von  den  Schwerpunkten  der  beiden  Endflächen  des  ur- 
sprünglichen Cy linders  auf  die  gemeinsame  Basis  des  neuen  Cylinders 
ist  nichts  Anderes  kal8  die  Verbindungslinie  jener  Schwerpunkte. 
Daraus  folgt  der  Satz: 


„Das  Volumen  eines  beliebigen  schief  abgeschnittenen 
„Cylinders  ist  gleich  dem  Prodnct  aus  dem  Normalquer- 
„schnitt  des  Körpers  in  die  Verbindungslinie  der  Schwer- 
punkte seiner  beiden  ebenen  Endflächen." 

Man  kann  diesen  Satz  auf  einen  andern  Ausdruck  bringen,  weun 
man  berücksichtigt,  dass  das  Verhältniss  des  Normal  Schnitts  zu  einer 
der  Endflächen  gleich  ist  dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen  beiden 
Ebenen  oder  gleich  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  einer  erzeu- 
genden Geraden  des  Cylinders  und  jener  Endfläche,  und  folglich 
gleich  ist  dem  Verhältnisse,  in  welchem  der  Abstand  des  Schwer- 
punkts der  zweiten  Endfläche  von  der  ersten  zur  Entfernung  beider 
Schwerpunkte  steht    Der  Satz  lautet  nunmehr: 

„Das  Volumen  eines  beliebigen  schief  abgeschnittenen 
„Cylinders  ist  gleich  dem  Product  aus  der  eiuen  Bcgren- 
„zungsfläche  in  die  aus  dem  Schwerpuukt  der  zweiten  Be- 
„grenzungsfläche  auf  die  Ebene  der  ersten  gefällte  Scnk- 
„rechte." 

§  2.    Die  Guldin'schen  Regeln. 

Sind  *0  und  x  die  Abscissen  der  Endpunkte  eines  ebenen 
Corvenbogens  #,  so  bestimmt  sich  die  Ordinate  *  des  Schwerpunkts 
von  «  durch  die  Formel 

x  

*  .  »  -fv .  ds  =  ft,  j/i+  (jy .  * 

j-Ä  ^  AMiRa   sich  drehen,    so    be- 
Hart  man  denselben  Bogen  ,  um   che  j^J^^  Umdrehung 
schreibt  er  eine  Fläche,  deren  Inhalt  F  bei  einer 
durch  die  Formel 

y^A&ex  Formeln  erbalt  mu 
»!*•»  ist;  ans  der  Vergleich»"*  **»<* 
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welches,  der  Guldin'schen  Regel  zufolge,  dem  Producta  ans  dem 
Inhalte  der  Figur  in  den  Weg  ihres  Schwerpunktes  gleichkommt. 
Der  Satz  modificirt  sich  jedoch  in  dem  Falle,  wo  die  erzeugende 
Figur  von  den  succcssiven  Drehungsachsen  geschnitten  wird. 

In  dem  Buche:  „Des  Ingenieurs  Taschenbuch.  Herausgegeen 
von  dem  Verein  „Hütte",  Auflage  13.  Berlin,  Verlag  von  Ernst  & 
Korn,  1887",  Seite  106  wird  der  wesentlich  mit  den  angegebenen 
Wortlaut  übereinstimmenden  Fassung  der  Regeln  noch  die  Bemer- 
kung hinzugefügt:  „vorausgesetzt,  dass  dio  erzeugende  Linie  — 
bzhw.  Fläche  —  auf  einer  Seite  der  Achse  liegt.  —  Dieso  Regele 
gelten  überhaupt,  wenn  dio  sich  bewegende  Ebene  stets  auf  der 
Richtung  der  Bewegung  senkrecht  steht  und  die  Figur  auf  einer 
Seite  der  Drehachse  liegt."  Dass  dio  Figur  auf  einer  Seite  der 
Drehachse  liege,  ist  natürlich  auch  bei  Duhamel  Voraussetzung. 

Die  Grenzen  dieser  Darstellung  werden  auch  in  den  mir  be- 
kannten Werken  andorcr  Schriftsteller  höchstens  nach  der  Richtung 
hin  noch  überschritten ,  dass  sie  auch  die  Oberfläche  des  schief  ab- 
geschnittenen Cylinders  mit  in  Betracht  ziehen.  Ich  werde  im  Fol- 
genden zeigen,  dass  eine  systematische  Behandlung  der  Aufgnbe  zu 
einer  erheblichen  Erweiterung  der  Grenzen  des  ganzon  Gebiets  führt, 
jedoch  nur  in  dem  Falle,  wo  man  es  mit  der  Bestimmung  des  durch 
eine  gesetzmässig  bewegte  Flüche  beschriebenen  Rauminhalts  zu  tun 
hat.  Zunächst  füge  ich  noch  einige  Worte  hinzu  in  Bezug  auf  den 
schief  abgeschnittenen  Cylinder,  welche  für  graphische  Behandlung 
der  betreffenden  Aufgaben  nicht  ohne  Nutzen  sind. 


§  3.    Ergänzung  in  Bezug  auf  Volumen  und  Oberfläche 
dos  schief  abgeschnittenen  Cylinders. 

In  Figur  1.  stelle  OA  eine  durch  die  F-Achso  gelegte  Ebene 
dar,  welche  mit  der  -XT-Ebene  den  Winkel  d  bildet.  Zwischen  den 
Ebenen  OA  und  XY,  welche  letztere  hier  der  Gleichförmigkeit  wegen 
mit  OX  bezeichnet  werde,  liege  ein  beliebiger  Cylinder,  auf  dessen 
Volumen  sich  die  folgende  Betrachtung  bezieht. 

Die  r- Achse  ist  die  gerade  Linie,  in  welcher  sich  die  Ebenen 
der  Endflächen  des  Cylinders  schneiden.  Es  sei  F*  die  untere,  F" 
die  obere  Endfläche,  P'  ein  Punkt  in  jener,  P"  der  entsprechende 
Punkt  in  dieser  Fläche,  u'  der  Abstand  des  Punktes  P'  von  der 
Ebene  OA,  u"  der  Abstand  des  Punktes  P"  von  OX.  Die  Coordi- 
naten  von  P1  seien  x  und  y,  und  das  an  P'  liegende  Element  der 
Fläche,  bestimmt  durch  dx  und  <fy,  sei  dtF,\  dann  ist 
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1)  d*F'  —  dxdy 

Molttplicirt  mau  das  mit  u",  so  erhält  man  das  an  dem  Paukt  P' 
5tehende  Volumeuclement  des  Cylinders  mit 

dV  —  u"  .  <P  .  F'  =  t*"  .  dx dy 

und  wenn   man  diese  Gleichung  integrirt   in  Bezug  auf  die  ganze 
Fläche  F*,  so  erhält  man  das  Volumen  des  Cylinders 

2)       V  -  ff»"  •  **"  —  ffu"  ■  d*  dV 

An  dieser  Glcichnng  ist  interessant,  dass  sie  ganz  unabhängig  ist 
tod  der  Neigung  der  Seiten  des  Cylinders  gegen  die  zu  OY,  der 
Dorchschnittsliiiio  der  Eudflächen,  normale  Ebenen  XZ.  Man  kann 
demnach  die  Endflächen  Fr  und  F"  in  der  Richtung  jener  Durch- 
schuittslinie  beliebig  gegen  einander  verschieben,  ohne  dass  dadurch 
an  dem  Volumen  des  Cyliuders  etwas  geändert  wird.  Ich  nehme 
deshalb  den  einfachten  Fall  als  Grundlage,  wo  nämlich  der  Cyliuder 
parallel  zur  X£-Ebene  liegt;  die  bezügliche  Untersuchung  ist  in 
diesem  Falle  wesentlich  rein  planimetrischer  Art  für  letztere  Ebene. 

Für  den  Schwerpunkt  von  F'  werde 

x  —  <r6,     u  =s  tt6' 

und  ebenso  für  denjenigen  von  F"  werde 

es  ist  also  u5'  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  F'  von 
OA,  ttj"  der  Abstand  des  Schwerpunkts  der  Fläche  F"  von  OX. 
Es  sei  ferner  noch 

WH.  AOX=-ö,    Wkl.  P"P'X  -  « 
Setzt  man  

OP"  -  v 
so  folgt  aas  dem  Dreieck  OP'P"  nach  der  Sinusregel: 

81 DC 

sin  («  —  o) 

also: 

sin« 

sin  (a  —  o) 
also: 

4)  d*F"  —  dv.dy  =  n.dxdy  —  n.  <PF' 

Ans  der  Figur  entnimmt  man  weiter: 
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5) 

81DÖ--  -- 
X            V 

ebenso  ist 

6) 

•  Jt      ub       ub" 
sind  —  —  —  — 

*5      »h 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  3)  und  4)  kann  man  die  Gleichung  2) 
anf  folgende  Formen  bringen 

7)  V  =  ff»"  .dtf^n  ffu'  .  d»F'  -  n  sin  d  ff*  .  *F' 

«  ff*'  •  d1*"'  -  ;  f  fu"  •  **" 
=  J   sint  ff  v.d*F" 

Die  Ausführung  der  Integrationen  ergiebt  mit  Bezugnahme  anf  die 
Schwerpunkte  von  F'  und  F",  für  welche  die  Gleichungen  6)  ent- 
wickelt sind,  folgende  Beziehungen,  in  denen 

sina 

n  —  — j-    ist: 

sin^a — d) 

8)  V  -  ff*"  •  «***"  -  »5"  •  F'  —  »  .  t*6'  .  F'  -  n  .  sind  .*0.  J* 

—  -  .  sind  .  r*  .  F" 

n  ° 

Diese  Gleichungon  wiederholen  in  ihreu  ersten  Teilen  nur  ein  in 
Nr.  1  bereits  entwickeltes  Resultat;  die  folgenden  Teile  dagegen 
zeigen,  dass  man  für  die  Bestimmung  von  V  nicht  des  Schwerpunkts 
von  F'  oder  F'\  sondern  nur  einer  Schwerpunktslinie  von  einer 
dieser  beiden  Flächen  bedarf,  dio  der  Durchschnittsliuie  Y  der 
Ebenen  dieser  Flächen  parallel  ist,  uud  sie  zeigen  ferner,  dass  es 
genügt,  die  Lage  dieser  Schwerpunktslinie  und  die  Flächeugrtoe 
für  eine  und  dieselbe  Fläche,  F'  oder  F'\  zu  bestimmeu ,  dass  man 
demnach,  wenn  der  Cylinder  im  übrigen  genügend  bestimmt  ist, 
überhaupt  nur  eiue  der  beiden  Endflächen  zu  verzeichnen  braucht 

Für  die  Oberfläche  eines  normalen  schief  abgeschnit- 
tenen Cylinders*)  findet  Folgendes  statt: 


*)  Et  handelt  sich  nur  am  die  Cylindei  fliehe,  nicht  am  die  ebenen  End- 
chen. 
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Ist  der  Cylinder  normal,  so  ist  o  =  90°.  Ist  *  der  Umfang  der 
Basis  F'  in  der  Ebeoe  OX,  also  d$  ein  Differential  dieses  Unifangs 
Ar  den  Punkt  xy,  so  ist  die  Oberfläche  bestimmt  durch  die  Gleichung 


0  —  C  u"  .  d$ 

Hierin  ist 

u*  —  x  »tgö* 

also  auch 

O  -  tg  <5  .    f  xd9 


Das  Integral  ist  das  Moment  dos  Umfangs  von  F*  in  Bezug  auf  die 
Schnittlinie  der  Ebenen  OX  und  OA  Ist  ar,  der  Abstand  des  Schwer- 
punkts des  Umfangs  von  der  Schnittlinie,  u9  sein  Abstand  von  OA, 
so  findet  statt: 


/ 


tgö 


und  wenn  man  das  einsetzt  in  die  Gleichung  für  O,  so  erhält  man 

Die  Integrale  sind  auf  den  ganzen  Umfang  dos  Normalschnitts    F' 
zu  beziehen.  —  Das  Resultat  lautet  in  Worten: 

„Die  Oberfläche  eines  schief  abgeschnittenen  normalen 
„Cylinders  ist  gleich  dem  Umfang  des  Normalschnitts, 
„multiplicirt  in  dem  Abstand  des  Schwerpunkts  dieses 
„Schnittes,  normal  zu  dessen  Ebene  gemessen,  von  der 
„geneigten  Ebene  der  andern  Endfläche.  Zur  Bestimmung 
Jenes  Abstandes  genügt  die  Bestimmung  einer  Schwerlinie 
„für  den  Umfang  des  Normalschnitts  parallel  zu  der  letzt- 
genannten Endfläche." 

Steht  keine  der  Endflächen  des  Cylinders  normal  zu  den  Seiten 
desselben,  so  ist  es  am  bequemsten,  zunächst  eiuen  Normalschnitt 
und  dann  den  Schwerpunkt  seines  Umfangs  zu  bestimmen.  Die 
Oberfläche  ist  dann  gleich  dem  Umfang  dieses  Normalschnitts,  multi- 
plicirt in  die  Länge  einer  von  Endfläche  zu  Endfläche  parallel  zu 
den  Seiten  des  Cylinders  durch  jenen  Schwerpunkt  gezogenen  ge- 
raden Linie. 

§  4.    Allgemeine  Betrachtungen. 

(Lage  des  Coordinatensystems  und  Richtung  der  positiven  oder 
negativen  Drehung.    Lage,  Richtung  und  Projection  von  Linien  und 
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Flächen.  Vorzeichen  der  durch  die  Bewegung  von  Linien  und 
Flächen  beschriebenen  Flächen  und  Raumgrössen.  Allgemeine  Re- 
sultate in  Bezug  auf  die  Grösse  der  letzteren  für  parallele  Ver- 
schiebungen und  für  Drehbewegungen.  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung von  Parallel- Verschiebungen  und  Drehungen.) 

In  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  pflegt  man,  wenn  man 
mit  rechtwinkligen  Coordinaten  arbeitet,  die  Achsen  des  Systems  io 
der  Regel  so  zu  legen,  wie  Fig.  2a  zeigt  Die  Richtung  der  posi- 
tiven JT- Achse  geht  vom  Anfangspunkt  O  aus  von  links  nach  rechts, 
und  die  Richtung  der  positiven  y-Achse  liegt  au  der  linken  Seite 
eines  Beobachters,  der  sich  in  O  auf  der  Coordinaten-Ebene  auf- 
stellt und  nach  der  Richtung  der  positiven  X-Achse  sieht  In  Fig. 
2b  ist  die  Richtung  der  positiven  K-Achse  die  entgegengesetzte. 
Allo  Drehbewegungen  um  den  Anfangspunkt  O  werden  entsprechend 
der  alphabetischen  Folge  der  Buchstaben  im  ersten  Fall  in  der 
Richtung  von  rechte  nach  links,  d.  h.  in  der  Richtung  von  der 
rochten  Seite  eines  in  O  stehenden  Beobachters  vor  demselben  vorbei 
nach  der  linken  Seite  hin,  im  zweiten  Fall  in  der  Richtung  von 
links  nach  rechts  als  rechtläufig,  direct  oder  positiv  aufgefasst; 
eine  Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  ist  rückläufig,  indirect 
oder  negativ.  Denkt  man  sich  ein  bewegliches  Coordinatensystem, 
welches  vor  der  Drehung  mit  dem  festen  System  zusammenfällt,  so 
bringt  die  positive  Drehung  um  O  die  bewegliche  positive  X-Achse 
bei  einem  Drehwinkel  von  90°  in  die  Richtung  der  positiven  F- 
Achse. 

Geht  man  von  den  Coordinaten  der  Ebene  über  zu  denjenigen 
des  Raumes,  so  kommt  zu  den  zwei  Achsen  X  und  Y  noch  eine 
dritte  Achse  Z  hinzu,  die  im  Anfangspunkt  O  zu  den  beiden  andern 
senkrecht  steht  Je  nachdem  man  für  die  Achsen  X  und  Y  die  Lagen 
Fig.  2  a  oder  Fig.  2  b  wählt,  kommt  man  dann  zu  den  in  Fig.  3  s 
und  3b  in  Parallelprojection  gezeichneten  Axensystemen.  Beide  Arten 
des  Systems  werden  vielfach  angewendet.  Auch  bei  Raum  Coordi- 
naten ist  es,  wie  in  der  Geometrie  der  Ebene,  gebräuchlich,  den 
Sinn  oder  das  Vorzeichen  der  Drehung,  welche  ein  räumliches  Ge- 
bilde um  irgend  eino  der  drei  Achsen  ausführt,  durch  die  Bach- 
stabenfolge der  Achsen  (*ry,  y«,  w)  zu  bestimmen.  Man  denke  sich 
mit  dem  Raumgebilde  ein  zweites  Axensystem  fest  verbunden,  welches 
in  der  Anfangslage  des  Gebildes,  mit  dem  es  alle  Bewegungen  ge- 
meinsam durchmacht,  mit  dem  ersten,  festen  System  der  Achsen 
zusammenfällt.  Dreht  sich  jenes  Gebilde  um  die  feste  X-,  bzhw. 
um  die  Y-  oder  Z- Achse ,  so  ist  die  Drehuug  positiv ,  wenn  die  be- 
igliche positive  F-,  bzhw.  Z-  oder  X- Achse  nach  einer  Drehsng 
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tob  90*  mit  der  festen  positiven  Z- ,  bzhw.  X-  oder  F-Achse  zu- 
sammeafellt.  Für  einen  in  der  positiven  Drehachse  mit  den  Füssen 
in  0  stehenden  Beobachter  sind  diese  Drehungen  in  der  Anordnung 
Figur  3  a  positiv  in  der  Richtung  von  rechts  nach  links,  umgekehrt 
in  der  Anordnung  Fig.  3  b. 

Ich  werde  mich  im  Folgenden  derjenigen  Lagen  der  Coordinaten- 
systeme  bedienen,  welche  in  den  Figuren  2a  und  3a  dargestellt  sind, 
so  diss  al  le  Drehungen  als  positiv  oder  rechtläufig  gelten,  wenn  sie 
in  der  Richtung  von  rechts  nach  links,  d.  i.  gegen  die  Richtung  der 
Bewegung  der  Zeiger  einer  Uhr,  deren  Ziffernblatt  dem  Beschauer 
logewendet  ist,  erfolgen. 

In  der  Geometrie  des  Raumes  muss  man  überall,  wo  es  sich 
am  die  Feststellung  des  Sinns  oder  Verzeichens  von  Richtungen 
bandelt,  für  jede  in  Betracht  kommende  Flüche,  also  auch  für  jede 
der  Coordinaten-Ebenen,  die  beiden  Seiten  der  Fl&che,  bzhw.  dieser 
Ebene  unterscheiden.  Wo  das  erforderlich,  nehme  ich  dienige  Seite 
der  JTF-,  FZ-,  ZJT-Ebene  als  die  vordere,  äussere  oder  positive  an, 
welche  der  positiven  Richtung  der  ihr  zugeordneten  und  zu  ihr  nor- 
mal stehenden  Coordinaten-Achso ,  d.  i.  der  positiven  Z-,  X-,  F- 
Achse,  also  auch  dem  Raumachtel  +«+y+*  zugewendet  ist  Hat 
also  ein  beliebiger  Pnnkt  eines  Raumgebildes  die  Coordinaten  xyz, 

so  ist  er  der  <  Jeaatjven    \  Seite  der  FZ-,  ZX-,  JTF-Ebene  zuge- 
wendet, je  nachdem  x  <-<-  0,  y  <  0,    *  <  0.  — 

In  der  Geometrie  der  Ebene  hat  man  es  nur  mit  einer  Seite 
der  Coordinaten-Ebene  zu  tun. 

Eine  beliebige  Strecke  P1Pi  irgend  einer  geraden  Linie  pro- 
jkire  sich  auf  die  Coordinaten-  Achsen  JC,  F,  Z  nach  P/P*',  P/'!*", 
**imV-  Ist  die  gegebene  Strecke  in  der  Richtung  PXP%  als  positiv 
zu  rechnen,  so  ist  sie  in  Bezug  auf  die  X-,  F-,  Z-Ache  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  eben  genannten  Projectionen  die  Richtung 
der  positiven  *-,  F-,  Z- Achse  oder  die  entgegengesetzte  Richtung 
haben. 

Eine  beliebig  begrenzte  ebene  Fläche  F  liege  in  der  Ebene  P, 
deren  Gleichung  angegeben  sei  in  den  Formen: 

1)  tix-f  by+cn+d  —  0 

(F. 

2)  cos  X  .  x-\-  cos  fi  .  y  +  cos  v    z 


-P=0  I 
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Die  letztere  Form  ist  uoterdero  Nameu  „Normalglcichuiig  der 
Ebene"  bekaunt;  in  derselben  ist  p  die  Länge  der  vom  Aufaugs- 
pnnkt  auf  die  Ebene  gezogenen  Normalen,  und  X,  p  und  v  sind  die 
Winkel,  welche  diese  Normale,  deren  Richtung  durch  N  angedeutet 
werden  möge,  mit  den  positiven  Achsen  bildet  Die  Gleichungen 
von  N  sind : 

C08JI  COStt  _T 

3  x  — *,    y  —  — -^  .  z  (N. 

'  COSV^  C08  V  v 

Ueber  die  Richtung  einer  auf  einer  Geraden,  hier  der  Normalen 
N  zu  messenden  Strecke  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten-Achseo 
war  schon  oben  die  Rede.  Stellt  mau  nun  fest,  dass,  wenn  sich  auf 
der  Normalen  in  der  positiven  Richtung  ein  Punkt  von  der  einen 
Seite  der  Ebene  durch  dieselbe  hindurch  bewegt,  diejenige  Seite  der 
Ebene,  welche  für  diese  Bewegung  die  Austrittsseite  ist,  die  positive 
Seite  der  Ebene  sein  soll,  so  liegt  mit  der  Normalen  auch  die  zu- 
gehörige Ebene  nach  Lage  und  Riebtaug  vollständig  fest  Voraus- 
setzung ist  hierbei  natürlich,  dass  diese  Feststellung  mit  den  übrigen 
bereits  getroffeuen  Bestimmungen  nicht  im  Widerspruch  stehe ;  dass 
solches  nicht  der  Fall  ist,  wird  weiter  unten  nachzuweisen  sein. 

Es  möge  Gleichung  1),  wenn  man  dieselbe  mit  einem  Factor  * 
multiplicirt,  mit  Gleichung  2)  gleichlautend  werden,  dann  findet  man, 
in  Rücksicht  darauf,  dass  stattfindet: 

4)  cos1 1  +  cos*  fl  +  cos*  v  «  1 

die  folgenden  Beziehungen: 

d       ,  d  d  i 

p  — C08 k  =  —  T  COS  (l   — COS  V  —  —  nd 


5)        ,  TV«* +  **+«* 

«  b 

COSA  —  ;  - . —       C08I4  —  ._  .  = 

±Va»  +  &»  +  c*  r        ±V<**+b*  +  c* 

c 


COBV  — 


±Va*  +  6*+c* 


Das  ±  vor  dem  Wurzelzeichen  ist  so  zu  versteheu,  dass  man  von 
beiden  Vorzeichen  dasjenige  zu  wählen  hat,  welches  bei  gegebenen 
A,  (i  und  v  die  letzten  drei  Gleichungen  identisch  macht;,  natürlich 
gilt  für  alle  drei  dasselbe,  und  in  der  Gleichung  für  p  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen.  Ist  z.  B  Z<900,  so  ist  cosa>0,  und  man 
hat  für  die  Wnrzelgrössen  das  obere  oder  das  untere    Vorzeichen 
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20  wählen,  jo  nachdem  a  >  0  oder  a  <  0  ist  Macht  man  also 
durch  Umkehrung  aller  Vorzeichen  in  Gleichung  1),  wenn  a  nega- 
tiv war)  die  Grösse  a  positiv ,  so  hat  man  das  obere  Vorzeichen  zu 
wlhlen,  wenn  k  <  901  ist. 

Man  erkennt  leicht,  dass  stattfinden  mnss : 

cos(2V,  X)  -  cos  (F,  YZ)  =  cosi  -  ±ya«+»i:pp 

b 
6)         ^  cos(tf,  F)  -  cos(F,  -XZ)  -  cos|i  -  ^-=g= 

cos(.V,  Z)  =  cos(F,  JTF)  -  cosv  -  j-y^+g+? 


7) 


cos{N,  YZ)  =  cos(F,  X)  =  sinA  -  ±  \  a,+ft,+^t 

.  l/    «*+c* 
cos(tf,  -XZ)  -  cos(F,  F)  =  sinp  -  ±  \  a%+b%+ct 

cos(iV,  JTF)  -  cos(F,  Z)  =  sin*  -  ±  ^  fl,,y,  e» 


Setzt  man  nach  einander  1,  ^  v  gleich  null,  so  ftllt  in  gleicher 
Folge  die  Normale  N  der  Ebene  F  zusammen  mit  der  positiven  -X-, 
F-,  Z- Achse  und  F  wird  parallel  der  FZ-,  JTZ-,  XF-Ebene. 

Die  Protection  der  in  der  Ebene  Fliegenden  begrenzten  Fliehe 
F  auf  eine  beliebige  andere  Ebene  ist  derjenige  Teil  dieser  Ebene, 
welcher  von  der  Projektion  des  Umfang»  der  Fliehe  F  eingeschlossen 
wird.  Die  Flache  Flcaun  in  der  Ebene  F  auf  der  positiven  (äussern) 
oder  auf  der  negativen  (innere)  Seite  liegen.  Im  ersten  Fall  sind 
in  leicht  versandlicher  Bezeichnung  die  Projectionen  von  F  auf  die 
Coordinaten- Ebenen: 

Ia  RteksieU  uf  GL  4)  folgt  ttertat: 


1 
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9)  F*  -  FyK'+Fxz*  +  Fs;ß*  =  Fx*  +  F/+F.» 

Dio  Projectionen  von   F  sind  uach  den  Gleichungen  8)  positiv, 

wenn  die   {     ä  ...      }   Seite  von   F  der  ,.        /     Seite    der 

\  positive  )  (  negativen  ) 

betreffenden  Coordinaten-Ebene  zugewendet  ist,  was  gleichbedeutend 

ist  damit,    dass  die  Normale  iV,   d.  i.  die  Achse   der  Ebene  Fm\t 

der  Achse  dieser  betreffenden  Coordinaten-Ebene  einen  Winkel  bildet, 

der  kleiner  als  90°  ist.    —   Umgekehrt  ist  es,    wenn  die  begrenzte 

Fläche  F  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  F  liegt     Denkt  man 

sich  diese  Ebene  durchsichtig,  so  erscheint  dieselbe  Fläche,  die  anf 

der  positiven  Seite  j  n    '  tiVy  j  ist,  auf  der  negativen  Seite  \  "^  j  5 

umschreitet  man  die  Fläche,  so  liegt  sie  auf  der  negativen  Seite 
von  F  links,  wenn  sie  auf  der  positiven  Seite  rechts  liegt,  und  um- 
gekehrt. — 

Trägt  man  auf  der  Normalen  A  eine  Strecke  ab,  welche  nach 
Grösse  und  Richtung  der  begrenzten  Fläche  -F,  letzteren  Wert  der 
positiven  Seite  der  Ebene  F  entnommen,  gleichwertig  ist,  so  kann 
diese  Gerade  an  die  Stelle  der  Fläche  F  gesetzt  werden,  wenn  es 
sich  um  die  Protection  der  Fläche  F  auf  irgend  eine  Ebene  bandelt 
und  man  hierbei  an  die  Stelle  der  letzteren  auch  ihre  Normale  in 
der  vorgeschriebenen  Richtung  setzt. 

Aus  der  Gleichung  einer  Ebene  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
ist  im  allgemeinen  nur  ihre  Lage,  nicht  aber  ihre  Richtung,  d.  h. 
die  Entscheidung  darüber  zu  ontuchmen,  welche  ihrer  Seiten  die 
positive,  welche  die  negative  ist  Denkt  man  sich  die  Ebene  um 
eine  in  derselben  liegende  gerado  Linie  als  Achse  um  180°  gedreht, 
so  wechseln  beide  Seiten  der  Ebeno  ihr  Vorzeichen,  aber  die  Glei- 
chung der  Ebene  bleibt  dieselbe.  Das  kommt  daher,  dass  die  Glei- 
chungen einer  geraden  Linie  —  für  die  Ebeno  kommt  ihre  Normale 
in  Frage  —  nur  die  Lage,  aber  nicht  die  Richtung  festlegt ,  wenig- 
stens dann  nicht,  wenn  die  in  derselben  vorkommenden  Winkel- 
funetionen  in  der  üblichen  Weise  auf  die  kürzeste  zahlenmässige 
Form  gebracht  siud.  Geht  mau  davon  aus,  dass  die  positive  Rich- 
tung einer  Geraden  der  Gleichungen 

COSi  .  C08fl  . 

cos  a        '  ™    9       cos  v        ' 

mit  den  positiven  Coordinaten-Achsen  die  Winkel  *,  p  und  *  bildet, 
so  bildet  die  positive  Richtung  der  Geraden 

cos  (180°+*)  co8(180°-h*) 

x  ~  cos(180»+v)  •  *  +  g'    y  "  cos(18o°+v)  '  *"t~r 
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mit  den  Achsen  die  Winkel  180°+  A,  180° +p  und  180f+v,  d.h.  sie 
ist  der  Richtung  der  ersten  Geraden  genau  entgegengesetzt,  er- 
scheint also  um  einen  ihrer  Punkte  um  180°  in  einer  beliebigen 
Ebene  gedreht  Trotzdem  sind  beide  Paar  Gleichungen  zahlenmässig 
gleichlautend,  denn  es  ist 

cos  (180°-H)       cosjl     cos  (180°+ft)      cos^i 
cos  (180°+v)  ""  cos  v'    cos  (180°-fv)  ""  cos  v 

d.  h.  beide  Gleichungen  legen  dieselbe  Lage  der  Geraden  fest,  aber 
ihre  Richtung  bleibt  dabei  unbestimmt. 

Dieselbe  Unbestimmtheit  liegt  in  der  Gleichung  der  Ebene,  denn 
die  Gleichung 

C08A  .  S-j-COSf4  .  y-J-cosv  .  * — p  =  0 

entspricht  einer  andern  Ebene,  als  die  Gleichuug 

cos(l80°  +  i)*+cos(1800+^)y+co8(l80°+v)*— p  —  0 

Ar  beide  ist  die  Lage  der  Normalen  dieselbe,  die  Richtung  der 
letzteren  aber  entgegengesetzt.  Aus  letzterem  Grunde  kehren  beide 
Ebenen  einander  ihre  negativen  Seiten  zu,  und  setzt  man  p  —  0,  so 
werden  trotzdem  die  Gleichungen  beider 

cosA  .  ä+cos fi  .  y-{~C08v  .  «  — »  0 

obwol  sie  nur  der  Lage,  nicht  der  Richtung  nach  sich  decken. 
Das  ist  natürlich  auch  dann  noch  zutreffend,  wenn  man  beide  Ebenen 
jetzt  parallel  zu  der  Richtung  p  (A,  p,  v)  um  die  Streke  p  verschiebt, 
wo  dann  beide  der  Gleichung 

cosi  .  <ü+C08fi  .  y-|~C08  v  .  *  —  p  — .  0 
entsprechen. 

Diese  Unbestimmtheiten  in  den  Formeln  haften  der  Geometrie 
mit  Parallelcoordinaten  naturgemäss  an,  und  sie  müssen  nötigenfalls 
durch  anderweitige  Bestimmung  der  Richtungen  beseitigt  werden. 
Analytisch  lassen  sie  sich  am  bequemsten  vermeiden,  wenn  man  die 
geometrische  Bedeutung  der  imaginären  und  überimaginären  Zahlen 
heranzieht  und  mit  ihrer  Hülfe  unverkürzte  Richtungscoefficienten 
einführt  Ich  will  indessen,  um  allgemeiner  verständlich  zu  bleiben, 
diese  Hülfsmittel  nicht  benutzen,  sondern  mich  auf  die  gewöhnlichen 
Mittel  der  analytischen  Geometrie  der  Ebenen  und  des  Raumes  be- 
schränken. 

Bewegt  sich  eine  gerade  Linie 

L  —  ab 
Atek.  i.  lUtk.  m.  Fkp.    2.  Bette,  T.  IUI.  1* 
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parallel  zu  sich  selbst  nach  einer  Richtung  *  am  eine  Strekee  #,  10 
ziehe  man  (Fig.  4)  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  ab  eine  Ge- 
rade, nach  Grösse  and  Richtung  gleich  *  und  parallel  zu  «.  Dann 
erkennt  man,  dass  die  von  L  beschriebene  Fläche  absolut  gleich 

L  .  8  .  COS«  —  X(fcose)  —  (ZrCOS*)* 

ist.  In  der  vorletzten  Form  ist  «cos*  die  Projection  von  t  auf  die 
Normale  zu  X,  in  der  letzten  Form  Xcos«  die  Projection  vonXaaf 
die  Normale  zu  «.  Die  Pfeile  in  der  Figur  sollen  die  posiÜTea 
Richtungen  von  L  und  «  andeuten;  dann  gilt  Folgendes: 

Bewegt  sich  +£  —  ab  in  der  Richtung  -{-*,  so  ist  die  beschrieben! 

Fläche  positiv, 
bewegt  sich  —L  —  ba  in  der  Richung  +*,  so  ist  die  beschriebet* 

Fläche  negativ, 
bewegt  sich  +£  —  ab  in  der  Richtung  —  *,  so  ist  die  beschriebene 

Fläche  negativ, 
bewegt  sich  —L  =  ba  in  der  Richtung  —  #,  so  ist  die  beschriebene 

Fläche  positiv 

Demnach  ergeben  gleiche  Vorzeichen  für  L  und  *  für  die  beschrie- 
bene Fläche  das  Vorzeichen  plus,  ungleiche  das  Vorzeichen  mitte 
—  Diese  Resultate  gelten  bei  rein  fortschreitender  Bewegung  vm 
£,  ohne  Drehung,   für  endliche  Werte  von  L  und  *.    Daraus  folgt 
dass  sie  auch   für  unendlich   kleine  Werte  dieser  Grössen  gelte. 
Das  ist  auch  dann  noch  der  Fall,  wenn  -L,  jetzt  <i£,  aus  sein 
Anfangslage  in  die  Endlage  nicht  durch  rein  fortschreitende,  sonfe. 
durch  Drehbewegung  um  eine  beliebige  zu  dL  uud  #,  jetzt  dt  ic 
male  Achse  fibergeht 

Ganz  ähnliche  Resultate  erhält  man  für  das  beschriebene  V© 
men,   wenn  man  sich  im  Vorstehenden  statt  der  bewegten  gerat)' 
Linie  Z»,  bzhw.  dL  eine  begrenzte  Fläche  F.  bzhw.  d*F  denkt   !>■ 
Fläche  F  ist  hierbei  auf  der  positiven  Seite  ihrer  Ebene  F  lief» 
zu  denken,  so  dass  s  positiv  oder  negativ  ist,  wenn  seine  Project 
auf  die  Normale  dieser  Seite  von  F  mit  der  Normalen  gleiche  c 
cntgcgengesetzte  Richtung  hat.    Tritt  d%F  an  die  Stelle  von  F, 
gelten  die  Resultate  für  eine  unendlich   kloine  Rewegung  von 
auch  dann,    wenn  dieselbe  eine   Drehbewegung  um   eine  belieb 
Achse  ist 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  welche  Fläche  dF  eine  gerade  I 
£,  und  welches  Volumen  d Keine  Fläche  F beschreibt,  wenn  l- 
-:ch  um  irgend  eine  Achse  um  einen  unendlich  kleinen  Wink« 
'nen,  und  im  ersten  Falle  £,  im  zweiten  Falle  F  eine  enu. 
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Grösse  ist  Für  den  Augenblick  kommt  es  indessen  nnr  anf  die 
Ableitung  eines  allgemeinen  Satzes  an,  welcher  später  weiter  zu 
verwerten  ist    Dabei  sollen  L  und  Fals  positiv  angenommen  werden. 

Es  drehe  sich  also  die  positive  ebene  Fläche  F  um  die  2T- Achse 
am  einen  unendlich  kleinen  Winkel  d ,  und'  um  das  Resultat  gleich 
etwas  allgemeiner  zu  gestalten,  werde  angenommen,  dass  gleichzeitig 
mit  dieser  Drehung  eine  unendlich  kleine  Parallelverschiebung  o  nach 
der  Richtung  der  positiven  Z- Achse  stattfinde.    Es  sei 

1)  COS*  .  z+COSfi  .  y+cosv  .  z  —  p  —  0  (F 

die  Gleichung  der  Ebenen  F,  in  der  die  Fläche  Fliegt,  und  *,, 
ylf  s,  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  Plt  an  dem  das  Flächen- 
element d*F  liegt  Durch  die  Drehung  d  und  die  Verschiebung  <s 
gehen  diese  Werte  über  in  xtt  yi}  *„  uud  es  ist 

IXf  —  xt  cosd  —  y1  sind  —  xt  —  yt  .  d 
H  ■"  yicosd-f"^  •  *™&  =  yi+flPi  '& 

Bezeichnet  man  Pt  in  seiner  neuen  Lage  mit  Pa,  so  ist  der  Abstand 
dieses  Punktes  P%  von  der  Ebene  F,  welcher  mit  d$t  bezeichnet 
werden  möge  —  nach  Fig.  4.  entspricht  das  dem  Ausdruck  «  •  cos  e, 
bzhw.  d*  .  cos  $  —  nach  der  analytischen  Geometrie 

3)  ds%  —  COSA  .  tft  +  C08fi  .  ys+cosv  .  «t  —  p 

Subtrabirt  man  hiervon  Gleichung  1)  für  den  Punkt  Pt,  'so  ist  in 
Rücksiebt  auf  2) 

4)  d»k  =r  (— COSZ  .  Jfi  +  COSf»  .  fl^Jd  +  COSV  .  6 

Wird  dieser  Ausdruck  multiplicirt  mit  d*F,  so  erhält  man  für  das 
von  d*F  beschriebene  Volumen,  welches  man  als  einen  nach  allen 
drei  Dimensionen  unendlich  kleinen  schiefen  Cylinder  betrachten 
kann: 

5)  c^T—  (—  COS*  .  yt  .  d*F+C08j4  .  x1d}F)i  +  CQ%v  .  d*F .  ö 

Lässt  man  nun  bei  xx  und  yt  den  Index  weg  und  bezieht  die  Inte, 
grale  auf  die  ganze  Fläche  F,  so  erhält  man  für  das  von  ihr  be- 
schriebene Volumen 

6)  d  V  =  (—  cos  X  f  f  V  •  <W+  cos  fi  I  I  x  .  d*F)  d 


+  C08V.  ö  f  Jd*F 


16* 
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Wenn  rif  j%,  nnd  u  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  von  F 
sind,  so  ist 

7)  r,  .  F=yy jt  .  d«F,     y.  .  F  -  ff  g  .  &F 

Diese  Gleichungen  verwandeln  61.  6)  in: 

8)  rfF-  ((—  cos!  .  yi+cosp  .  *i)*+cosi>  .  &)F 

Vergleicht  man  den  eingeklammerten  Ansdrnck  rechts  mit  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  4),  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dtn 
derselbe  der  Wert  von  efe,  für  den  Schwerpunkt  der  Flache  Fist 
Bezeichnet  man  diesen  Wert  mit  <fr4,  so  erhält  man  das  interessante 
Resultat: 

9)  dV—F.dn 

Dasselbe  lautet  in  Worten,  da  die  Ebene  F  gegen  die  als  Drehachse 

angenommene  Z-Achse  jede  beliebige  Lage  haben  kann,  allgemein 

etwa  so: 

„Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  F  von  endlicher  Grösse 

„um  eine  beliebige  Achse  um  einen  unendlich  kleinen 
„Winkel  ö  unter  gleichzeitiger  Verschiebung  nach  der  Rieh« 
„tung  der  Achse  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  *,  wobei 
„  6  sowol  wie  auch  o  positiv,  null  und  negativ  sein  kön- 
„nen ,  so  ist  das  von  F  beschriebene  Volumen  gleich  der 
„Fläche  I,  multiplicirt  mit  dem  Abstand  dt  des  Schwer- 
punkts von  F  in  der  Endlage  von  der  Ebene  der  An- 
fangslage ;  dabei  sind  F  und  der  Abstand  ds  beide  mit 
„ihrem  Vorzeichen  einzuführen."' 

„Das  beschriebene  Volume.nerscheint  demnach  als  ein  an 
„beiden  Enden  schief  abgeschnittener  Cylinder  und  ist  als 
„solcher  zu  berechnen." 

Setzt  man  in  Gleichung  1)  den  Winkel  »  =  9j°,   so  geht  in 
Rücksicht  darauf,  dass 

COsV  +  COS*f4  +  C088V  a  i 

ist,  dieselbe  über  in 

10)  cosA  .  x-f-sini  .  y—  p  —  0 

Das  ist  die  Gleichung  einer  zu  der  Achse  Z  parallelen,  also  zu  der 
Ebene  X  Y  normalen  Ebene,  aber  gleichzeitig  die  Gleichung  einer  in 
der  XY  Ebene  liegenden  geraden  Linie.  Ist  L  eine  bestimmte  Strecke 
dieser  Linie,  so  gilt  fUr  dio  bei  einer  Drehung  um  die  Z  Achse  von 
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dieser  Strecke  in  der  Ebene  XY  beschriebene  Fläche  den  Zahlen- 
ferbältntssen  nach  genan  dasselbe,  was  ans  dem  obigen  Satze  resul- 
urt  ftr  das  beschriebene  Volumen,  wenn  man  L  in  der  Ebene  F 
der  Gleichung  10)  betrachtet  als  die  Grundlinie  eines  Rechtecks  F 
ton  der  Höhe  eins.    Daraus  folgt: 

„Dreht  sich  eine  gerade  Linie  L  um  einen,  in  einer 
„durch  L  gelegten  Ebene  liegenden  Punkt,  in  dieser  Ebene 
„(d.  i.  um  eine  zu  der  Ebene  normale  Achse)  um  einen 
„unendlich  kleinen  Winkel  d,  so  ist  die  von  L  beschrie- 
„bene  Fläche  gleich  der  Strecke  L,  multiplicirt  mit  dem 
„Abstand  de,  der  Mitte  oder  des  Schwerpunkts  der  Strecke 
„X  in  der  Endlage  von  der  Anfangslage;  dabei  sind  L 
„und  de»  beide  mit  ihrem  Vorzeichen  einzufuhren.  Die 
„beschriebene  Fläche  ist  also  wie  ein  Paralleltrapez  zu 
„behandeln." 

Diese  Resultate  sind  unabhängig  von  der  in  den  Formeln  1)  und 
11)  enthaltenen  Grösse  p,  dem  Abstand  der  Ebene,  bzhw.  der  ge- 
raden Linie  vom  Anfangspunkt;  derselbe  darf  demnach  auch  null 
»ein,  ohne  dass  unter  übrigens  gleichen  Umständen  an  dem  Resultat 
etwas  geändert  wird.  So  lange  die  Ebene  die  Drehachse  schneidet, 
ist  das  ohne  weiteres  einleuchtend:  nicht  so  augenfällig  ist  es,  wenn 
die  rotirende  Ebene  zur  Drehachse  parallel,  bzhw.  die  rotirende 
Gerade  zu  derselben  normal  ist  Ich  komme  auf  diesen  Punkt  weiter 
anten  noch  zurück. 

Man  kann  eine  der  obigen  Rechnung  entsprechende  auch  für 
den  Fall  durchführen,  wo  sich  eine  beliebige  gerade  Linie  um  die 
zu  ihr  windschiefe  Z- Achse  dreht;  das  Resultat  fällt  hier  indessen 
nicht  einfach  aus,  und  ich  lasse  daher  jene  Rechnung  vorläufig  auf 
sich  beruhen. 

Die  Sätze,  die  für  die  von  einer  bewegten  Curve  erzeugten  Fläche 
abgeleitet  worden  sind,  lassen  sich  im  Zusammenhang  etwa  so  aus- 
sprechen, wobei  zu  beachten  ist,  dass  an  die  Stelle  der  Curve  auch 
ein  Polygon  treten  kann. 

1)  Bewegt  sich  eine  offene  ebene  Curve  ALB  irgendwie  aus 
einer  Anfangslage  L  in  eine  Endlage  £Jf  deren  Ebene  der  Ebene 
der  Anfangslage  L  parallel  ist,  ohne  dass  im  übrigen  die  Lage 
von  />!  gegen  L  beschränktenden  Bedingungen  unterliegt,  so  ist 
eine  Parallel-Projection  der  von  L  beschriebenen  Flächo  auf  irgend 
eine  Ebene  algebraisch  gleich  der  entsprechenden  Projection  der- 
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Das  gilt  beidos  für  eine  endliche  Bewegung;  jedoeh  nur  dann,  wenn 
letztere  unendlich  klein  ist,  deckt  die  auf  diese  Weise  beschaffte 
Ueberführung  von  ab  nach  axb1  auch  die  wirkliche  Bewegung;  im 
Falle  der  Drehbewegung  wird  dann  O  zum  augenblicklichen  Dreh- 
punkt und  Or  und  Od  stehen  bzhw.  senkrecht  auf  den  Berührungs- 
linien  an  die  Bahnen  [aa^  und  bbk  für  die  Punkte  a  und  b.  Sind 
diese  Berührungslinien  parallel ,  so  liegt  O  auf  ihren  Normalen  in 
unendlicher  Entfernung,  d.  h.  aus  der  Drehung  wird  eine  einlache 
Verschiebung. 

Als  Re8ultirende  einer  offenen  Curve  wurde  oben  bereits 
die  Schlusslinio  derselben  erkannt,  wenn  es  sich  um  die  Pro- 
tection der  Curve  auf  irgend  eine,  gerade  Linie  handelt  Ist  die 
Curve  eine  ebene  Curve,  welche  sich  in  ihrer  Ebene  fortbewegt,  so 
erkennt  man,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Curve  zunächst  ein  Polygon 
mit  endlicher  Seitenzahl  setzt,  dass  auch  in  Bezug  auf  die  Grösse 
der  beschriebenen  Fläche  irgend  eine  Anzahl  Seiten  durch  die 
Sehlusslinie  ihrer  Endpunkte,  demnach  auch  das  ganze  Polygon  durch 
seino  Schlusslinie,  und  schliesslich  auch  die  stetige  Curve  durch  die 
ihr  zugehörige  Schlusslinie  vertreten  werden  kann.    Das  liefert  den 

Satz: 

„Bewegt  sich  eine  offene  ebene  Curve  in  ihrer  Ebene,  so 

„ist  die  von  derselben    beschriebene  Fläche   algebraisch, 

„d.  h.  nach  Grösse   und  Vorzeichen  gleich   der  von  ihrer 

„Schlusslinie   beschriebenen    Fläche,    für    die   ausser  der 

„Grösse  ebenfalls  das  Vorzeichen  in  Frage  kommt" 

Ist  die  cudliche  Bewegung  der  Curve  eine  rein  fortschreitende 
Bewegung,  so  kann  vorstehender  Satz  einfach  so  bewiesen  werden. 
(Fig.  6). 

Ist  ab  die  Anfangs- ,  a1b1  die  Endlage  der  Curve,  also  ab  Vi 
die  von  ihr  beschriebene  Fläche,  so  ist  ersichtlich  diese  Fläche  auch 

gleich  dem  Parallelogramm  ab  bxau  welches  entsteht,  wenn  man  das 
über  ab  liegende  Flächensegment  hier  wegnimmt  und  bei  axbx  wieder 
ansetzt,  und  welches  von  der  Schlusslinie  ab  beschrieben  angesehen 
werden  kann.  Setzt  man  statt  der  letzteren  die  gebrochene  Linie 
acb,  so  beschreibt  das  Stück  ac  bei  der  Bwegung  nach  der  Rich- 
tung aak  keine  Fläche,  sondern  nur  cb,  und  darum  muss  die  ganze  von 
der  Curve  beschriebene  Fläche  auch  gleich  der  von  dem  Normal- 
schnitt cb  beschriebenen  Fläche  cbbtct  sein.  Im  ganzen  ist  die 
Grösse  derselben  proportional  den  Längen  a&,  cb  und  aax.  Liegen 
einzelne  Teile  der  Curve  ab  ausserhalb  der  Linien  aa^  und  M,, 
oder  hat  dieselbe  zwischen  a  b  Rückkehrpunkte,  Schlingen  und  dergL, 
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u  wird  das  Resultat  dadurch  nicht  beelnflnsst,  da  die  Wirkungen 
der  botr.  Teile  sich  mit  plus  und  minus  so  weit  aufbeben,  dass 
inr  eine  einmalige  Beschreibung  der  Fläche  zwischen  an,  and  bbt 
ibrig  bleibt.  ' 

In  ganz  ahnlicher  Weise  kann  man  die  Drehbewegung  der  Curvo 
ab  im  einen  festen  Paukt  0  betrachten,  wie  Fig.  7,  die  nun  ohne 
weiteres  verständlich  sein  wird,  zeigt  An  die  Stelle  der  Curve  ah 
kann  man,  wenn  es  sich  um  die  von  ihr  für  einen  Dreliwiukel  i 
beschriebene  Fläche  handelt,  die  Schlusslinie  ab,  oder  aach  den 
Normalscbnitt  c>>  setzen,  nnd  die  beschriebene  Fläche  ist  proportional 
der  Länge,  ab  and  ci,  sowie  auch  der  Grosse  des  Winkels  9  in 
Teilen  des  Halbmessers.  —  Hieran  sind  nachfolgende  Bemerkungen 
id  knüpfen. 

Die  von  der  Curve  beschriebene  Fläche  F  ist  in  dreierlei  Weise 
m  ersetzen; 

1)  l-\  beschrieben  von  cS,  ist,  wenn  man 

Öl  —  r„    ~Öa  —  r, 
setzt,  bestimmt  durch 


2)  Wird  cb  vortreten  durch  eab,  so  beschreibt  ea  keine  Fläche, 
sondern  nur  ab,  nnd  es  muss  sich  also  aach  durch  directe  Rechnung 
bestätigen  lassen,  dass,  wenn  sich  ab  am  O  dreht,  die  beschriebene 
Fläche  den  vorstehend  angefahrten  Wert  haben  muss.  Dass  das  der 
Fall  ist,  ergiebt  sich  ohne  weiteres  «na  der  Congrncnz  der  Drei- 
ecke abe  nnd  aible1. 

3)  Zieht  nun  oo%  normal  za  ab,  and  denkt  man  die  Gerade 
ab  um  einen  Winkel  9  um  o,  gedreht,  so  wird  aach  dabei  eine 
Flachengrosse  gleich  F  beschrieben.    Man  findet  für  dieselbe  zunächst 

-s~  .  * =-  o,  wonn 

Ö^t  =  rt*—00*    nnd      <%?  —  r,"—  OÖ? 
werden  diese  Werte  eingesetzt,  so  bleibt  in  der  Tat 

In  Fig.   8  sind  diese   dreierlei  Werte    für    F 
tthraffirteii  Flachen   I,  11   ad   IU   dargestellt,    an 


250  Nehls:  Utber  den  Inhalt  der  durch  Bewegung  von  Curven 

schwer  zu  übersehen,  dass  die  Gleichwertigkeit  von  II  und  III  genta 
dem  entspricht,  was  anf  Seite  244  über  das  dort  gefundene  Resultat 
bezüglich  der  Unabhängigkeit  desselben  von  der  Grösse  des  Wertet 
p  in  der  Gleichung  10)  anf  Seite  244  gesagt  wurde.  Fasst  man 
diese  Gleichung  auf  als  die  Gleichung  einer  zur  JTF-Ebene  normalen 
Ebene  F,  welche  sich  um  die  Z-Achse  dreht,  und  denkt  man  sich 
in  dieser  Ebene  F  eine  beliebige  Fläche  abgegrenzt,  so  findet  die 
Gleichwertigkeit  von  II  nnd  III  für  jede  in  F  parallel  zur  JTF-Ebene 
gezogene  Sehne  statt,  wobei  II  direct  mit  F  und  III  mit  einer  zn 
F  parallelen,  dnreh  die  Drehachse  gelegten  Ebene  mit  p  =  0  cor- 
respondirt  Aus  diesem  Zusammenhang  gelangt  man  durch  einige 
weitere  nahe  liegende  Schlüsse  dann  zu  folgender  Erweiterung 
der  einfachen  Guldin'schen  Regel  auf  Seite  229: 

„Eine  beliebige  ebene  Fläche  F  beschreibt  bei  einer 
„Drehung  um  eine  zu  ihrer  Ebene  parallele  Achse  ein 
„genau  ebenso  grosses  Volumen,  wie  ihre  Protection  anf 
„eine ,  parallel  zu  der  Ebene  von  F  und  durch  die  Dreh- 
achse gelegte  Ebene,  bei  gleichem  Drehwinkel.  Nach  dem 
„Seite  244  angeführten  Satze  darf  zu  der  Drehung  auch 
„noch  eine  Verschiebung  der  rotirenden  Fläche  in  ihrer 
„Ebene  parallel  zur  Drehachse  hinzutreten,  gleichviel  ob 
„dieselbe  gleichförmig  ist  oder  nicht,  wobei  dann  statt  des 
„Wegs  des  Schwerpunkts  der  Fläche  seine  Protection  auf 
„eine  zur  Drehachse  normale  Ebene  zu  nehmen,  d.  h  also, 
„die  auf  die  Volumengrösse  einflusslose  Verschiebung  über- 
„haupt  als  nicht  vorhanden  zu  betrachten  ist" 

In  Figur  8  entspricht  diesem  Satze,  auf  den  ich  später  noch 
zurückkommen  werde,  für  irgend  einen  Schnitt  durch  den  Rotations- 
körper rechtwinklig  zur  Drehachse  die  Flächengleichheit  der  Schnitt- 
flächen II  und  III  a. 

Nach  Seite  246  ist  die  von  einer  offenen  ebenen  Gurve  bei 
einer  Bewegnng  derselben  in  ihrer  Ebene  beschriebene  Fläche 
algebraisch  gleichwertig  mit  der  Fläche,  welche  die  Schlusslinie  der 
Curve  beschreibt.  Daraus  folgt  nun,  dass,  wenn  die  Schlusslinie 
selbst  gleich  null,  also  die  Curve  eine  geschlossene  ist,  dann  auch 
die  von  letzterer  bei  ihrer  Bewegung  beschriebene  Fläche  stets 
gleich  null,  d.  h.  also,  dass  algebraisch  die  positiv  bestrichen« 
Flächen  von  den  negativ  bestrichenen  Flächen  aufgehoben  werden, 
gleichviel  auf  welchen  Bahnen  die  einzelnen  Punkte  der  Curve  au 
der  Anfangslage  in  die  Endlage,  die  auch  mit  jener  zusammenfallen 
kann,  übergehen.  Aus  diesem  Ergebniss  lassen  sich  für  besondere 
Fälle  noch  mancherlei  interessante  Schlüsse  ziehen  (vergl.  hierüber 
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Mch  die  auf  Seite  226  unter  1)  und  auf  Seite  227  unter  2)  ge- 
nannten Abhandlungen);  ich  beschränke  die  Anwendung  hier  auf 
die  folgenden  Bemerkungen. 

Es  trete  an  die  Stelle  der  geschlossenen  ebenen  Curve,  von  der 
Yorstehend  die  Rede  ist,  ein  geschlossenes  ebenes  Polygon  a  .  .   .  / 
(Fig.  9).    Rückt  dasselbe  in  'gradlinig   fortschreitender  Bewegung 
tos  der  Anfangslage  a  .   .   .  /  in  die  Endlage  a^  .  •   .  fx ,    so  sind 
die  geraden  Linien   aoj,  bbt  •   .   .  fft  die  Bahnen   der  Eckpunkte. 
Die  einzelnen  Seiten  [des  Polygons  beschreiben   bei  der  Bewegung 
die  Parallelogramme  dbbtaly  bcc^  .   .  .  eff^e^  faa1f1.  Umgeht  man 
dieselben  in  der  Reihenfolge  dieser  Buchstaben,  so  tritt  der  Unter- 
schied in  den  Vorzeichen  der  einzelnen  Flächen  hervor,  je  nachdem 
dieselben  bei  dem  Umgehen  rechts  oder  links  liegen.     Mit  den  so 
ermittelten  Vorzeichen  sind  die  Flächen  beim  Zusammenzählen  in 
Ansatz  zu  bringen;   sie  ergeben  dann  für  jede  beliebige  Form  des 
Polygons  und  für  jede  Richtung  und  Länge  der  Bahnen  seiner  Eck- 
punkte algebraisch  die  Summe  null. 

Giebt  man  irgend  einem  der  Parallelogramme  das  seinem  eigen- 
tümlichen Vorzeichen  entgegengesetzte,  so  ist  dasselbe  gleich  der 
algebraischen  Summe  aller  übrigen,  demnach  ihre  Resultirende. 

Anmerkung.  Es  ist  sehr  leicht,  aus  diesen  Betrachtungen 
eine  Construction  abzuleiten  für  die  Lösung  der  Aufgabe,  ein  Pa- 
rallelogramm (auch  ein  Rechteck,  wenn  man  will,  von  gegebener 
Grundlinie)  zu  zeichnen,  das  so  gross  ist,  wie  die  Summe  einer  be- 
liebigen Anzahl  beliebiger  Parallelogramme.  Reducirt  man  das  Po- 
lygon ab  .  .  ./  auf  ein  Dreieck  abc,  so  ergiebt  sich,  unmittelbar 
der  Lehrsatz  des  Pappus,  und  macht  man  das  Dreieck  rechtwinklig, 
etwa  mit  der  Hypotenuse  ab,  so  ergiebt  sich  der  Lehrsatz  des 
Pythagoras,  wenn  man 

aa^  —  ab 

und  den  Winkel  a^ab  gleich  90°  macht.  In  ähnlicher  Weise  findet 
man  auch  die  übrigen  Lehrsätze,  die  in  den  Lehrbüchern  der  Pla- 
nimetrie bei  "Gelegenheit  des  Lehrsatzes  des  Pythagoras  entwickelt 
zu  werden  pflegen  —  unter  Anwendung  einfacher  und  nahe  liegender 
Hülfsbetrachtungen. 

Man  kann  sich  nun  die  einzelnen  Parallelogramme  auch  dadurch 
entstanden  denken,  dass  eine  gerade  Linie  aax  parallel  ihrer  ersten 
Lage  erst  an  a&,  dann  an  be  u.  8.  w.  und  schliesslich  an  fa  fort- 
gleitet, bis  die  Endlage  die  Anfangslage  deckt.  Dann  erscheint  nach 
dem  Vorigen  bezüglich  der  Grösse  der  beschriebenen  Flächen  irgend 
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eiue  der  Teilbewegungen  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen*,  d.i  in 
entgegengesetzter  Richtung,  z.  B.  von  aa^  nach  fft  als  die  Resulti- 
rende  aller  übrigen.  Hiernach  kann  man  eine  beliebige  Anzahl  pa- 
ralleler Verschiebungen  einer  geraden  Linie  in  eine  einzige  zusam- 
mensetzen und  umgekehrt  letztere  wieder  zerlegen.  —  Sind  a  und 
und  at  zwei  Punkte  einer  ebenen  Curve,  so  beschreibt  jeder  einzelne 
Punkt  dieser  Curve  bei  der  Verschiebung  ein  Polygon  congruent  zu 
a  .  .  ./,  folglich  ist  auch  die  von  der  bewegten  Curve  bestrichene 
Fläche  algebraisch  gleich  null.  Dasselbe  ist  auch  dann  der  Fall, 
wenn  a  .  .  .  f  eine  beliebig  aus  geraden  und  krummen  Teilen  zu- 
sammengesetzte Linie  ist,  an  der  als  Leitlinie  sich  die  bewegte 
Curve  als  die  die  Fläche  erzeugende  Linie  parallel  fortschreitend, 
ohne  Drehbewegungen  fortbewegt. 

In  Fig.  9  ist  die  algebraische  Summe  der  Flächen  abbtau 
becxbt  .  .  .  /aaj/j  auch  dann  gleich  null,  wenn  das  geschlossene 
Polygon  a,6t  .  .  .  fx  gegen  die  Anfangslage  ab  .  .  .  /  verdreht  ist, 
und  demuach  nicht  a\h\\ab,  b1el\bc.  .  .fia1lfa  ist.  Das 
Gleiche  gilt,  wenn  an  die  Stelle  des  geschlossenen  Polygons  a b <?.../" 
eine  geschlossene  Curve  tritt 

Bewegt  sich  eine  Raumcurve  L  parallel  fortschreitend  nach  der 
Richtung  einer  Geraden  s  um  eine  Strecke  t  vorwärts,  so  bleiben 
irgend  drei  Punkte  derselben,  welche  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks 
bilden,  stets  in  Ebenen,  die  der  ursprünglichen  Ebene  dieser  drei 
Punkte  parallel  sind.  Die  von  der  Curve  L  beschriebene  Fläche 
ist  eine  Cyl inderfläche ,  deren  Oberfläche  der  Länge  t  proportional 
ist.  Letzteres  erkennt  man  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  es  in 
Bezug  auf  Fig.  6  für  eine  ebene  Curve  bewiesen  wurde.  Als  Erzeu- 
gende kann  man  sich  nämlich  auch  statt  der  Curve  L  irgend  eine 
andere  Curve  auf  der  Oberfläche  des  Cylinders,  also  auche  eine 
solcho  denken ,  welche  in  irgend  einer  die  Cylinderfläche  schneiden- 
den Ebene  liegt.  Ist  diese  Ebene  normal  zu  der  Richtung  t,  so 
schneidet  sie  die  Cylinderfläche  in  einem  Normalschnitt,  und 
die  Oberfläche  des  Cylinders  ist  an  Inhalt  gleich  der  Länge  dieses 
Schnitts,  multiplicirt  mit  *. 

Ist  die  Curve  L  eine  geschlossene  Curve,  so  ist  auch  die  von 
ihr  beschriebene  Cylinderfläche  nur  an  den  Enden,'  nicht  an  den 
Seiten  offen ,  und  die  Projection  der  ganzen  Fläche  auf  eine  belie- 
bige Ebene  ist  stes  gleich  null. 

Ist  die  Curve  L  die  Randcurve  einer  beliebigen  Fläche  F,  so 
wird  die  letztere  ein  Volumen  beschreiben ,  welches ,  wie  auch  die 
Fläche  geformt  sein  mag,  proportional  *  ist    Statt  der  Fläche  kann 
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tun  sich  eine  beliebige  andere  Fläche  gesetzt  denken  mit  derselben 
Randcurve;  ist  letztere  eine  beliebige  Raumcurve,  so  wird  die  ein- 
fachste Ersatzflftche  eine  Regelfläche  sein,  die  man  jedes  Mal 
sich  dem  Zweck,  den  man  eben  im  Auge  hat,  näher  charakterisiren 
kann.  Schneidet  man  den  Cylinder  durch  eine  beliebige  Ebene,  so 
ist  die  Schnittfläche  eben  ein  schiefer  ebener  Schnitt  des  Cylin- 
dera,  der  für  letzteren  anch  als  Erzengende  gedacht  werden  kann. 
Wird  die  schneidende  Ebene  normal  zu  #,  so  erhält  man  den  Nor- 
malschnitt des  Cylinders;  letzterer  ist  an  Inhalt  gleich  der  Fläche 
jenes  Schnitts  multiplicirt  mit  #.  Liegen  auch  ausserhalb  der  durch 
die  Randcurve  L  gehenden  Seiten  des  Cylinders  Teile  der  Fläche 
F,  so  heben  sich  bei  der  fortschreitenden  Bewegung  deren  Wirkuugen 
für  die  Erzeugung  des  Volumens  auf  bei  rein  algebraischer  Auf- 
fassung der  Sache.  Doch  könnte  auch  gefragt  werden  nach  dem 
Volumen  des  die  Fläche  F  umhüllenden  Cylinders;  dann  ist  nicht 
die  Randcurve  £,  falls  sie  überhaupt  vorhanden  ist,  massgebend; 
bei  einer  geschlossenen  Fläche  F  ist  L  gleich  null,  d.  h.  verschwun- 
den. Man  muss  dann  den  zu  der  Richtung  s  parallelen  Cylinder, 
welcher  die  Fläche  F  von  aussen  berührt,  also  die  Curve,  in  der  er 
sie  berührt,  bestimmen.  Diese  Curve  tritt  dann  an  die  Stelle  der 
Randcurve  2-,  welche  oben  angenommen  wurde,  und  eine  beliebige 
dieselbe  schliessende  Fläche  kann  als  die  das  Volumen  erzeugende 
Fläche  angenommen  werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  es  für  eine  ebene  Curve  mit  Be- 
zugnahme auf  Figur  7  geschehen,  kann  man  auch  diese  letzten  Ent- 
wicklungen leicht  auf  den  Fall  übertragen,  wo  sich  eine  Raumcurve 
I,  bzhw.  eine  Fläche  F,  deren  Randcurve  L  ist,  um  eine  feste  Achse 
dreht  Die  dabei  von  der  Curve  L  beschriebene  Ringfläche  ist  pro- 
portional dem  Drehung8winkel  <3  und  der  Länge  eines  ebenen,  durch 
die  Drehachse  gelegten  Normalschnitts,  den  man  bekannt- 
lich auch  Meridianschnitt  nennt;  die  Protection  der  Ringfläche 
ist  aber  nicht  gleich  null,  da  die  Endlage  von  L  nicht  parallel  der 
Anfangslage  ist.  Ebenso  ist  das  von  der  Ringfläche,  welche  von  der 
Fläche  F  mit  der  Randcurve  L  beschrieben  wird,  umschlossene 
Volumen  proportional  dem  Drehwinkel  <3  und  dem  Flächeninhalt 
des  Meridianschnitts. 

Ist  L  die  Anfangs-,  Z*  die  Endlage  einer  Raumcurve,  und  ist 
die  relative  Lage  beider  eine  solche,  dass  L  in  Z*  durch  fortschrei- 
tende Bewegung  ohne  Drehung  übergeführt  werden  kann,  so  ist  die 
Projection  einer  beliebigen,  zwischen  L  und  Lt  gedachten  Eläche 
aif  irgend  eine  Ebene  stets  null ,  wenn  L  eine  geschlossene  Curve 
ist  Das  ist  eine  Erweiterung  des  anf  Seite  252  für  die  von  L  be- 
schriebene Cylinderfläche  Gesagten. 
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Man  erkennt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  sofort,  wenn  min 
L  und  I/j  durch  beliebige  Flächen  F  und  Ft  schliesst.  Diese  beiden 
Flächenteile  bilden  mit  der  zwischen  L  und  Lx  angenommenen  zu- 
sammen eine  einzige  geschlossene  Fläche,  bzhw.  ein  Polyeder  im 
allgemeinen  Sinne  des  Worts.  Die  Protection  dieses  Polyeders  ist 
algebraisch  gleich  null,  und  da  auch  dio  Projectionen  von  F  und  F, 
die  algebraische  Summe  null  ergeben,  so  muss  auch  die  Protection 
der  Fläche  zwischen  L  und  L^  null  sein. 

Denkt  man  L  in  L^  durch  rein  fortschreitende  Bewegung  fiber- 
geführt, so  beschreiben  alle  Punkte  der  Curve  L  congruente  Cnnren. 
Sind  diese  Curven  gerade  Linien,  so  ist  die  Fläche  zwischen  L  nnd 
LL  eine  Cylinderfläche,  welche  in  ein  Prisma  übergeht,  wenn  L  eis 
Polygon  ist.  Ist  also  a  .  .  .  f  in  Fig.  9  ein  Raumpolygon  nnd 
a|  .  .  .  fx  die  zweite  Lage  desselben  parallell  zu  a  .  .  .  /,  so  sind 
die  Parallelogramme  abbga^  bc^  .  .  .faatft  die  Seitenflächen 
des  Prismas,  für  welche  die  algebraische  Summe  der  Projectionen  auf 
irgend  eine  Ebene  null  ist. 

Der  auf  Seite  251  und  252  behandelte  Fall  ist  als  ein  Grenz- 
fall dieses  allgemeineren  Falls  zu  betrachten,  und  zwar  so,  dass 
beide  Polygone  eben  sind  und  in  derselben  Ebene  liegen,  so  dass 
die  Projectionen  der  Parallelogramme  auf  diese  Ebene  mit  jenen 
Flächen  selbst  zusammenfallen. 

Ist  die  Curve  oder  das  Polygon  L  eben,  und  die  Ebene  der 
Endlage  Lt  parallel  der  Ebene  der  Anfangslage  L,  so  kann  man  die 
geschlossene  Figur  L  durch  irgend  eine  Bewegung  in  die  End- 
lage Lt  überführen,  und  es  bleibt  bestehen,  dass  die  Projection  der 
dadurch  beschriebenen  Fläche  auf  irdend  eine  Ebene  stets  algebraisch 
gleich  null  ist,  Es  ist  also  dann  nicht  erforderlich,  dass  die  Ele- 
mente von  L  den  entsprechenden  Elementen  in  Jder  Endlage  £,  pa- 
rallel seien.  Das  Gleiche  gilt,  wenn  die  Ebenen  der  Anfangs-  und 
Endlage  von  L  zusammenfallen. 

Bewegt  sich  die  Curve  X,  die  Randcurve  der  Fläche  Fy  rein 
fortschreitend  so,  dass  ein  fest  mit  ihr  verbundener  Punkt  beständig 
auf  einer  zweiten  geschlossenen  Curve  bleibt,  so  wird  in  jedem 
Augenblick  der  Bewegung  die  Projection  der  von  L  beschriebenen 
Fläche  auf  irgend  eine  Ebene  gleich  null  sein.  Der  algebraische 
Wert  des  von  F  beschriebenen  Yolumens  ist  null,  sobald  Fin  seine 
Anfangslage  zurückgekehrt  rist.  Dasselbe  gilt  für  die  von  L  be- 
schriebene Fläche,  wenn  L  nicht  geschlossen  ist  Ist  die  zweite 
Curve,  die  Leitcurve,  nicht  geschlossen,  so  kann  man  den  Schluss 
durch  eine  beliebige,  also  auch  durch  eine  gerade  Schlusslinie  her- 
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stauen,  und  ans  dem  Obigen  ist  für  diesen  Fall  zu  entnehmen,  in 
welchem  Sinne  diese  Schlusslinie  für  die  von  L  beschriebene  Fläche 
md  das  ven  F  beschriebene  Volumen  als  Resultirende  der  zweiten 
Curre,  der  Leitlinie  der  Bewegung,  aufgefasst  werden  kann. 

Anf  Seite  248  wurde  bewiesen ,  dass ,  wenn  die  Bewegung  eines 
Ranmgebildes  parallel  einer  gegebenen  Ebene  vor  sich  geht,  man 
dieses  Gebilde  aus  der  Anfangslage  in  die  Endlage  überführen  kann 
durch  'eine  einfache  fortscheitende  Bewegung  parallel  der  Ebene 
oder  durch  Drehung  um  eine  zu  der  Ebene  senkrechte  Achse. 

Diese  Bewegungen  weichen,  wenn  die  Endlage  des  Gebildes  von 
der  Anfangslage  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung 
entfernt  ist,  von  der  wahren  Bewegung  aus  letztgenannter  Lage  in 
die  andere  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  oder  höherer 
Ordnung  ab  and  können  also  die  wahre  Bewegung  vertreten. 

Das  gilt  demnach  auch  in  Bezug  auf  die  in  beiden  Fällen  be- 
schriebenen Flächen-  and  Raumgrössen. 

Im  weiteren  ist  bewiesen  worden,  wie  sich  auch  in  letzterer 
Hinsicht  eine  beliebige  fortschreitende  Bewegung  eines  Raumgebildes 
tof  eine  einzige,  wenn  man  will  geradlinige  Bewegung  gleicher  Art 
zurückführen  läset  Im  Folgenden  soll  nun  noch  kurz  erörtert  wer- 
den, wie  sich  jede  beliebige,  aus  fortschreitenden  und  Drehbewegungen 
zusammengesetzte  Bewegung  durch  eine  Drehung  um  eine  gewisse 
Achse  und  ein  gleichzeitiges  Gleiten  oder  Fortschreiten  parallel  zu 
dieser  Achse,  d.  h.  durch  eine  cylindrische  Schraubenbe- 
wegung ersetzen  lässt  Zunächst  ist  zu  dem  Ende  zu  beweisen, 
dass  sich  jedes  Gebilde  aus  einer  gegebenen  Anfangslage  in  eine 
beliebige,  am  endliche  Masse  davon  entfernte  Endlage  durch  eine 
fortschreitende  Bewegung  und  darauf  folgende  Drehbewegung  oder 
imgekehrt  überführen  lässt,  wobei  unter  Umständen  eine  dieser  Be- 
wegung auch  gleich  null  sein  kann. 

Es  sei  (Fig.  10)  abc  die  Anfangslage,  ^Vi  die  Endlage  von 
drei  mit  dem  Gebilde  fest  verbundenen  Punkten  (vergl.  Seite  251). 
Durch  parallele  Verschiebung  kann  man  irgend  einen  dieser  Punkte 
«.  B.  a  in  seine  Endlage  bringen;  die  entsprechende  Lage  von  abc 
sei  alb'c'.  Legt  man  nun  zwei  Ebenen  durch  ax  und  bzhw.  durch 
die  Mitten  der  geraden  Linien  b'\  und  c'ct  und  normal  zu  diesen 
Linien,  so  ist  die  Durchschnittslinie  dieser  beiden  Ebenen  die  Dreh- 
achse, welche  es  ermöglicht,  atb' c'  durch  einfache  Drehung  um 
diese  Achse  in  die  Endlage  «i  Vi  ZQ  bringen. 
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Uebcr  die  Richtung  der  so  im  allgemeinen  bestimmten  Dreh- 
achse ist  Folgendes  zu  sagen: 

Die  Achse  steht,  normal  zu  b'bt  und  ccv  Zieht  man  also  von 
einem  beliebigen  Punkte  t  (Fig.  10  b)  aus  zwei  gerade  Linien  t'6"und 
ic\  die  nach  Grösse  und  Richtung  gleich  und  parallel  b%  und  c'cj 
sind,  so  ist  die  Achse  normal  zur  Ebene  ib"c".  Zieht  man  nun 
noch  iV,  b"bm  und  c"cm  gleich  und  parallel  aa'—  aa'  ist  gleich  und 
parallel  bb*  und  cc'  —  so  ist  die  Ebene  ambmem  parallel  der  Ebene 
ib"c\  also  ist  die  Achse  auch  normal  zu  letzterer  Ebene.  Es  sind 
aber  %att\  ibm  und  i<!"  die  Ortsveränderungen  der  Punkte  o,  b  nnd 
c,  und  das  Resultat  ist  demnach  dieses :  Trägt  man  von  einem  be- 
liebigen Punkte  t  aus  nach  Grösse  und  Richtung  die  Entfernung  der 
Endlagen  au  bx  und  ct  dreier  beliebiger  Punkte  a,  b  und  e  des  be- 
wegten Gebildes  von  ihren  Anfangslagen,  oder  diesen  Entfernungen 
proportionale  Längen  ab,  so  steht  die  Drehachse  normal  zu  der 
Ebene,  welche  man  durch  die  Endpunkte  a",  bm  und  cf"  legen  kann. 

Die  Richtung  der  Drehachse  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Punktes  a,  den  man  zunächst  durch  Parallelverschiebung  in  seine 
Endlage  bringt,  während  ihre  Lage  vou  der  Wahl  dieses  Punktes 
abhängt.  —  Denkt  man  sich  a1ble1  als  Anfangslage,  abc  als  End- 
lage, so  erkennt  man,  dass  man  auch  die  Drehbewegung  vor  der 
fortschreitenden  voraufgehen  lassen  kann. 

Ist  die  Endlage  des  Gebildes  von  der  Anfangslage  nur  unend- 
lich wenig  entfernt,  so  kann  man  die  wirkliche  Bewegung  durch  die 
gleichzeitig  erfolgende  Parallelverschiebung  und  Drehbewegung  er- 
setzen, die  zusammen  von  ersterer  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
zweiter  Ordnung  verschieden  sind.  Handelt  es  sich  um  die  bei  diesen 
Bewegungen  von  dem  Gebilde  beschriebenen  Flächen-  oder  Raum- 
grossen,  so  kann  man  die  Teilbewegungen  auch  als  nach  einander 
erfolgend  sich  vorstellen  und  die  Summe  ihrer  Wirkungen  als  die 
Gesamtwirkang  der  wirkichen  Bewegung  einfahren,  denn  jene  können 
von  der  letzteren  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ord- 
nung, die  als  solche  zu  vernachlässigen  sind,  verschieden  sein.  Das- 
selbe gilt  für  jede  andere  Art  der  Zerlegung  der  unendlich  kleinen 
wirklichen  Bewegung,  und  es  gilt  für  die  Gesamtwirkung  dieser  Be- 
wegung auch  dann,  wenn  letztere  sich  aus  einer  beliebigen  Anzahl 
gleichzeitig  erfolgender  unendlich  kleiner  Parallelverschiebungen  und 
Drehungen  zusammensetzt. 

In  Fig.  10  a  kann  die  Richtung  aax  die  durch  o,  verlaufende 
Drehachse  unter  irgend  einem  Winkel  schneiden.  Zerlegt  man  aber 
die  Verschiebung  aal  in  eine  Componente  parallel  und  in  eine  zweite 
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normal  zur  Achse ,  so  kann  man  im  Hinblick  auf  das ,  auf  Seite 
247  und  248  mit  Bezog  auf  Fig.  5  Gesagte  schon  einsehen,  dass 
lieh  die  zuletzt  genannte  Teilbewegnng  mit  der  Drehung  zu  einer 
einlachen  Drehung  um  eine  zur  ersten  Achse  parallele  Achse  zu- 
sammensetzen l&sst.  Damit  ist  aber  offenbar  nun  die  Schrauben- 
bewegung fertig.  (Liegt  die  letzte  Achse  unendlich  weit  entfernt, 
so  wird  aus  der  Schraubenbewegung  eine  reine  Parallelverschiebung; 
umgekehrt  erhält  man  eine  reine  Drehung  ohne  Verschiebung,  wenn 
die  Componente  der  Verschiebung  parallel  der  Achse  null  ist)  — 
Eine  endliche  Ortsveränderung  eines  Gebildes  wird  sich  im  allge- 
meinen nicht  durch  eine  einzige  Schraubenbewegung,  sondern  nur 
durch  eine  unendlich  grosse  Anzahl  unendlich  kleiner  Bewegungen 
dieser  Art  ersetzen  lassen ;  bei  jeder  einzelnen  dieser  Bewegungen 
ist  die  Bahn  eines  beliebigen  Punkts  des  Gebildes  eine  cylindrische 
Schraubenlinie.  Bekanntlich  ist  das  dem  Krümmungskreis  einer 
ebenen  Curve  entsprechende  Analogon  für  eine  Raumcurve  die 
Krümmungsschraube  (vergl.  u.  A.  Dr.  H.  Scheffler,  Situations- 
calcul,  §  32),  und  es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  jene  cylindrische 
Schraubenlinie  mit  der  Krümmungsschraube  der  Bahn  des  bewegten 
Punkts  zusammenfallen  muss.  Wegen  der  weitern  Einzelheiten  dieser 
Lehre  von  der  geometrischen  Bewegung  eines  Baumgebildes  verweise 
ich  auf  das  eben  genannte  Werk,  besonders  auch  auf  Duhumel, 
Analytische  Mechanik,  wo  dieselben  sehr  ausführlich  behandelt  sind, 
nnd  auf  andere  Lehrbücher  der  Mechanik.  Ich  beschränke  mich 
hier  darauf,  nur  noch  die  folgenden  kurzen  Ergänzungen  der  obigen 
Betrachtungen  über  die  Zusammensetzung  nnd  Zerlegung  von  Fort- 
ichritts-  und  Drehbewegungen,  getrennt  oder  combinirt,  hinzuzu- 
fügen. 

Die  Fortschrittsbewegung  einer  geraden  Linie  nach  einer  ge- 
gebenen Richtung  kann  man  als  ein  Gleiten  längs  einer  zu  dieser 
Richtung  parallel  gezogenen  Geraden  auffassen.  Gleitet  diese  Gerade 
gleichzeitig  längs  einer  zweiten,  diese  wieder  längs  einer  dritten 
Geraden  u.  8.  w. ,  so  vollführt  das  Gcbildo  2,  3  .  .  .  Fortschritts- 
bewegungen.  Dreht  sich  eine  der  Geraden  gleichzeitig  um  eine  ge- 
gebene Achse,  diese  wieder  um  eine  zweite  Achse  u.'s.  w.,  so  kommt 
zu  den  fortschreitenden  eine  entsprechende  Anzahl  gleichzeitiger 
Drehbewegungen  hinzu.  Hierin  liegt  die  Erklärung  dafür,  was  im 
allgemeinen  unter  gleichzeitiger  Ausführung  mehrerer  Bewegungen 
zu  verstehen  ist.  Hat  man  die  Wirkung  einer  Anzahl  gleichzeitiger 
Bewegungen  zu  untersuchen,  so  kommt  stets  das  Zahlenverhältniss 
der  einzelnen  Bewegungsgrössen  in  Frage.  Diese  Bewegungsgrössen 
also  die  Wege  der  einzelnen  Punkte  werden,  wenn  es  sich  um  un- 
endlich kleine  Verschiebungen  und  Drehungen  handelt,  alle  ebenfalls 
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unendlich  klein  sein.  Um  sie  vergleichen  zu  können,  wird  man  sie 
sämtlich  auf  eine  unabhängig  veränderliche  Grösse,  von  der  sie  alle 
abhängig  sind,  beziehen  müssen.  Wählt  man  hierfür  die  Zeit, 
während  der  die  Bewegungen  ausgeführt  werden,  und  dividirt  alle 
jene  unendlich  kleinen  Wege  der  einzelnen  Punkte  durch  das  con- 
stante  Differential  der  Zeit,  so  erhält  man  statt  der  Wege  die  Ge- 
schwindigkeiten von  endlicher  Grösse,  mit  der  jene  Wege  durch- 
laufen werden.  So  gewinnt  man  die  Möglichkeit,  die  Wirkungen 
mehrerer  gleichzeitig  erfolgender  Bewegungen  zu  verfolgen,  obgleich, 
so  lange  diese  Wirkungen  keine  Kraftwirkungen  sind,  ss  sich  viel- 
mehr nur  um  die  Bestimmung  der  durch  ein  Raumgebilde  beschrie- 
benen Flächen-  und  Raumgrössen  handelt,  an  und  für  sich  die  Zeit 
nicht  in  Frage  kommt.  Es  soll  also  zunächst  mit  a  die  Geschwin- 
digkeit einer  Parallel  Verschiebung,  mit  6  dagegen  die  Winkelgcschwin 
digkeit  einer  Drehung  bezeichnet  werden;  was  dann  in  Bezug  auf 
Zusammensetzungen  und  Zerlegungen  in  Bezug  auf  diese  Geschwin- 
digkeiten zu  sagen  ist,  das  gilt  auch  für  die  entsprechenden  Ver- 
schiebungen und  Drehungen. 

Mehrere  unendlich  kleine  gleichzeitige  Verschiebungen  setzen 
sich,  wenn  man  sie  in  beliebiger  Folge  als  nach  einander  erfolgend 
denkt,  in  der  Weise  zusammen,  dass  die  Schlusslinie  des  aus  den- 
selben construirten  Polygons  die  resultirende  Verschiebung  ist 
Ebenso  ist  es  für  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten.  Sind 
letztere  nach  Grösse  und  Richtung  <r, ,  c%  .  .  .  und  ihre  Winkel 
mit  den  Coordinaten- Achsen  atß1  y,,  atßty^  .  .  . ,  so  sind  die  nach 
den  Richtungen  jener  Achsen  gemessenen  Componenten  den  Resnl- 
tirenden  <£(<rcosa),  Z^tfcos/?),  -£(<rcosy),  woraus  sich  unmittelbar 
der  Wert  der  Resultirenden  selbst  ergiebt. 

Drehung  um  zwei  sich  schneidende  Achsen.  Ist  ein 
Gebilde  gleichzeitig  zu  zwei  Drehungen  um  die  Achsen  OA  und  OB 
(Fig.  11)  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  ö  und  öt  veranlasst,  so 
werden  die  Punkte  der  Ebene  AGB  in  Ruhe  bleiben,  für  welche 
die  Geschwindigkeiten  gleich  und  entgegengesetzt,  also  allgemein 
gleich  null  sind.  Ein  solcher  Punkt  ist  O,  durch  den  also  die  etwa 
mögliche  resultirende  Achse  verlaufen  muss.  Ein  zweiter  Punkt 
derselben  sei  P,  also  OP  selbst  sei  die  Achse,  dann  mus  stattfinden 
für  den  Punkt  P: 

nnd,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  die  Länge  OP  teilt: 

sin  a  .  6  —  sin  at  .  öt 

Man  ziehe  durch  P  die  Geraden  PC  und  PCX  bzhw.  parallel  zu 
OB  und  OA,  uud  es  sei 
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ÖC—  C^P-  a  .  S,     ÖQ  —  CP=-  n,  .  *, 
dun  erhält  man  z.  B.  ans  Dreieck  OCP 

sin  o  .  n S  mm  sin a,  .  n,  fl, 
Verglichen  mit  der  vorigen  Gleichung  erhält  man  hieraus 

d.  h.  OP  igt  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  OCf'C, ,  dessen 
Seiten  proportional,  also  auch  eiuea  solchen,  dessen  Seiten  gloich  $ 
und  S,  sind;  damit  ist  die  Lage  von  OP  bestimmt. 

Dm  nun  noch  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  *  für  diese 
Achse  in  finden,  beachte  man  zunächst,  dass  im  Dreieck  OCP,  wenn 

ÖC  =  nSt     CP—  näj     ist: 

sin  «,  .  ~Ö~P  =  sin  («4-  k,)  » t 

Zieht  man  nun  von  einem  beliebigen  Punkte  M  auf  OB  die  Nor- 
malen zu  OA  und  OP  und  bezeichnet  diese  mit  a  und  p,  so  muss 
tttr  M  stattfinden: 

p  .  t  —  a  .  8} 

und,  indem  man  beiderseits  durch  OM  teilt: 

Rinn,  .  c  —  sin(<>4-Ci)^ 

Verglichen  mit  der  vorigeu  Gleichung  erhält,  man  demnach 

ÖP—  *, 

wenn  s  —  1,  also  

OC=&    und    OCs  —  d, 

ist.    Für  t  gilt  also  die  Gleichuug: 

e  =  »'"("  +  «1)    s  _  sin(t»+gj    9 

niii  n_  '  flin  a  ' 


=V4'+V+a«icos(«+«,) 

Dm  Resultat  ist: 

„Zwei  unendlich  kleine  Drebungeu  um  sich  schneidende 
„Achsen  können  durch  eine  einzige  Drehung  ersetzt  wer- 
„den,  und  wenn  man  auf  jenen  Achsen  vom  j)ur-L--L-:'— 
„punkt   aus   Längen   gleich    den  Winkelgescbw: 
„abträgt,   so  bestimmt  die  Diagonale  des  ans 
„Strecken   construirten  Parallelogramms   sowol 
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„der  resultirenden   Achse  wie  die  Winkelgeschwindigkeit 
„der  resultirenden  Drehung  am  die  Achse". 

Handelt  es  sich  am  mehrere  Drehungen  8,  8,  .  .  .um  Achsen, 
welche  sich  sämtlich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  kann  man  dem- 
nach die  resultirende  Drehung  ganz  ebenso  finden ,  wie  es  oben  für 
Parallelverscbiebungen  angegeben  wurde,  wenn  man  an  die  Stelle 
der  Grössen  a,  at  .  .  ■  die  Grössen  <S,  <!,  .  .  .  ,  gemessen  anf  des 
Richtungen  der  zugehörigen  Achsen,  treten  lässt. 

Verschiebung  normal  zu  einer  Achse  und  Drehung 
am  diese  Achse.  In  Fig.  12  sei  die  Achse  O  normal  zur  Bild- 
ebene and  die  Winkolgeschw.  sei  ä ,  die  Geschwindigkeit  der  Ver- 
schiebung o.  Dann  lassen  sich  beide  Bewegungen  zu  einer  Drehung 
um  eine  Achse  P,  die  ebenfalls  normal  znr  Zeichenebene  slehl,  ver- 
einigen, nnd  es  findet  statt  für  die  Achse  o,  d.  i.  für  ihre  Ver- 
schiebung und  ihre  Drehung  um  P: 

a  —  a .  8,    also    «  —  3 
und  für  eine  Drehung  nm  o  findet  man  für  /': 


woraus  durch  Vergleich  mit  der  vorigen  Gleichnng  folgt: 

e  -  S 

Nach  diesen  einfachen  Beziehungen,  die  sich  leicht  in  Worte 
kleiden  lassen,  kann  man  nicht  nur  eine  fortschreitende  Bewegung 
normal  zu  einer  gegebenen  Achse  nnd  eine  Drehung  um  diese  in 
einer  Drehung  um  eine  resultireude  Achse  combiniren,  sondern  nach 
umgekehrt  die  letztere  in  die  beiden  ersten  zerlegen. 

Drehung  um  zwei  parallele  Achsen,  Drehungspaare. 
In  Fig.  13  seien  die  beiden  Achsen  O  und  Ö,  normal  zur  Zeichen- 
ebene die  gegebenen  Achsen  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  8  und 
ö„  und  P  die  offenbar  zu  jenen  parallele  Achse  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit   f;    P  liegt   in   der   Ebene  OOt.     Man   findet  nun 

;r  Bezeichnung  in  der  Figur  für  die  Achse  P,  die  eben 

en  soll: 

ir  eine  Drehnng  um  die  Achsen  0  und  P  für  die  Achse 

ung  nm  die  Achsen  0,  nnd  P  für  die  AchBC   O ; 
<«-f-  xl)8l  =lix  —  «  .  t 
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Au  dieien  Gleichungen  folgt: 


'+'11    x  =  l  •  JjlTjT»     *i  —  *• 


Dieselben  Formeln  erhält  man,  wenn  man  von  zwei  sich  schnei- 
denden Achsen  ausgeht  und  dann  ihre  Neigungswinkel  gleich  null 
setzt 

Sind  die  beiden  gegebenen  Drehungen  einander  entgegengesetzt, 
ist  x.  B.  öt  negativ ,  so  erhält  es  in  den  vorstehenden  Formeln  das 
Torzeichen  minus.    Wird  dann 

so  wird 

e  —  0,    x  —  —  oo    und    a?A  —  co 

Man  hat  es  dann  mit  einem  Drehungspaar  oder  mit  einem 
Gegenpaar  von  Drehungen  zu  tun.  Für  ein  solches  Gegen- 
ptar  liegt  die  rosultirendo  Achse,  für  welche  dio  Winkelgeschwin- 
digkeit null  ist,  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  sie  existirt  als 
Drehungsachse  überhaupt  nicht;  man  erkennt  vielmehr  unmittelbar 
die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

„Ein  Drehungspaar  bewirkt  eine  parallel  fortschreitende 
„Bewegung  aller  Punkte  des  Gebildes  (ohne  Drehung) 
nach  geraden  Linien,  welche  auf  der  Ebene  des  Paares, 
d.  i.  auf  der  Ebene  ihrer  Achsen  senkrecht  stehen;  die 
„Geschwindigkeit  dieser  Bewegung,  für  alle  Punkte  die- 
selbe, ist  gleich  dem  Product  aus  der  Entfernung  der 
„Achse  in  die  Winkelgeschwindigkeit.  Umgekehrt  kann  man 
„auch  für  eine  gegebene  fortschreitende  Bewegung  ein 
„gleichwertiges  Drehungspaar  einführen/1 

Drehung  um  zwei  windschiefe  Achsen.  Die  Achsen  seien 
0  und  0,,  die  Winkelgeschwindigkeiten  d  und  iv  Man  denke  sich 
ru  den  zwei  Achsen  noch  eine  dritte  02  hinzu,  die  etwa  parallel  zu 
0i  ist  und  O  schneidet ;  bestimmt  man  für  diese  die  Winkelgeschwin- 
digkeit zu 

so  wird  dadurch  an  dem  Ganzen  nichts  geändert.  Es  lassen  sich 
nun  0{ö)  und  Ot(dx)  zu  einer  einzigen  Drehung  zusammensetzen, 
und  Of( — di)  und  Ot(öt)  bilden  zusammen  ein  Drehungspaar,  redu- 
ciren  sich  also  auf  eine  fortschreitende  Bewegung.  Letztere  kann 
man,  wenn  es  wünschenswert  erscheint,  zerlegen  in  zwei  Bewegun- 
gen, bzhw.  parallel  und  normal  zu  der  aus  0(8)  und  Os(*i)  resul- 


r» 
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tirenden  Drehachse.  Die  Bewegung  normal  zu  letzterer  und  die 
Drehung  am  dieselbe  lassen  sich  zn  einer  einfachen  Drehung  am 
eine  parallele  Achse  zusammensetzen,  and  demnach  reducirt  sich 
Alles  aaf  eine  cylindrische  Schraubenbewegung,  die  im  gegebenen 
Falle  anschwer  im  einzelnen  zu  bestimmen  ist 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  nnn  die  in  diesem  Para- 
graphen teils  direet  vorliegenden,  teils  ans  den  allgemeinen  Be- 
trachtungen desselben  abzuleitenden  Resultate  recbnnngsmässig  ver- 
wertet, und  aus  den  entwickelten  Formeln  weitere  Schlüsse  gezogen 
werden. 

Fortsetzung  folgt 


korneck:   Nathtrag  m  Am  Btwtitt  dt*  Fcrmtu'iclun   Sattt*. 


XIV. 

Nachtrag  zu  dem  Beweise  des  Fennat'schen 


Der  von  mir  in  §  3.  inbezug  auf  die  Gleichung 

ausgesprochene  Satz  ist  in  seinen  letzten  Worten  „jeder  Wert  von 
*  ist  durch  n  teilbar"  nicht  richtig,  wenn  n  —  3  und  k  =  1. 

.   Denn  für  die  Gleichung 

3z»+y«  -  .» 

giebt  es,  wie  Herr  Schuhmacher  (Göppingen)  in  ] 
Schrift  fOr  math.  und  natnrw.  Unterricht  (Jahrg.  25, 
gezeigt  bat,  noch  ein  zweites  Lösungsverfahren,  wel< 
liefert,  die  nicht  durch  durch  3  teilbar  sind. 

In  Folge  dessen  ist  auch  die  Anwendung  des 
Bm  die  Unmöglichkeit,  von 

&  +  y>  -  «i 

zu  beweisen,  nicht  zulässig,  und  die  Gleichung 


itrag  in  dtm  Beictiit  dt»  Fermat'ichcn   SaUei. 
«»  +  ,»  =  ,» 

mdeln,  wie  folgt: 

:  nicht  teilbar  ist,  so  musa  es  entweder  y  oder 

*-S*  =  x* 
._  f* 
yt+g1  =  •*    nnd 

Gleichung  gleichgiltig  ist,  welche  der  beidea 
rch  3  teilbar  angenommen  wird,  so  setzen  wir 
voran«. 

i  wir  diese  Gleichung  mit  61  nnd  erhalten: 
-2  .  S2y«+  16s*  +  48y»  —  64«» 
l«+4«,+8.C4r)' -(**)' 
J-4y  — p,    4y  =  a,     4t  —  « 

p«  +  3s«  -  t» 
i  Lösnngs ver fahren  setzen  wir  nun 

rV=3  =  (tt+0>/=3)» 

1)  und  2)  ergeben  sieb  fürp  nnd  q  die  Werte 

p  —  «•'  -9«»* 
9  — 8tt*o  — 3e3 
!  teilbar. 

Loaungsverfahren  bezeichnen  wir  die  beiden 
lrzeln  der  Einh  eit  mit  e,  and  es 


--1  +  JV--S 
=  -J-iV-S 
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■,+>,=-i.  «,-• .-y-3 

■,•,-1,    .,■+.,■ 1,    ■,■-«,' V-^3 

«,»  = ,,'  —  1,  .,'  _  l„  ,,» = ,, 

Setzen  wir  nun: 

1)  f+lV^-i.l.+V)' 

2)  p-qV^3  =  «,(„  +  .,,.)' 
■o  crgiebt  sich 

3)  fi+S,>  _(.■-„  +  „■)' 

«  P  +  «V:=3-.,t.,+3.1,..'»+.W  +  .,,,' 
5)  p-,y=5-^,»•+3^,■o'^+3«l.■+I,r, 
R)    2p  —  —  oa-at^v+eut»*  — tfi 

7)  »2-»>—  9uh>  +B3 

8)  p+,  =  3«i,(»-«) 
Im  ersten  Falle  ist  also: 

j-4,  =  3.(«+e)(»-  »I 
also 

»  -  S  .  j 

Im  zweiten  Falle  ist: 

P  +  3-8(«+y)-3UB(e-a) 

also 

hp(p— «) 
*+*  -  3  . g 

Da  s  nach  Voraussetzung  durch  3  teilbar  ist,  so  1 
Falle  y  durch  3  teilbar  sein. 

In  jedem  Falle  wären  also  in  der  Gleichun 

die  beiden  Zahlen  y  nod  *  durch  3  teilbar,  w, 
tetznag  die  dritte  x  durch  3  nnteilbar  ist.  Dt 
so  Ut  die  Gleichung 


u  dem   Betotis*  da   Frimaficluii  Saliti. 


a  §  3.  habe  ich  angenommen,  das«  möglicber- 
ie  rationale  Werte  von  1  and  tp  für  x,  y,  * 
könnten.  Es  lässt  sich  aber  zeigen,  das»  die« 
Senner  2  sein  können. 

chst  n  —  5,  so  haben  wir 
■ß*  =  *     folgt    (*•  —  »  —  «* 

+10«»- 10«"« 

'5  —  16a»— aOA+5«» 

mit  der  Formel  für  tV»,  so  ist  der  Coefßcicnt 
h«i  +  »<»-f-ne  •  •  ■  h"i*-i-  Da  nun  die  Summe 
nten  2"  ist,  so  ist  die  halbe  Summe  2"-',  and 
inten  durch  n  teilbar  sind,  so  erhält  man  eine 

— »»+**,«— V-Uft««- •«*+.    .    . 

n-1  w  — 1 

-Jy. 

Unltiplication  mit  ä": 
n-1  n— 8 

n-5  »-1      »— 1 

-n  2  s,^r"-«J«...-H-i)  '    »r>  2  *•-> 

zu  sotzen; 


ttk:  Nachtrag    iu  dtm  Bete 


,8*  -  ny*-{-ks* 

Da  «  und  k  relativ  prim  sind,  kann  S  nicht  durch  n  teilbar  sein; 
es  mttsste  also  infolge  der  vorangehenden  Gleichung  S  ■  -  2  sein, 
weil  du  erste  Glied  rechts  den  Factor  S*  haben  müsste. 

Also  könnte  in  den  Gleichungen  3),  4),  5)  nur  gesetzt  werden 

>-l   •-! 

wenn  x,  y,  *  ganze  Zahlen  sein  sollen,   nnd  es  bliebe  x  durch  » 
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XV. 

Anwendungen  des  Ameseder'schen 

Nullsystems  *). 

Von 

Hermann  Oppenheimer 

in  Dettcnseo. 


Einleitung. 

Vor  einiger  Zeit  habe  ich  mich  mit  der  Construction  und  Be- 
handlung eines  ebenen  Nullsystems  beschäftigt,  nachdem  meine 
diesbezüglichen  Recherchen  in  der  geometrischen  Litteratur  zu  keinem 
Ergebniss  geführt  hatten.  Erst  Herr  Professor  R eye  in  Strassburg, 
der  so  gütig  war,  meine  Abhandlung  einer  Durchsicht  zu  unter- 
ziehen, fand,  dass  bereits  im  Jahre  1881  in  der  oben  citirten  Ab- 
handlung ein  solches  System  von  Herrn  Ameseder  behandelt  worden 
sei.  Wenn  nun  dieses  System  in  sich  selbst  auch  höchst  interessant 
ist,  so  scheine  ich  demnach  doch  zu  der  Vermutung  berechtigt  zu 
sein,  dass  dasselbe  Anwendung  auf  anderweitige  geometrische  Theorien 
noch  nicht  gefunden  hat.  Die  nachfolgende  Abhandlung  soll  die 
Fruchtbarkeit  des  Systems  für  die  Theorie  der  Curven  dritter  Ord- 
nung dartun. 

I. 

1)  Der  leichteren  Orientirung  wegen  sollen  die  wesentlichen 
Eigenschaften  des  Ameseder'schen  Nullsystems   hier  in  Kürze  ange- 


*)  Ameseder:  9Ueber  ein  Nullsjstem  dei  iweitten  Grades."  LXXXIII. 
Band  der  Sitzb.  d,  k.  Akad.  der  Wissenschaften  in  Wien  II.  Abth,  Febr.- 
Woft   Jahrgang   1881. 
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geben  werden.  Das  Amesedertche  Nullsystem  ist  ein  ebenes  System, 
in  welchem  einer  Geraden  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  und  diesem 
Punkte  dieselbe  Gerade  eindeutig  entspricht  Das  System  ist  qua- 
dratisch: den  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  entspricht  als  Ort  der 
zugehörigen  Nullpunkte  ein  Kegelschnitt,  der  natürlich  durch  das 
Centrum  des  Strahlenbüschels  gehen  muss,  weil  ja  das  Centrum 
auch  eine  Nullgerade  hat;  diese  berührt  eben  den  Kegelschnitt  im 
Centrum.  Alle  diese  Nullpunktskegelschnitte  haben  drei  Punkte 
gemeinsam,  die  drei  Doppelpunkte  des  Systems.  Ein  solcher  Doppel- 
punkt zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  ihm  nicht  ein  einziger  Strahl 
als  Nullgerade  entspricht,  sondern  unendlich  viele,  alle  die  durch 
ihn  hindurchgehen. 

Reciprok  ist  die  Enveloppe  der  Nullgeraden  einer  Punktreihe 
ein  Kegelschnitt,  dem  dieses  Doppeldreieck  umschrieben  ist.  Jeder 
Seite  des  Doppeldreiecks  entsprechen  ihre  sämtlichen  Punkte  als 
zugehörige  Nullpunkte.  Das  Doppeldreieck  habe  die  Seiten  a,  b,  c 
und  die  Ecken  Ay  B,  C.  A  liege  a  gegenüber  etc.  Der  Nullpunkts- 
kegelschnitt eines  Strahlenbüschels,  dessen  Centrum  X  auf  einer 
Doppelseite  a  liegt,  zerfällt  in  diese  Doppelseite  und  eine  Gerade  *r, 
welche  durch  den  Doppelpunkt  A  geht.  Diese  Gerade  x  schneidet 
auf  den  Strahlen  des  Strahlenbüsehels  X  die  Nullpunkte  aus.  Die 
Strahlen  w  durch  A  und  die  Punkte  X  auf  a  sind  projeetivisch. 
Die  auf  a  liegenden  Doppelpunkte  B  und  C  sind  solche  Centren  X, 
die  tod  den  ihnen  zugehörigen  Strahlen  «,  nämlich  resp.  b  und  o 
getroffen  werden,  im  Einklänge  mit  der  Tatsache,  dass  einem  Strahl 
durch  einen  Doppelpunkt  der  Doppelpunkt  selbst  als  Nullpunkt  ent- 
spricht Man  kann  daher  mit  Hilfe  einer  Doppelseite  und  des 
ihr  gegenüberliegenden  Doppelpunktes  —  und  es  ist  gleichgiltig, 
welches  Doppelelementpaar  man  dazu  benutzt  —  in  folgender  Weise 
zu  einer  beliebigen  Geraden  m  ihrem  Nullpunkt  M  construiren. 

Die  Gerade  m  schneide  a  in  Xm ;  man  bestimme  das  dem  Punkte 
Xm  entsprechende  Element  rm  des  der  Punktreihe  der  X  projeetivi- 
schen  Strahlenbüschels  der  «,  so  schneidet  xm  auf  m  den  gesuchten 
Nullpunkt  aus. 

Den  Ausgangspunkt  für  unsere  curventheoretischen  Unter* 
suchungen  bildet  die  Aufgabe,  ein  Nullsystem  zu  construiren,  wenn 
sieben  Paare  entsprechender  Elemente  gegeben  sind,  und  diese  Auf- 
gabe erheischt ,  dass  wir  uns  zunächst  mit  der  „gemeinsamen  Null- 
punktscurre"  zweier  Systeme,  d.  h.  mit  dem  Orte  derjenigen  Punkte, 
die  in  Bezug  auf  beide  Systeme  dieselben  Nullgeraden  haben,  resp. 
mit  der  reeiproken  Curve,  der  Enveloppe  dieser  Nullgeraden,  der 
„gemeinsamen  Nullgeradenenveloppe",  beschäftigen. 


270        Oppenheimer:  Anwendungen  des  Ameseder* sehen  NuU*y*tems. 

2)  Die  beiden  Nullsysteme  seien  von  einander  unterschieden  als 
System  I  und  System  IL  Das  Doppel dreieck  von  I  sei  -4,,  Bu  Cx 
mit  den  Seiten  aly  bu  cl9  das  von  II  A2,  B%%  C%  mit  den  Seiten  a,, 
bs,  c%.  Der  Nullpunkt  von  a%  in  Bezug  auf  I  sei  1\.  Dann  ist 
der  Nullpunktskegelschnitt,  der  zu  irgend  einem  Punkte  Q  von  a% 
in  Bezug  auf  das  System  I  gehört,  derjenige  Kegelschnitt  Kq,  der 
durch  At,  Bt,  cy,  Pt  und  Q  geht.  Allen  Punkten  Q  von  a,  ent- 
sprechen alle  Kegelschnitte  durch  At,  Bx,  C\,  Pv  In  Bezog  anf 
das  System  11  entspricht  dem  Punkte  Q  als  Punkt  einer  Doppellinie  ein 
Strahl  sq  durch  den  gegenüberliegenden  Doppolpunkt  A%.  Die 
Schnittpunkte  von  sq  und  Kq>  Xx  und  X^,  sind  offenbar  solche  Paukte, 
die  in  Bezug  auf  beide  Systeme  dieselben  Nullgeraden  haben,  also 
Punkte  des  gesuchten  Ortes.  Da  der  Strahlenbüschel  der  tq  pro- 
jeetivisch  ist  dem  Kegelschnittbüschel  der  Kq,  iudem  zwei  ent- 
sprechende Elemente  sq  und  Kq  Nullpunksörter  für  denselben  Punkt 
Q  sind,  der  umgekehrt  auch  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  einer  der  Null- 
punktsörter  gegeben  ist,  so  sind  also  die  Punkte  der  gemeinsamen 
Nullpunktscurve  die  Durchschnittspunkte  eines  Kegelschnittbüschels 
und  eines  projeetivischen  Strahl cnbtischels,  also  die  Punkte  einer 
Curve  dritter  Ordnung;  dieselbe  geht  bekanntlich  durch  die  vier 
Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels  und  das  Centrum  des  Strahlen- 
büschels hindurch,  in  unserem  Falle  also  durch  At,  ßu  C„  Pv  Ap 
also:  die  sechs  Doppelpunkte  liegen  auf  der  gemeinsamen  Nullpunkts- 
curve, und  der  dritte  Schnittpunkt  einer  Doppellinie  des  einen  Sy- 
stems mit  der  Curve  ist  ihr  Nullpunkt  in  Bezug  auf  das  andere 
System ;  die  Ecke  eines  der  beiden  Doppeldreiecke  und  dieser  Null- 
punkt einer  vierten  Doppellinie  haben  als  beigeordneten  Best  den 
dieser  vierten  Doppellinie  gegenüberliegenden  Doppelpunkt.  Die  ge- 
meinsame Nullgeradenenveloppe  ist,  wie  die  reeiproke  Betrachtung 
ergibt,  eine  Curve  dritter  Classe,  von  der  die  Doppellinieu  Taugenten 
sind.  Dabei  ist  noch  folgendes  zu  bemerken:  sobald  der  Strahlen- 
büschel der  «f,  der  Kegelschnittbüschel  der  Kq  und  die  projeetivisebe 
Beziehung  zwischen  beiden  gegeben  ist,  steht  die  gemeinsame  Null- 
punktscurve fest,  und  doch  ist  damit  noch  nicht  festgestellt,  was 
für  eine  Gerade  a,  durch  P,  die  dem  Punkt  A%  gegenüberliegende 
Doppellinie  sein  soll.  Es  gibt  also  unendlich  viele  Nullsystempaare, 
die  4  Doppelpunkte  und  dieselbe  Nullpuuktscurve  gemeinsam  haben. 
Am  Ende  des  nächsten  Paragraphen  werden  wir  im  Anschlusa  an 
diese  Tatsache  neue  interessante  Beziehungen  kennen  lernen. 

3)  Gegeben  sind  sieben  beliebige  Geraden  1-7,  jeder  dieser 
Geraden  ist  einer  ihrer  Punkte,  resp.  I— VII  als  ihr  Nullpunkt  zu- 
gewiesen. Man  soll  zu  irgend  einer  Geraden  8  der  Ebene  ihren 
Nullpunkt  VIII  bestimmen. 


Oppenkeimer :  Anwendungen  des  Arne seder1 sehen  Nu II *y stet**.       271 

Dass  es  nur  ein  solches  Doppeldreieck  gibt,  d.  h.  dass  unser 
System  eindeutig  ist,  geht  aus  folgender  Erwägung  hervor:  würde 
es  mehrere  Doppeldreiecke  geben,  also  mehrere  Nullsystene,  so 
würden  je  zwei  von  den  Systemen  Anlass  geben  zu  einer  gemein- 
samen Nullpunktscurve  und  einer  Nullgeradenenveloppe.  Auf  der 
enteren  müssten  nach  den  Erörterungen  der  vorigen  Aufgabe  ausser 
den  Punkten  I— VII  auch  die  sechs  Doppelpunkte  der  beiden  Sy- 
steme liegen.  Nun  ist  aber  eine  solche  Nullpunktscurve  als  Curve  dritter 
Ordnung  durch  9  Punkte  bestimmt.  10  beliebige  Punkte  der  Ebene 
werden  4m  allgemeinen  nicht  einer  solchen  Curvo  angehören.  Ist 
ans  also  irgend  ein  Nullsystem  gegeben  und  wir  greifen  ganz  will- 
kürlich 7  Geraden  mit  ihren  Nullpunkten  heraus,  so  werden  diese 
7  Punkte  mit  den  drei  Doppelpunkten  des  Systems  nicht  einer  Curve 
3.  Ordnung  angehören.  Andrerseits  müssten  wir  aber  doch,  wenn 
wir  jetzt  umgekehrt  zu  diesen  7  Elementpaaren  das  System  con- 
struirten,  unter  den  verschiedenen  eventuellen  Lösungen  auch  dieses 
angenommene  System  bekommen.  Wir  kommen  also  durch  die  An- 
nahme der  Mehrdeutigkeit  unserer  Aufgabe  zu  dem  Widerspruche, 
dass  zehn  Punkte,  die  wir  so  wählen  können,  dass  sie  nicht  einer 
Curve  dritter  Ordnung  angehören,  unter  allen  Umständen  auf  einer 
solchen  liegen  müssten.    Die  Aufgabe  ist  also  eindeutig. 

Der  Entwicklung  unserer  Lösung  müssen  nun  noch  die  Er- 
klärung einiger  Abkürzungen  und  einige  geometrische  Beziehungen 
vorausgeschickt  werden,  die  im  Folgenden  jeden  Augenblick  wieder- 
kehren werden.  Unter  ß  (1,  2,  3,  4)  wollen  wir  einen  Kegelschnitt 
verstehen,  der  die  Geraden  1,  2,  3,  4  berührt,  unter  K  (I.  II,  III, 
IV)  einen  solchen,'  der  durch  die  Punkte  I,  II,  III,  IV  geht  Der 
Büschel  der  K  (I,  II,  III,  IV)  ist  der  Büschel  aller  derjenigen  Kegel- 
schnitte, welche  durch  die  Punkte  I,  II,  III,  IV  gehen  etc.  Irgend 
ein  K( .  .  .  . )  hat  das  Doppelverhältniss  m,  das  heisse:  jeder  seiner 
Punkte  bildet  mit  den  vier  in  der<Klammer  angegebenen  Punkte  dies 
Doppelverhältniss,  das  Doppelverhältniss  p  eines  II  (.  .  .  .)  habe 
die  reeiproke  Bedeutung.  Die  geometrischen  Beziehungen,  die  wir 
nötig  haben,  sind  folgende: 

a)  Werden  die  Büschel  der  K  (I,  II,  III,  V)  und  der  K  (I,  II, 
111,  VI)  projeetivisch  aufeinander  bezogen,  so  ist  der  Ort  des 
vierten  Schcittpuuktes  entsprechender  Kegelschnitte  eine  Curve 
4.  Ordnung,  die  die  drei  allen  gemeinsamen  Schnittpunkte  I, 
II,  III  zu  Doppelpunkten  hat. 

b)  Diese  Curve  kann  auch  zerfallen.  So  z.  B.  ist  eine  pro- 
jeetivische  Beziehung  zwischen  den  beiden   Büscheln  durch 
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die  Bestimmung  hergestellt,  dass  dieser  Ort  ein  K  (I,  II,  III, 
IV)  sein  soll. 

Diese  und  die  reeiproken  Beziehungen  werden  wir  verwenden. 

Um  nunmehr  zur  Lösung  selber  überzugehen,  so  beruht  dieselbe 
auf  dem  am  Eingange  erwähnten  Grundgesetze,  dass  wenn  a  eine 
Doppellinie  und  A  der  gegenüberliegende  Doppelpunkt  ist,  die 
Schnittpunkte  (a,  1),  (a,  2),  (a,  3),  (a,  4),  (a,  5),  (a,  6),  (a,  7)  die- 
selben  Doppelverhältnisse  bilden,  wie  resp.  die  Verbindungslinien 
(A,  I),  U,  II),  (A,  III),  (A,  IV),  M,  V),  (A,  VI),  U,  VII).  Gelingt 
es  uns,  zu  den  sieben  gegebenen  Elementpaaren  eine  Linie  o  und 
einen  Punkt  A  mit  dieser  Eigenschaft  zu  finden,  dann  ist  unsere 
Aufgabe  gelöst.  Dies  suchen  wir  durch  unsere  Kegelschnittbüschel 
und  -schaaren  in  der  Weise  zu  erreichen,  dass  wir  vier  Kegelschnitte 
K  (I,  II,  III,  IV),  K  (I,  II,  in,  V),  K  (I,  II,  III,  VI),  K  (I,  II,  III, 
VII)  zu  construiren  versuchen,  die  einen  gemeinsamen  vierten  Schnitt- 
punkt A  haben,  so  dass  die  ff  (1,  2,  3,  4),  ff  (1,  2,  3,  5),  ff  (1,  2, 
3,  6),  ff  (1,  2,  3,  7),  die  resp.  dasselbe  Doppelverhältniss  haben, 
eine  vierte  gemeinsame  Tangente  a  haben.  Wir  sehen  zunächst  von 
dem  Elementpaar  7 ,  VII  ab  und  suchen  den  Ort  der  Doppelpunkte 
A  und  die  Enveloppo  der  zugehörigen  «  für  die  Elementpaare  1, 
1—6,  VI  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  irgend  einen  Ks  (I,  II,  III,  IV)  und  weisen  jedem 
K  (I,  II,  III,  V)  denjenigen  K  (I,  II,  II  f,  VI)  als  entsprechend  zu, 
der  mit  ihm  den  vierten  Schnittpunkt  mit  Kz  (I,  II,  III,  IV)  gemein- 
sam  hat,  so  ist  nach  Satz  b  damit  eine  projeetivische  Beziehung 
zwischen  diesen  beiden  Büscheln  hergestellt  Lassen  wir  ferner 
jedem  K  (I,  II,  III,  V)  denjenigen  ff  (1,  2,  3,  5)  entsprechen,  dessen 
Doppelverhältniss  (i  gleichen  Wert  mit  dem  Doppelverhältniss  » 
des  ersteren  hat,  so  ist  damit  ebenfalls  eine  projeetivische  Beziehung 
zwischen  Büschel  und  Schaar  hergestellt.  Beziehen  wir  in  gleicher 
Weise  die  Schaar  der  ff  (1,  2,  3,  6  )  auf  den  Büschel  der  K  (I,  II, 
III,  VI;,  so  ist  durch  die  eben  festgesetzte  projeetivische  Beziehung 
zwischen  K  (I,  II,  III,  V)  und  den  K  (I,  II,  III,  VI)  auch  eine  pro- 
jeetivische Beziehung  zwischen  den  ff  (1,  2,  3,  5)  und  deu  ff  (I,  2, 
3,  6)  hergestellt;  einem  [beliebigen  ff  (1,  2,  3,  5)  kommt  ein  be- 
stimmtes Doppelverhältniss  p  zu;  denselben  Wert  hat  das  Doppel- 
verhältniss m  eines  bestimmten  K  (I,  II,  III,  V).  Dieser  schneidet 
den  &x  (i,  II,  III,  IV)  in  einem  vierten  Punkte.  Durch  diesen  geht 
ein  besimmter  K  (I,  II,  III,  VI)  mit  einem  Doppelverhältniss  «h 
und  es  gibt  einen  einzigen  ff  (1,  2;  3,  6),  dessen  Doppelverhältniss 
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ist  Die  so  auf  einander  bezogenen  Ä  (1,  2,  3,  5)  und  ff  (1,  2,  3, 
6)  sind  also  auch  projeetivisch.  Das  Erzeuguiss  ihrer  vierten  ge- 
meinsamen Tangenten  wird  aber  im  allgemeinen  nicht  wieder  ein 
Kegelschnitt  sein,  da  ja  nach  Voraussetzung  durch  die  Punkte  I— VII 
die  Geraden  1—7  ganz  willkürlich  gezogen  sind,  sondern  eine  Gurve 
vierter  Ciasse  mit  den  Doppeltangenten  1,  2,  3.  Eine  Curve  vierter 
Claßse  hat  mit  einem  Kegelschnitt  acht  Tangenten  gemeinsam.  Diese 
Enveloppe  wird  also  ausser  ihren  drei  Doppeltangenten  mit  ß  (1, 
2,  3,  4)  noch  zwei  weitere  Tangenten  gemeinsam  haben,  tL  und  tv 
Jede  von  diesen  beiden  Tangenten  berührt  also  je  einen  Kegelschnitt 
der  drei  Schaaren;  die  entsprechenden  Kegelschnitte  der  drei  Büschel 
gehen  durch  einen  und  denselben  vierton  Punkt,  resp.  Tt  und  T% 
auf  Kx  (I,  II,  III,  IV);  es  ist  also  klar,  dass  Tx  und  T%  Punkte  des 
gesuchten  Ortes,  i2  und  tt  Tangenten  der  gesuchten  Enveloppe  sind. 
Auf  jedem  solchen  K,  aus  dem  Büschel  der  K  (I,  II,  III,  IV)  liegen 
ausser  I,  II,  III,  die  ja  wol  auch  dem  gesuchten  Orte  angehören 
werden,  zwei  weitere  Punkte  Tx  und  T%\  an  jeden  &  (1,  2,  3,  4) 
gehen  zwei  weitere  Tangenten  t19  tr  Es  handelt  sich  darum  die 
Ordnung  dieser  Gurve  der  T,,  T%  resp.  die  Glasse  der  reeiproken 
Curve  festzustellen.  Dazu  kommen  wir  durch  folgende  Erwägung: 
Hat  man  einen  Doppelpunkt  T  und  die  zugehörige  Doppellinie  t  be- 
stimmt, so  hat  es  keine  Schwierigkeit,  auf  t  die  beiden  weiteren 
Doppelpunkte  zu  construiren,  mit  Hilfe  der  Bedingung  T  (I,  II,  III, 

IV,  V,VI)  y\  *  (1,  2,  3,  4,  5,  6).     Zwei  mögliche  Doppeldreiecke 
liegen,  wie  wir  wissen,  mit   den  Punkten  I — VI  auf  einer  Gurve 
dritter  Ordnung,  der  gemeinsamen  Nullpunktscurve.    Wüssten  wir 
im  voraus,  dass  die  drei  Puukte  eines  Doppeldreiecks  mit  den  sechs 
Punkten  I — VI  die  Punkte   einer  einzigen  Curve  dritter  Ordnung 
sind,  so  wäre  damit  festgestellt,  dass  der  gesuchte  Ort  dritter  Ord- 
nung ist    Denn  die  Endpunkte  zweier   beliebigen  Doppeldreiecke 
liegen   mit  den  Punkten  I— VI  auf  einer  solchen   C8,   die  durch 
ein    einziges     solche    Doppeldreieck   schon   eindeutig    bestimmt 
ist;  ihr  müssten  also   alle  Doppeldreiecke   einbeschrieben  sein.    Es 
wäre  aber  ja  doch  denkbar,  dass   die  Ecken  eines  Doppeldreiecks 
mit  den  Ecken  I— VI   die  Grundpunkte  eines  Büschels  von  C3  bil- 
deten, deren  jeder  zwei  Dreiecko  einbeschrieben  wären.    Diese  An- 
nahme widerlegt  sich,  ganz  abgesehen  von  den  Widersprüchen,  die 
sich  dann  aus  unserer  Gonstruction  der  Gurve  ergeben  würden,  am 
besten  in  folgender  Weise :  da  jedes  solche  Dreieck  mit  den  Punkten 
1— VI  Anlass   zu  einem  Gurvenbüschel   gibt,  jeder   Curvenbüschel 
aber  eine  Curve  enthalten  müsste,  der  das  gesuchte  Doppeldreieck 
—  das   auch   dem   Elementpaar  7.  VII  genügt   —  einbeschrieben 
wäre,  so  würde  auch  dieses  Doppeldreicck  mit  I— VI  die  Gruudpunkto 
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eines  Büschels  bilden.  Dann  müssten  seine  drei  Ecken,  wenn  wir 
Elementpaar  VI,  6  mit  VII,  7  vertauschen,  auch  mit  den  Pnnktei 
I.  II,  III,  IV,  Y,  VII  die  9  Grundpunkte  eines  Büschels  bilden.  Du 
ist  aber  nicht  möglich.  Denn  8  Punkte  können  nicht  zwei 
verschiedene  Punkte  VI  und  Y1I  als  beigeordneten  Rest 
haben.  Also:  die  Ecken  aller  zu  sechs  Elementpaaren  mögliches 
Doppeldreiecke  liegen  mit  den  Nullpunkten  auf  einer  Curve  dritter 
Ordnung,  die  Seiten  berühren  mit  den  Nullgeraden  eine  Curve  dritter 
Classe.  Von  der  Curve  dritter  Ordnung  als  gegebener  Nullpunkts- 
curve  ausgehend,  könaen  wir  das  Resultat  so  aussprechen: 

„Bestimmt  man  die  Enveloppe  der  Nullgeraden  einer  Carte 
dritter  Ordnung  in  Bezug  auf  ein  Nullsystem,  dessen  Doppeldreieck 
der  Curve  einbeschrieben  ist,  so  erhält  man  eine  Curve  dritter  Classe. 
Das  Doppeldreieck  ist  dieser  Enveloppe  natürlich  umschrieben. 
Ausser  diesem  Dreieck  aber  gibt  es  noch  unendlich  viele  andere, 
welche  auch  dieser  Enveloppe  umschrieben  und  der  C3  ei u beschrieben 
sind.  Jedes  dieser  Dreiecke  kann  die  Stelle  des  Doppel dreiecks 
versehen,  d.  h.  wenn  wir  irgend  eines  dieser  Dreiecke  zum  Doppel- 
dreieck eines  Nullsystems  wählen  und  irgend  einem  Punkt  der  Cj 
die  Nullgerade  des  anfänglichen  Systems  auch  in  Bezug  auf  dieses 
neue  System  zuweisen,  so  haben  alle  Curvenpunkte  in  Bezog  auf 
beide  Systeme  dieselben  Nullgeraden.  In  Bezug  auf  alle  so  her- 
stellbaren Nullsysteme  ist  die  C8  die  gemeinsame  Nullpunktcurve, 
die  Curve  3ter  Classe  (-„C,s")  die  gemeinsame  „Nullgeraden  enveloppe". 
Durch  jeden  Punkt  der  68  gehen  an  die  C*  drei  Tangenten:  eine 
derselben  ist  die  Nullgerade  des  Punktes,  die  andern  beiden  *x  and 
s%  die  durch  diesen  Puukt  gehenden  Doppellinien;  die  dritte  zage- 
hörige Doppellinie,  die  das  Doppeldreieck  vervollständigt,  ist  die 
Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Schnittpuukte  von  #n  #,  mit  der 
6'8,  die  nicht  ihre  Nullpunkte  sind.  Reciprok  schneidet  jede  Tan- 
gente der  C*  die  C8  in  drei  Puukten,  deren  einer  der  Nullpunkt  der 
Tangente  ist  Die  andern  beiden  Schnittpunkte  St  und  £,  sind  die 
beiden  Doppelpunkte  dieser  Tangenten,  der  dritte  zugehörige  Dop- 
pelpunkt wird  ausgeschnitten  von  denjenigen  beiden  Tangenten  durch 
St  und  &,,  die  nicht  ihre  Nullgeraden  sind.  Zwei  beliebige  3olche 
Doppeldreiecke  liegen,  wie  aus  den  Schlussbemerkungeu  des  vorigen 
Abschnittes  sich  ergiebt,  derartig  zu  einander,  dass  zu  den  drei  Ecken 
des  einen  Dreiceks  und  dem  Nullpunkt  einer  Seite  des  zweiten  Drei- 
ecks die  Gegenecke  dieser  Seite  der  beigeordnete  Rest  ist 

Haben  wir  nun  mit  Hilfe  der  Elementpaare  I  bis  VI,  1  bis  6, 
das  eine  Curvenpaar,  wir  wollen  es  für  die  Folge  Cyyi)  und  C<t) 
nennen,  construirt,  so  können  wir,  indem  wir  ein  Elementpaar,  etwa 
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6,  VI,  durch  7,  VII  ersetzen,  in  derselben  Weise  sin  zweites  Curven- 
pttr  CVn)  und  C*(7)  herstellen,  dem  auch  das  gesuchte  Doppeldrei- 
eck  ein-  resp.    umschrieben  sein    muss,   und  zwar   können    der 
Eindeutigkeit  der  Lösung  wegen  nur  drei  von  den  neuen  Durch- 
»chüittspunkten  sich  für  die  gesuchten  Doppelpunkte  eignen.    In  der 
Tat:  fünf  von   diesen  neun  Punkten   sind  die  Punkte  I— V.    Der 
sechste  Punkt,  der  nicht  Doppelpunkt  sein  kann,  wird  in  folgender 
Weise  erhalten:   die  Geraden  1—5  bilden   einen  Kegelschnitt,   der 
sowol  als  ff  (1,  2,  3,  4)  wie  als   ff  (1,  2,  3,  5)   betrachtet    werden 
kann;  in  dem  einen  Falle  entspricht  ihm  aber  ein  bestimmter  K  (I, 
II,  III,  IV),   in  dem   andern   ein  bestimmter  K  (I,  II,  III,  V)  und 
diese  beiden  Kegelschnitte  werden   im  allgemeinen  nicht  auch   zu- 
sammenfallen,  wenn  die  Geraden  1—5,  die  wir  den  Punkten  I— V  zu- 
weisen, ganz  beliebig  sind.    Sie  werden   also  einen  weiteren  Punkt 
P  gemeinsam  haben.    P  ist  offenbar  ein  Punkt  beider  C3.    1)  geht 
durch  P  ein  K  (I,  II,  III,  VI);   ihm    entspricht  ein   ff  (1,  2,  3,  6); 
S  (1,  2,  3,  4,  5)  und  ff  (1,  2,  3,  6)  haben  eine  weitere  gemeinsame 
Tangente  p.    p  ist  die   P  gegenüberliegende  Doppellinie  in  Bezug 
auf  das  Elementpaar  1—6,  I— VI ,  denn  durch  P  gehen  drei  Kegel- 
schnitte, K  (I,  II,  HI,  IV),  K  (I,  II,  III,  V),  K  (I,  II,  III,  VI),  und 
che  entsprechenden  Kegelschnitte  der  drei  Schaaren  ff  (1,  2,  3,  4), 
8  (1,  2,  3,  5),  ff  (1,  2,  3,  6),  wovon  die  ersten  beiden  zufällig  zu- 
rammenfallen,   haben  p  zur  vierten  gemeinsamen  Tangente.    Durch 
P  geht  2)  ein  K  (I,  II,    III,   VII) ;    der  entsprechende  (ff   (1,   2, 
3,  7)  hat  mit  ff  (1,  2,  3,  4,  5)  eine  vierte  Tangente  p   gemeinsam, 
und  es  ist  wiederum  klar,  dass  P  und  p   zusammengehörige  Doppel- 
elemente in  Bezug  auf  1,  1—2,  II— 3,  III— 4,  1V-5,  V-7  VII  sind. 

P  ist  also  der  uns  noch  fehlende  sechste  Durchschnittspunkt  der 
Q(YQ  und  <3hvh),  kann  aber  nicht  Doppelpunkt  sein,  weil  ihm  in 
Bezog  auf  die  zwei  Gruppen  von  sechs  Elementpaaren  zwei  ver- 
schiedene Doppellinien,  resp.  p  und  p  entsprechen.  Die  sechste 
gemeinsame  Tangente  der  beiden  Curven  C*rvi)  und  Cfyvii),  die  keine 
gesuchte  Doppellinie  sein  kann,  wird  reeiprok  der  eben  angeführten 
Construction  vermittelst  des  Kegelschnittes  A'  (I,  II,  III,  IV,  V)  er- 
halten. Diese  Linie  muss  notwendig  die  Nullgerade  zum  Punkte  P 
sein.  Jede  C*  läset  sich  ja  doch  als  die  Enveloppe  der  Nullgeraden 
zu  der  zugehörigen  Cn  auffassen  in  Bezug  auf  unendlich  viele  Nuli- 
systeme,  deren  Doppeldreiccke  alle  der  C3  einbeschrieben  sind,  unter 
anderen  auch  in  Bezug  auf  das  gesuchte  Nullsystem.  Dieses  liefert 
aber  zu  einem  und  demselben  Punkte  P  nur  eine  Nullgerade  t. 

Anm.  2.  Es  ergibt  sich  aus  dieser  Erwägung  folgende  merk- 
würdige Beziehung:  Hat  man  fünf  beliebige  Puukto  I—  V,  und  durch 

18» 
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jeden  Punkt  geht  eine  Gerade,  resp.  1—5,  so  umhüllen  die  5  Ge- 
raden einen  Kegelschnitt  ff  (1,  2,  3,  4,  5),  gleiches  Doppelverh&ltniss 
haben  mit  ihm  resp.  ein  K  (1,  II,  III,  IV)  nnd  ein  K  (I,  II,  III, 
V),  die  einen  4.  Punkt  P  gemeinsam  haben.  Ebenso  haben  die  zwei 
Kegelschnitte  ff  (1,  3,  3,  4)  und  ff  (1,  2,  3,  5),  welche  dem  Kegel- 
schnitt K  (I,  II,  III,  IV,  V)  entsprechen,  eine  vierte  Tangente  t  ge- 
meinsam,   t  geht  durch  P. 

Um  nun  unsere  Aufgabe,  zum  Pnnkte  VIII  die  Nullgerade  8  zn 
bestimmen ,  linear  lösen  zu  können ,  ist  es  notwendig ,  dass  wir  die 
Curven  G'8yi,  C8vu  und  Cvi,  C*vn  linear  construiren  können.  Diese 
Construction  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Möglichkeit,  den  Punkt 
P  und  seine  Nullgerade  t  linear  zu  construiren.  Denn  wir  können 
aus  den  sechs  Elementpaaren  I—  VI,  1  —6,  sechs  verschiedene  Gruppen 
von  fünf  Elementpaaren  herstellen,  ;uud  jede  Gruppe  ergibt  ein 
solches  Elementpaar  P.  t,  von  welchem  P  der  C8(vi>  ,  t  der  C*(?i) 
angehört 

Da  wir  also  diese  beiden  Gurvenpaare  zeichnen  können,  so  Iftsst 
sich  zu  Punkt  VIII  in  folgender  Weise  seine  Nullgerade  8  bestim- 
men: wir  verbinden  VIII  mit  I  und  bestimmen  die  zwei  weiterei 
Tangenten,  die  ausser  1  von  I  an  die  C*vi  und  die  zwei,  welche 
noch  an  die  C^vii  gehen  —  die  Aufgabe,  von  einer  Geraden,  deren 
einen  Schnittpunkt  mit  einer  Ca  man  kennt,  die  beiden  andern 
Schnittpunkte  zu  bestimmen ,  lässt  sich  auf  mannigfache  Art  linear 
lösen;  eine  Lösung  soll  weiter  unten  angegeben  werden  — ,  bestimme 
auf  diesen  vier  Geraden  ihre  Nullpunkte  (einer  von  den  Schnitt- 
punkten ist  jedesmal  der  zu  I  gehörige  Doppelpunkt,  der  dritte  ist 
eben  dieser  Nullpunkt.  Die  4  Geraden  seien  tä,  *,,  tz,  t4,  ihre  Null- 
punkte resp.  T,,  T2\  T8,  TA\  der  Kegelschnitt,  der  durch  7\,  T* 
T8,  Tk  geht  und  1  in  I  berührt,  ist  der  Nullpunktskegelschnitt  zu  I 
in  Bezug  auf  das  gesuchte  System;  er  schneide  die  Gerade  VIII— I 
in  A;  dann  ist  A  der  Nullpunkt  dieser  Geraden,  in  der  gleichen 
Weise  können  wir  den  Nullpunkt  B  der  Geraden  VIII— II  den  Null* 
punkt  C  der  Geraden  VII 1 — III  den  Nullpunkt  D  der  Geraden 
VIII— IV  bestimmen.  Der  Kegelschnitt,  der  durch  VIII,  -4,  B,  C, 
D  geht,  ist  der  Nullpunktskegelschnitt  zu  VIII,  seine  Tangente  8  in 
VIII  ist  die  Nullgerade  zu  VIII.  Die  Bestimmung  des  Nullpunktes 
Till,  wenn  die  Gerade  8  gegeben  ist,  ist  reciprok. 


IL 

Wir  gehen  nun  zu  den  Anwendungen  des  Systems  über.    Aas 
dieser  Construction  eines  ebenen  Nullsystems    aus   sieben  seiner 
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Elementpaare  ergeben  sich  einige  besonders  einfache  Lösungen  von 
Problemen  der  linearen  Construction  von  Carven  dritter  Ordnung: 

1)  Za  acht  Punkten  eines  Curvenbüschels  den  neunten  zu  finden: 

Die  8  Punkte  seien  benannt  mit  I,  II,  III,  IV,  V,  A,  B,  C. 
Man  zeichne  das  Dreieck  ABC  und  mache  es  zum  Doppeldreieck  eines 
beliebigen  Nullsystems.  Die  Nullgeraden  der  5  anderen  Punkte 
seien  resp.  1,  2,  3,  4,  5.  Die  beiden  Kegelschnitte  K  (I,  II,  III, 
IV)  und  K  (I,  II,  III,  V),  die  gleiches  Doppelverhältniss  mit  ff  (1, 

2,  3,  4,  5)  haben,  jenachdem  man  diesen  Kegelschnitt  als  ff  (1,  2, 

3,  4)  oder  als   St  (1,  2,  3,  5)  betrachtet,   schneiden  sich  in  einem 
vierten  Punkte  P,  der  der  gesuchte  ist. 

2)  eine  C%  zu  construiren  aus  9  gegebenen  Punkten  I,  II,  III, 
IV,  V,  VI,  A,  B,  C. 

Man  stelle  wieder  ein  Nullsystem  mit  dem  Doppeldreieck  <4, 
£,  C  her.  Die  Nullgeraden  der  anderen  sechs  Punkte  seien  resp. 
1,  2,  3,  4,  5,  6.  Die  Gerade  6  ist  Tangente  an  einen  ff  (1,  2,  3, 
4)  und  an  einen  ff  (1,  2,  3,  5);  die  beiden  entsprechenden  Kegel- 
schnitte K  (1,  II,  III,  IV)  und  K  (I,  II,  III,  V)  schneiden  sich  in 
einem  weiteren  Punkte  P,  der  zugleich  ein  Punkt  der  C8  ist. 

3)  wenn  man  von  einer  Geraden  x  einen  Durchschnittspunkt  Xt 
mit  einer  C%  kennt,  die  beiden  andern  Durchschnittspunkte  X%  und 
Xz  zu  construiren.  Man  coustruire  ein  beliebiges  Nullsystem,  dessen 
Doppeldreieck  der  Cz  einbeschrieben  ist,  und  von  welchem  x,  Xt 
ein  Elementpaar  ist  Dann  bestimme  man  von  den  unendlich 
vielen  der  C5  einbeschriebenen  Doppeldreiecken,  die  man  zur  Er- 
zeugung derselben  Nullgeradenenveloppe  benutzen  kann,  dasjenige, 
von  welchem  «  eine  Seite  ist.  Die  beiden  auf  x  liegenden  Ecken 
desselben  sind  die  gesuchten  Punkte  X%  und  2T8. 

4)  zu  einer  beliebigen  Tangente  p  einer  C  den  Berührungs- 
punkt P  zu  construiren.  Zum  Verständniss  der  Lösung  mCkssen  wir 
wieder  auf  die  Construction  der  Curven  C9  und  C8  aus  sechs  Ele- 
mentpaaren zurückgreifen.  Ein  Kegelschnitt  ff  (1,  2,  3,  4)  gab  mit 
den  beiden  Scharen  der  ff  (1,  2,  3,  5)  und  ff  (1,  2,  3,  6)  Anlass 
zu  einer  Curve  vierter  Gasse;  die  zwei  weiteren  Tangenten,  welche 
diese  Curve  ausser  den  drei  Poppeltangenten  1,  2,  3  mit  ff  (1,  2, 
3,  4)  gemeinsam  hatte,  waren  Tangenten  der  gesuchten  C*,  die  also 
mit  diesem  Kegelschnitt  ff  (1,  2,  3,  4)  die  Tangenten  1,  2,  3,  4  und 
eben  diese  beiden  Tangenten,  tt  und  «,,  gemeinsam  hatte.  Nun  be- 
rührt die  Gerade  4  einen  ff  (1,  2,  3,  5)  und  einen  ff  (1,  2,  3,  6); 
ihnen  entsprechen  resp.  ein  K  (I,  II,  III,  V)  und  ein  K  (I,  II,  m, 
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VI),  die  sich  in  einem  vierten  Punkte  P  schneiden,  durch  den  auch 
ein  bestimmter  K  (I,  II,  III,  IV)  geht.  Der  entsprechende  Kegel- 
schnitt ff  (1,  2,  3,  4)  gibt  zu  einer  Curve  vierter  Classe  Anlass,  die 
die  mit  diesem  ff  (1,  2,  3,  4)  die  drei  Doppeltangenten  1,  2,  3  die 
Tangente  4  und  dann  nur  noch  eine  weitere  Tangente  A  gemeinsam 
hat.  Folglich  hat  die  C*  mit  diesem  ff  (1,  2,  3,  4)  nur  fünf  Tan- 
genten gemeinsam,  und  man  kann  sich  mit  der  Erwägung,  dass  die 
Kegelschnitto  einer  Schaar  durch  continuirliche  Veränderung  eines 
derselben  sich  beschreiben  lassen,  leicht  klar  machen,  dass  die 
sechste  Tangeute  mit  4  zusammenfällt  und  die  Oerade  4  in  ihrem 
Berührungspunkte  mit  ff  (1,  2,  3,  4)  schneidet ,  der  also  auch  der 
Berührungspunkt  der  C3  ist.  Daraus  ergibt  sich  die  folgende  Con- 
struetion  der  Aufgabe,  zu  einer  beliebigen  Tangente  einer  C*  den 
Berührungspunkt  zu  construiren.  Man  beschreibe  der  C*  ein  belie- 
biges Dreieck  um  und  mache  es  zum  Doppeldreieck  eines  beliebigen 
Nullsystems.  Man  greife  fünf  beliebige  Tangenten  mit  ihren  Null- 
punkten. 

1,  I,  2,  II,  3,  III,  5,  V,  6,  VI,  heraus,  wähle  die  Tangente  p, 
deren  Berührungspunkt  P  wir  bestimmen  wollen',  und  ihren  Null- 
punkt *ß  zum  Elementpaar  4,  IV  und  bestimme  in  der  eben  erläu- 
terten* Weise  den  zu  4  gehörigen  ff  (1,  2,  3,  4),  der  eben  p  in 
diesem  Punkte  P  berührt  Auf  die  reeiproke  Construction  brauche 
ich  wol  nicht  weiter  einzugehen. 


III. 

Unter  einem  einer  C8  einbeschriebenen  Nullsystembüschol  wollen 
wir  für  die  Folge  die  Gesamtheit  aller  Nullsysteme  verstehen,  za 
denen  die  C3  gemeinsame  Nullpunktscurve  ist,  und  die  sechs  ge- 
gebene Elementpaare  gemeinsam  haben  (deren  Nullpunkte  also  auf 
dieser  Cs  liegen);  alle  Doppel dreiecke  dieser  Systeme  sind  also 
dieser  C3  einbeschrieben.  Für  die  Folge  werden  wir  den  Begriff 
des  Nullsystembüschels  auch  auf  die  Gesamtheit  dieser  Doppeldrei- 
ecke übertragen.  Die  Angehörigkeit  zweier  solchen  Dreiecke  zu 
einem  und  demselben  Nullsystembüschel  soll  dadurch  ausgedrückt 
sein,  dass  wir  die  Dreieeke  „coordinirt"  nennen. 

Es  soll  zunächst  folgender  Satz  bewiesen  werden ,  der  die  Um- 
kehrung der  eben  gewonnenen  Beziehung  zwischen  Nullpunktscurve 
und  Nullgeradenenveloppe  bildet: 

Jede  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  erster  Ordnung  von 
Dreiecken ,   die  einer   Cs  einbeschrieben  und  einer   C8  umschrieben 
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lind,  enthält  alle  Dreiecke  eines  den  beiden  Curven  ein-  resp.  um- 
schriebenen Nullsystembuschels.  Eine  solche  Mannigfaltigkeit  ist 
dum  jedenfalls  von  der  ersten  Ordnung,  wenn  jeder  Pnnkt  X  der 
€*  Eckpunkt  eines  einzigen  Dreiecks  ist  Denn  alle  Punkte  einer 
lj  machen  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  vom  dritten 
Grade  aus.  Nun  bilden  doch  immer  drei  von  den  Punkten  der  Curve 
die  Ecken  eines  einzigen  Dreiecks.  Folglich  wird  die  Mannigfaltig- 
keit der  Dreiecke  einfach  unendlich  vom  ersten  Grade  sein.  Man 
kann  das  ja  auch  daraus  erkennen,  dass  aus  dem  Büschel  der  Null- 
systeme  ein  System  eindeutig  bestimmt  ist,  sobald  man  einer  bei. 
Geraden  irgend  einen  ihrer  Punkte  M  als  Nullpunkt  zuweist.  Es 
gibt  also  genau  soviel  Dreiecke,  als  eine  Gerade  m  Punkte  hat 
Auf  dieser  Tatsache  beruht  der  nachfolgende  Beweis  des  Satzes: 

Irgend  ein  Punkt  Ax  der  Cs  ist  Eckpunkt  eines  Dreiecks  AMBMCX. 
Dann  geht  an  die  C9  durch  Ax  noch  eine  Tangente  aM.  Irgend  ein 
anderer  Punkt  Ax  ist  ebenfalls  sowol  Eckpunkt  eines  Dreiecks,  als 
Schnittpunkt  einer  dritten  Tangente  ax.  Nehmen  wir  nun  auf  ax 
einen  beliebigen  Punkt  M  an  und  construiren  alle  diejenigen  Kegel- 
schnitte, weiche  durch  Afy  Ax  gehen  und  je  einem  Dreieck  unserer 
gegebeneu  Mannigfaltigkeit  umschrieben  sind,  so  erbalten  wir  genau 
so  viel  Kegelschnitte,  als  Dreiecke  vorbanden  sind,  also  eine  einfach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  vom  ersten  Grade  Eine  solche  Manig- 
faltigkeit  ist  aber  ein  Kegelschnittbuscbel,  und  ein  solcher  wird 
ausser  den  zwei  Punkten  AT,  Ax  noch  zwei  Punkte  Qt  Q,  als  Grund- 
pnnkte  haben  (Dass  sie  nicht  immer  imaginär  sein  können,  werden 
wir  alsbald  erkennen.)  Dann  haben  die  Geraden  MQ%  und  MQ^ 
offenbar  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  alle  Nullsysteme  bildet, 
in  Bezug  auf  welche  Ax,  bx  ein  Paar  zusammengehöriger  Elemente 
und  je  ein  Dreieck  unserer  Mannigfaltigkeit  das  üoppeldreieck  ist, 
Qi  and  Q%  die  Nullpunkte  zu  MQt  und  MQ+  in  Bezug  auf  alle  diese 
Systeme  sind.  Nehmen  wir  also  zwei  von  diesen  Nnllsystemen  und 
bilden  die  gemeinsame  Nullpunktscurve,  so  geht  dieselbe  allemal 
durch  diese  Punkte  Ql9  Q*,  die  also  gleichzeitig  allen  diesen  ge- 
meinsamen Nullpunktscurven  angehören,  zu  denen  diese  Mannig- 
faltigkeit von  Nullsystemen  Anlass  gibt.  Nimmt  man  nun  aber  statt 
Afeinen  beliebigen  andern  Punkt  M'  auf  A\M,  so  findet  man,  dass 
auch  M*  zu  zwei  allen  diesen  Curven  gemeinsamen  Punkten  Qtf 
und  Qt'  Anlass  gibt. 

Ein  dritter  Punkt  M"  wurde  ebenso  zu  zwei  solchen  Punkten 
Qt"  und  Qt"  geführt  haben.  Also:  alle  diese  Curven  haben  unend- 
lich viele  Punktpaare  gemeinsam ,  fallen  also  in  eine  einzige  Curve 
zusammen.  Da  ferner  die  gemeinsame  Nullpunktscurve  zweier  Systeme 
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auch  ihren  Doppeldreiecken  umschrieben  ist,  diese  Gurre  aber,  die 
wir  eben  erhalten  haben,  gemeinsame  Nullpunktscurve  zu  allen  Null- 
Systemen  ist,  die  sich  mit  Hilfe  der  gegebenen  Dreiecke  als  Doppel- 
dreiecke und  des  weiteren  Elementpaars  Ax,  ax  bilden  lassen,  so 
müssen  dieser  Curve  alle  gegebenen  Dreiecke  einbeschrieben  sein, 
d.  h.  sie  deckt  sich  mit  der  gegebenen  Cs.  Hat  man  nun  ein  Drei- 
eck ^  und  sucht  zu  der  C8  die  Nullgeradenenveloppe  in  Bezng  auf 
das  Dreieck  dA  als  Doppeldreieck  und  Ax,  ax  als  Elementpaar,  so 
erhält  man  eine  Curve  C*z/,.  Nimmt  man  ein  Dreieck  4t  und  be- 
hält Ax,  ax  als  Elementpaar  bei,  so  ist  in  Bezug  auf  diese  beiden 
Systeme,  das  mit  dem  Dreieck  Ax  und  das  mit  dem  Dreieck  Jp 
wie  wir  eben  bewiesen*  haben,  die  gemeinsame  Nullpunktscurve,  also 

alle  Systeme  haben  auch  dieselbe  Nullgeradenenveloppe,  die  also 
notwendig  die  Enveloppe  aller  unserer  Dreiecke  sein  muss,  womit 
unser  Satz  bewiesen  ist. 

Wir  können  aus  diesem  Beweise  über  die  Nullpunkte  dreier 
Tangenten  der  C3,  die  von  einem  Punkte  der  Ebene  ausgehen, 
eine  Beziehung  ableiten.  Die  zwei  weiteren  Tangenten  der  C*,  die 
ausser  ax  von  dem  Punkte  M  ausgehen,  haben  ihre  Nullpunktein 
Qt  und  Qs  und  Ax,  M,  Q,,  Qs  sind  die  Grundpunkte  eines  Kegel- 
schnittbüschels, der  alle  Doppelpunkttripel  des  Nullsystems  auf  der  (\ 
ausschneidet.  Er  wird  also  auch  das  Doppelpunkttripel  ausschneiden, 
von  dem  eine  der  drei  Tangenten,  die  von  M  ausgehen,  z.  B.  ax  eine 
Seite  ist;  ax  schneide  C3  ferner  in  den  Punkten  Aß  und  Bßf  die 
also  Punkte  eines  Tripels  sind;  der  dritte  zugehörige  Doppelpunkt 
sei  C/u.  Dann  muss  der  Kegelschnitt  des  Büschels,  der  dieses  Tripel 
ausschneidet,  in  die  Gerade  ax,  die  die  drei  Punkte  Jf,  Aß,  Bu  ent- 
hält, und  eine  zweite  Gerade  die  gegenüberliegende  gemeinsame 
Sehne  Q,  Q9  zerfallen ;  ihr  dritter  Schnittpunkt  mit  der  Cs  ist  also 
dieser  Doppelpunkt  Cu.  Daraus  ergibt  sich  folgende  neue  Beziehung 
zwischen  den  Punkten  einer  Cs  und  den  Tangenten  einer  Nullgera- 
denenveloppe Cs. 

„Nimmt  mau  eine  beliebige  Tangente  ax  der  C3  und  construirt 
von  jedem  ihrer  Punkte  das  Paar  weiterer  Tangenten,  so  gehen  die 
Verbindungslinien  der  zugehörigen  Nullpunktpaaro  durch  denjenigen 
Punkt  Cß  der  Cs,  der  der  Tangente  ax  als  Doppelpunkt  gegenüber 
liegt.' 


u 
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IV. 

Ueber  Nullsystemnetze  and  ihre  Beziehung  zu  8teiner'sehen 

PuBktpaarsystemen. 

Sei  einer  C3  ein  beliebiges'  Nullsystembüschel  einbeschrieben. 
Ein  Dreieck  desselben  sei  ABC,  ein  anderes  AJBlC1.  AtBt 
schneide  die  Cs  noch  in  Dt ;  dann  ist  der  Pnnkt  C,  den  vier  Punkten 
A,  B,  C,  »/),  beigeordnet.  Folglich  schneiden  sich,  wenn  D  der 
dritte  Schnittpunkt  der  Seite  AB  mit  der  C8  ist,  CDJ  und  C,  £> 
in  einem  und  demselben  Punkte  Mt  der  Curve.  Behalten  wir  das 
Dreieck  ABC  bei,  ersetzen  aber  das  Dreieck  At Bx Cx  durch  das 
Dreieck  JtBtC2,  so  haben  analog,  wenn  Dt  der  dritte  Schnittpunkt 
von  AtBt  mit  der  Cnrve  ist,  DCt  und  CDt  einen  und  denselben 
dritten  Schnittpunkt  mit  der  C8  gemeinsam.  Nehmen  wir  irgend  ein 
Dreieck  ApBhC^  so  schneiden  sich  ebenso  DCß  und  CDß  in  einem 
Punkte  der  Curve  (wobei  Dß  der  dritte  Schnittpunkt  von  A^Bp 
ist.  Man  bekommt  also  alle  Punktepaare  CpDp,  zu  welchen  ein 
Nullsystem  Anlass  gibt,  indem  man  ein  Punktpaar  D—C  mit  einem 
beliebigen  Punkt  X  der  Curve  verbindet  und  ihn  die  ganze  Curve 
durchlaufen  lässt  Die  dritten  Schnittpunkte  von  DX  und  CX  resp. 
Cft  nnd  Dßy  sind  dann  jedesmal  wieder  ein  entsprechendes  Punkt- 
paar. 

Daraus  geht  hervor:  alle  Punktpaare  CßDß  eines  Nullsystem- 
bnschels  bilden  ein  Steiner'scbes  Punktpaarsystem.  In  der  Folge 
wird  öfters  die  Ausdrucksweise  wiederkehren:  „ein  Nullsystem- 
büschel hat  ein  bestimmtes  Punktpaarsystem".  Zwei  Dreiecke  wollen 
wir  coordinirt  nennen,  wenn  ihre  Punktpaare  demselben  System  an- 
gehören. Alle  Dreiecke,  die  ein  Punktpaar  gemeinsam  haben,  wollen 
wir  einen  Dreieckbüschel  nennen.  Es  ist  interessant,  dass  durch 
einen  solchen  Dreieckbuschel  offenbar  auch  alle  Punktpaare  eines 
Puuktpaarsystems  erhalten  werden  können.  In  dieser  Beziehung 
könnte  man  .einen  solchen  Büschel  einen  ausgearteten  Nullsystem- 
büschel  nennen.  Alle  Dreiecke,  die  einem  und  demselben  Dreiecke, 
also  auch  unter  sich,  coordinirt  sind,'  wollen  wir  ein  Dreiecksnetz 
nennen,  alle  Nullsysteme,  zu  denen  ein  solches  Netz  Anlass  gibt,  ein 
Nullsystemnetz.  Zwei  Dreiecke  eines  Netzes  bestimmen  eindeutig 
einen  Nullsystembüschel.  Denn  seien  die  beiden  Dreiecke  AxBxCXl 
ApBuCß  mit  resp.  den  dritten  Seitenschnittpunkten  Cx,  93»,  91*,  C^, 
9ji,  Hp  (wo  du  der  dritte  Schnittpunkt  von  Ax,  Bx  isei  u.  a.  w.); 
dann  ist  für  die  Construction  des  Nullsystems  erstens  das  Dreieck 
AXBXCU  gegeben,  zweitens  und  zu  drei  Geraden  AßBßy  BßC^ 
A»C>  ihre  Nullpunkte  resp.  «„,  $„,  Cp  gegeben,  also  mehr  als 
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nötig  ist,  am  ein  System  zu  construiren;  ein  zweites  System  des 
Büschels  erhalt  man,  wenn  AXBXCM  mit  AßBuCß  vertauscht  Wenn 
mau  ein  beliebiges  Punktpaar  CßDu  auf  der  Gurre  annimmt,  so  ist 
bekanntlich  damit  das  ganze  Punktpaarsystem,  also  auch  das  zuge- 
hörige Dreieck-  und  Nullsystemnetz  bestimmt  Ist  ein  bestimmtes 
Nullsystem  gegeben,  von  welchem  ein  Dreieck  AßBßCu  ist,  ist  0,, 
der  dritte  Schnittpunkt  von  BfjCu  und  man  sucht  dasjenige  Dreieck 
des  Systems ,  das  in  Du  seinen  Eckpunkt  hat ,  so  hat  man  nur  die 
Nullgerade  zu  demjenigen  Punkte  ZV  zu  construiren,  der  dem  Punkte 
Du  entspricht,  wenn  man  ihu  in  dem  Punktpaarsystem,  das  dem 
Nullsystem  zugrunde  liegt,  als  Punkt  C9  auffasst. 

Diesen  Punkt  DJ  kann  man,  wie  man  erkennt,  wenn  mau  einen 
Punkt  6^ dem  Punkte  Dß  mehr  und  mehr  nähert,  in  der  Weise  con- 
struiren,  dass  man  in  Du  die  Tangente  zeichnet  und  ihren  Taugen- 
tialpunkt  E  mit  Cß  verbindet;  diese  Linie  schneidet  die  Curve  zum 
dritten  Mal  in  Dv\  In  einem  Falle  fällt  ZV  mit  <?M  zusammen, 
dann,  wenn  Cu  und  Du\  conjugirte  Punkte  sind.  Unter  den  drei 
conjugirten  Nullsystemnetzen  wollen  wir  die  drei  Netze  verstehen, 
die  als  Punktpaarsysteme  je  eines  der  drei  conjugirten  Punktpaar- 
sy8temo  haben.  Ein  Dreieck  eines  solchen  Netzes  hat  bekanntlich 
die  Eigenschaft,  dass  die  dritten  Schnittpunkte  der  drei  Seiten  auf 
einer  Geraden  liegen.  Wir  werden  diese  drei  Netze  weiter  unten 
eingehend  studiren ,  im  voraus  aber  von  der  eben  erwähnten  Eigen- 
schaft der  Dreiecke  schon  Gebrauch  zu  machen  haben. 


V. 

Nun  wollen  wir  zwei  Anwendungen  von  dem  in  III  bewiesenen 
Satze  machen. 

1)  Beschreiben  wir  allen  Dreiecken  eines  einer  Cs  einbeschrie- 
benen Nullsystembüschels  die  Dreiecke  ein,  die  gleichzeitig  der  C% 
einbeschrieben  sind,  verbinden  also  bei  jedem  Dreieck  die  dritten 
Schnittpunkte  der  drei  Seiten  unter  einander,  dann  erhalten  wir 
wieder  dio  Dreiecke  eines  der  Cs  einbeschriebenen  Nullsystem- 
büschels. Die  Zahl  der  so  erhaltenen  Dreiecke  ist  selbstverständ- 
lich genau  so  gross,  wie  die  Zahl  der  Dreiecke  des  gegebenen  Null- 
systems, deren  jedem  je  eines  einbeschrieben  ist,  also  bilden  sie  auch 
eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit. 

Zweitens  sind  sie  alle  einer  &  umschrieben,  wie  aus  folgender 
Erwägung  hervorgeht:  Ein  beliebiger  Punkt  8  der  Curve  hat  eine 
Gerade  BC  zur  Nullgeraden  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Syst*»- 
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Michel,  die  Seite  eines  Doppeldreiecks  ABC  ist.  Die  Nullpunkte 
der  beiden  andern  Seiten  des  Dreiecks  seien  93  nnd  (£;  dann  sind 
8©  nnd  HS  zwei  Tangenten  der  gesuchten  Enveloppe*  Ausser  den 
zwei  Tangenten  durch  H  gibt  es  noch  eine  dritte ,  die  zwei  Null- 
punkte eines  andern  andern  Doppeldreiecks  verbindet-  Sind  näm- 
lich die  Nullpunkte  zweier  zusammengehörigen  Doppolseitcn  bx  und 
et,  die  sich  in  At  schneiden  mögen,  93,  und  (£,,  und  sind  AXBXCX 
die  Eckpunkte  eines  beliebigen  Doppcldreiecks,  dann  liegen  also 
^19  93j,  &j  ^x*  £*?  Cx  auf  einem  Kegelschnitt,  dem  Nullpunktskegol- 
schnitt  zu  A1%  also  ist  der  dritte  Schnittpunkt  9t  von  93 j,  Qt  bei- 
geordneter Rest  zu  -4,,  AXy  Bx,  Cx.  Solcher  Punkttripel,  wie  A^ 
®i»  ®i  giht  es  aber  ebenso  vielo  als  es  Curvenpuukto  gibt.  Sobald 
der  Punkt  Ax  gegeben  ist,  ist  ein  solches  Tripel  A1%  Bt,  Ct  und 
damit  auch  der  beigeordnete  Rest  9t,  eindeutig  bestimmt.  Ist,  wie 
in  unserem  Falle,  umgekehrt  der  beigeordnete  Rest  9t  gegeben,  so 
erledigt  sich  die  Frage  nach  einer  weiteren  Tangente  durch  9t  mit 
der  Frage  nach  der  Existenz  eines  solchen  Punktes  A1%  der  zusam- 
men mit  AMBlCx  dem  Punkte  91  beigeorduet  ist.  Solcher  Punkte 
aber  gibt  es  einen  einzigen,  also  auch  eine  weitere  Tangente  durch 
8.  Die  Curve  ist  also  dritter  Gasse.  Damit  aber  siud  die  Kri- 
terien für  die  Anwendbarkeit  des  Satzes  III  gegeben.  Die  Dreiecke 
bilden  einen  neuen  Nullsystembüschel.  In  der  Tat  unterscheiden 
sich  die  drei  Tangenten,  die  von  einem  beliebigen  Punkte  91  der  C8 
ausgehen,  in  der  Weise,  dass  zwei  von  ihnen  zusammgehören  als 
Linien ,  die  31  mit  einem  andern  Nullpunkte  verbinden ,  die  dritte 
zwei  anderweitige  Nullpunkte  verbindet  uud  91  als  dritten  Schnitt- 
punkt enthalt;  das  ist  die  Nullgerade  zu  91  in  Bezug  auf  den  neuen 
Systembüschel. 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen  für  die  Folge  die  Punkte  eines 
Ponktpaars  unterscheiden  in  „Eckpunkt"  (eines  Dreiecks)  und  „Null- 
punkt" (der  gegenüberliegenden  Seite)  und  bei  zwei  Punktpaaren 
Ton  gleichartigen  Punkten  (Nullpunkten  oder  Eckpunkten)  und  un- 
gleichartigen Punkten  (1  Nullpunkt  und  1  Eckpunkt)  sprechen. 


VI. 

lieber  Grassmnnn'sche  Dreiecke* 

Aus  der  eben  angestellten  Betrachtung  ergibt  sich  ohne  weiteres 
die  Grassmann'sche  Lösung  der  Aufgabe:  ein  Dreieck  zu  construiren 
das  einer  <78  einbeschrieben  ist  und  durch  drei  beliebige  auf  der  C3 
gegebenen  Punkte  geht    Wir  müssen  die  Lösung  hier  deswegen 
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analysiren,  weil  die  Betrachtungen  des  folgenden  Paragraphen  sich 
darauf  stützen.  Das  Dreieck  der  gegebenen  Punkte  sei  993  <£  (Fig.  2). 

Sl 93  habe  den  dritten  Schnittpunkt  c,  der  von  93©  sei  a,  der 
von  8K  b.  Denken  wir  uns  nun,  St 93 S  sei  Doppeldreieck  eines 
Nullsystembüschels,  der  einem  andern  Nullsystembüschel  einbeschrie- 
ben ist,  von  dem  A1B1  Ct  ein  Doppeldreieck  sei;  C\  liege  899  ge- 
genüber u.  s.  w.  Dann  ist  da9  Punktpaarsystem  des  eingeschriebenen 
Nullsystembüschels  gegeben  durch  Sc  (S  Eckpunkt,  c  Nullpunkt); 
das  des  umschriebenen  Dreiecks  ist  gegeben  durch  Q©  (C^  Eck- 
punkt E  Nullpunkt).  Betrachten  wir  aber  in  dem  umschriebenen 
System  Ct  als  Nullpunkt,  so  entspricht  ihm  bekanntlich  als  Eck- 
punkt der  Puukt  c.  Soll  also  die  Aufgabe  gelöst  werden,  zu  ÄSE 
das  Dreieck  A1B1C1  zu  construiren,  so  läuft  die  Aufgabe  darauf 
hinaus,  ein  Punktpaarsystem  zu  construiren,  wenn  man  zu  einem 
gesuchten  Punkte  C,  desselben  seinen  Eckpunkt  e  und  seinen  Null- 
punkt (£  kennt,  jenachdem  man  ihn  selbst  als  Nullpunkt  oder  Eck- 
punkt des  Systems  betrachtet.  Nun  ist,  wie  wir  am  Ende  des  §  IT. 
ausgeführt  haben,  der  dritte  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  Sc 
mit  der  C8,  C,  der  Tangential punkt  von  C1.  Die  vier  Tangenten 
von  e  an  die  Curve  ergeben  also  die  4  Berührungspunkte  C, ,  C* 
C8,  C4,  die  Eckpunkte  der  vier  gesuchten  Dreiecke  sind.    Also: 

Zu  einem  Nullsystembüschel  giebt  es  ein  einbeschriebenes,  aber 
vier  umschriebene  Nullsystembüschel.  Da  das  Punktpaarsystem  eines 
Büschels,  welcher  einem  andern  Nullsystembüschel  A  einbeschrieben 
ist,  sich  aus  dem  Punktpaarsystem  von  A  ohne  Zuhilfenahme  eines 
Doppeldreiecks  ableiten  lässt,  so  können  wir  folgenden  Satz  aus- 
sprechen, der  sich  auch  noch  anders  beweisen  lässt: 

„Alle  Nullsystembüschel ,  welche  den  Nullsystembüscheln  eines 
Netzes  einbeschrieben  sind,  bilden  wieder  ein  Netz."  Diesen  geome- 
trischen Sinn  bat  es,  wenn  wir  in  der  Folge  sagen  werden,  ein  Netz 
ist  einem  andern  Netze ,  oder  auch ,  ein  Punktpaarsystem  ist  einem 
andern  Punktpaarsystem  ein-  oder  umschrieben. 

Zwischen  zwei  solchen  Punktpaarsystemen  besteht  ein  einfacher 
Zusammenhang:  in  dem  umschriebenen  Systeme  entspricht  dem 
Punkte  Cx  als  einem  Eckpunkt  der  Punkt  (£,  als  einem  Nullpunkt 
der  Punkt  e  (s.  Fig.  1);  in  dem  einbeschriebenen  Systeme  entspricht 
dem  Eckpunkt  ffi  der  Nullpunkt  c.  Daraus  ergiebt  sich  folgender 
Satz: 

„Bestimmen  wir  zu  jedem  Punkte  eines  Punktpaarsystems  seinen 
Nullpunkt  und  seinen  Eckpunkt,  so  ergeben  alle  so  construirten 
Punktpaare  das  einbeschriebene  Punktpaarsystem." 
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vn. 

2)  Mit  jedem  Nullsystemnetz  ist  noch  ein  zweites  gegeben.  Sei 
C Eckpunkt  und  D  zugehöriger  Nullpunkt  eines  solchen  Netzes,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  Functionen  von  D  und  C  vertauschen, 
also  C  zum  Nullpunkt,  D  znm  Eckpunkt  machen,  ein  zweites  Netz. 
Selbstverständlich  geht  dann  dieser  Rollenwechsel  innerhalb  sämt- 
licher Punktpaare  des  Systems  vor  sich.  Zwei  solche  Nullsystem- 
netze, die  dasselbe  Punktpaarsystem  haben,  nur  dass  Nullpunkt  und 
Eckpunkt  in  der  eben  erläuterten  Weise  vertauscht  sind,  wollen  wir 
zwei  reeiproke  Netze  nennen,  in  dem  gleichen  Sinne  vbn  zwei  re- 
ciproken  Nullsystemen  und  zwei  reeiproken  Dreiecken  sprechen. 
Auf  die  gegenseitigen  Beziehungen  zweier  solcher  Netze  werden  wir 
weiter  unten  zu  sprechen  kommen  (§  IX).  Für  die  folgenden  Be- 
trachtungen haben  wir  zunächst  einen  Satz  zu  beweisen:  „Die  Netze, 
die  zwei  reeiproken  Netzen  einbeschrieben  sind,  sind  wieder  re- 
riprok." 

Zum  Beweise  nehmen  wir  ein  Punktpaar  C — D  und  betrachten 
zwei  reeiproke  Dreiecke,  die  dieses  Punktpaar  gemeinsam  haben. 
Ist  ABC  das  eine  Dreieck  (s.  Fig.  2),  so  ist  F  Eckpunkt,  G  zuge- 
höriger Nullpunkt  des  einbeschriebenen  Punktpaarsystems.  Zum 
reeiproken  Dreieck  wollen  wir  das  Dreieck  BED  wählen,  welches 
in  der  Tat  D  zum  Eckpunkt,  C  zum  Nullpunkt  hat  Das  Dreieck, 
welches  diesem  Dreieck  einbeschrieben  ist,  ist  ACQ\  von  dem  ein- 
beschriebenen Punktpaarsystem  ist  also  in  der  Tat  O  Eckpunkt,  F 
zugehöriger  Nullpunkt,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist 


VIII. 
Ein  eurventheoretlsehes  Problem. 

Anmerkung.  Statt  von  „umschriebenen  und  einbeschriebenen 
Nullsystembüscheln"  zu  sprechen,  werden  wir  im  folgenden  auch 
die  Ausdrücke:  ,.Ueber-  und  Unterordnung"  gebrauchen.  Es  soll 
folgendes  Problem  in  Angriff  genommen  werden:  wenn  wir  von 
einem  beliebigen  Punkte  P  oder  Cs  die  vier  Tangenten  an  dieselbe 
legen,  von  jedem  der  vier  Berührungspunkte  aus  den  Process  wieder- 
holen und  so  fortfahren  in  infinitum,  bekommen  wir  schliesslich  alle 
Tangenten  der  Curve  oder  nur  eine  directe  Mannigfaltigkeit? 

Wir  construiren  zu  P  einen  seiner  drei  conjugirten  Punkte  Pt 
und  zeichnen  wir  ein  beliebiges  Dreieck  mit  P  als  Eckpunkt  and 
Px  als  gegenüberliegenden  Nullpunkt;  bei  einem  solchen  conjugirten 


286       Oppenheimer:  Anwendungen  de*  AmeMtder*  tchen  Nmikgstems. 

Dreiecke  artet  bekauntlich  das  einbeschriebene  Dreieck  in  eine  ge- 
rade Linie  aus.  Weiter  geht  also  die  „Unterordnung"  nicht  Ziehen 
wir  Ton  P  ans  die  vier  Tangenten  *,,  t,,  ts,  *4,  deren  Beröhrungs- 
pnnkte  resp.  Q,,  Qs,  Q3,  Q4  sein  mögen,  ziehen  P|Q,,  PgQ,,  P,Q|, 
AQ«»   welche  Goraden   die  C8  noch   einmal  in   P,',  Pt',  Ps\  P4' 
schneiden  mögen,   so  sind  nach  dem  vorhergehenden  P,/y,  P^', 
A^s'i  ^i^V  Punktpaare  der  vier  übergeordneten  Netze.    Ziehen  wir 
von  Px\   P,',   Pa',   P/    wieder  die  Tangenten  und  wiederholen  den 
eben  angestellten  Process,   so  ergiebt  jeder  einzelne  Berührungs- 
punkt ein  neues  Berührungspunktquadrupcl.    Es  ist  bei  beliebiger 
Fortsetzung  des  Processes   nie  möglich,    dass  ein  Berührungspunkt 
P(")  mit  einem  früher  schon  gefundenen  Punkte  Pt")  zusammenfalle, 
denn  wäre  es  möglich,    dann    würde  man  also    von   einem  Netze 
PXP^  au3  durch  fortgesetztes  Ueberorduen  zu  einem  Netze  PtPm) 
kommen,   das   mit  dem  ersteren   entweder  identisch  ist  oder  ihm 
reciprok  wäre.    Ginge  mau  also  vou  P1/J(m>  aus  und  ordnete  fort- 
gesetzt unter,   so  müsste  man  schliesslich  auch  zu  PtPW  kommen, 
und   weil  reciproke  Netzo   auch   reciproke    Unterordnungen  haben, 
mau  also   keine   von   einander  verschiedenen  Pnuktpaarsysteme  be- 
kommt, wenn  man  von  zwei  reciproken  Systemen  die  Unterordnungen 
bildet,  so  müsste  man  nun,  wenn  man  das  Unterordnen  fortsetzte, 
schliesslich    wieder  zu   dem   Punktpaarsystem  PjP(m>   oder  PlH*) 
kommen,  würde  sich  also  in  einem  Cirkel  bewegen,  der  weder  beim 
Ueberordnen  noch  beim  Unterordnen  verlassen  würde.     Nun  haben 
wir  aber  doch  zum  Ausgangspunkt   unseres  Ucberordnungsprocesses 
die  gerade  Linie  genommen ;  wenn  wir  also  von  einem  der  erreichten 
Punktpaare,  P^^,  den  Rückweg  einschlagen,  dann  müssen  wir  auch 
wieder  auf  die  gerade  Linie  zurückkommen.  Dann  ist  aber  ein  solcher 
Cirkel  nicht  möglich,    da  mit  der  geraden  Linie  das  Unterordnen 
aufhört.    Mit  dieser  Annahme   widerlegt  sich    auch    die  Annahme, 
dass  wir  schliesslich  alle  Punkte  der  Curve  erhalten  werden.  Denn 
wählen  wir  zum  Ausgangspunkt   statt  des  Punktes  P  einen  anderen 
der  zu  Pt  conjugirten  Punkte,  P',   und   unterziehen  das  Punktpaar 
PXP'  dem  Process   fortgesetzter  Ueberordnung,  so   kann   in  dieser 
Reihe  der  Berührungspunkte  keiner  mit  einem  Puukto  der  anderen 
Reihe  zusammenfallen;  deun  würde  das  der  Fall  sein,   dann  hätten 
ja  die  beiden  Reihen  ein  gemeinsames  Punktpaar.    Wäre  das  der 
Fall,  dann  müsste   man  aus   der   eiueu  Reihe   durch   fortgesetztes 
Ueberordnen  jin  die  andere  Reihe  hineinkommen;  das  ist  aber  un- 
möglich; denn  jedes  Dreieck  der  einen  Reihe  führt  durch  fortge- 
setztes Unterordnen   schliesslich   auf  die  gerade  Linie,    die   durch 
Ueberordnen  aus  der  anderen   Reihe   nicht  erhalten  werden  kann, 
weil  der  Process  der  Ueberordnung  bei   einem  Dreieck  überhaupt 
nicht  zu  einer  geraden  Linie  führen  kann.    Es  ist  möglich,  dass  die 
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Ueberordnungen  eines  Dreiecks  alle  vier  imaginär  werden.  Nicht 
aber  ist  möglich,  dass  eine  Ueberordnnng  in  eine  gerade  Linie  aus- 
artet Es  giebt  also,  weil  ein  Punkt  Pt  drei  conjogirte  Punkte  P, 
P*,  P"  hat,  jedenfalls  drei  solche  Berührungspunktgruppen,  die  keine 
gemeinsamen  Punkte  haben  können.  Es  lassen  sich  aber  ohne 
Schwierigkeit  solcher  Gruppen  unendlich  viele  aufstellen.  Die  Reihe 
der  auf  einander  folgenden  Punkte  der  einen  conjugirten  Gruppe 
sei  P,  P',  P", .  .  .  PM  und  zwar  sei  das  die  Reihe  in  absteigen- 
der Linie,  so  dass  Pt"),  Pt  conjugirt  ist;  die  anderen  zwei  conju- 
girten Punkte  seien  P,<w\  P,(») .  Die  auf  einander  folgenden  Ponkt- 
paare  sind  dann  also  PPU  P*PU  P"PU  .   .   .  P^n^Pv 

Greifen  wir  nun  ein  Punktpaar  PtP(*)  heraus  und  bestimmen 
zu  P<*)  den  Punkt,  der  ihm  entspricht  in  dem  Punktpaarsystem  ge- 
geben durch  PjP*>,  so  zwar,  dass  Pte>P*)  und  PtPx^  sich  in  einem 
Punkte  der  Curven  schneiden.  —  Dann  sind  auch  P/*)  und  Pxti)pi9) 
Punktpaare  eines  Systems.  —  Unterziehen  wir  nun  das  Punktepaar 
P*C#)P(*)  dem  Process  der  Unterordnung  unter  Beibehaltung  von 
Px(j)  als  festem  Centrum,  dann  wäre  es  denkbar,  dass  auch  alle 
folgenden  Berührungspunkte  P(x)',  P(x)".  P(x) (w)  mit  Punkten  aus  der 
Ueber-  und  Unterordnungsreihe  von  P^)  eoineidiren  würden;  dann 
würde  diese  neue  Reihe  also  keine  Punkte  ergeben,  die  nicht  auch 
schon  in  der  ersten  Reihe  enthalten  sind.  Nur  die  Aufeinanderfolge 
der  Punkte  wäre  eine  andere.  Nun  ist  Px<£>  letzter  Punkt  der  Reihe 
P^Opfr);  sollten  die  Reihen  dieselben  Punkte  ergeben,  so  müsste 
PxO,  also  auch  von  P,<?)  aus  erreicht  werden  können.  Ganz  analog 
der  Construction  des  Punktes  Px<g)  hätten  wir  aber  auch  einen 
Punkt  Pß^\  Pt,u)  construiren  können,  und  weil  diese  Punkte  den 
Punkten  der  Reihe  PP'P"  eindeutig  entsprechen,  so  müssten  diese 
neuen  Punkte  schliesslich  alle  Punkte  der  ersten  Reihe  ergeben. 
Nun  war  aber  das  Punktpaar  PtPti)  aus  seiner  Reihe  ganz  willkür- 
lich gewählt  worden,  wir  konnten  auch  irgend  ein  anderes  Punkt- 
paar PtP^h)  nehmen;  dann  wären  wir  analog  zu  oiuer  Punktreihe 
P«(*<,  P/4(A),  P*w  gekommen,  von  der  wir  dann  ebenfalls  Ueberein- 
stimmong  mit  der  ersten  Punktreihe  und  damit  auok  mit  der  zweiten 
annehmen  müssten.  Nun  ist  es  nicht  denkbar,  dass  eine  Punktreihe 
sich  decken  kann  mit  einer  anderen  Reihe  von  Punkten,  die  im  Ver- 
gleich zu  der  ersteren  eine  höhere  unendliche  Mannigfaltigkeit  dar- 
stellt. Die  Unhaltbarkeit  dieser  Annahme  lässt  sich  aber  auch  noch 
unmittelbarer  zeigen. 

Ordnen  wir  unter  und  über  von  PC?)PX(')  aus,  das  eine  Mal  mit 
pto)  als  festem  Centrum,  das  andere  M«i  mit  P*<*),  so  müssten  wir, 
wenn  unsere  Annahme  richtig  wäre,  beide  Male  dieselben  Punkte 
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bekommen.  Wäre  also  z  B.  Px  ein  Punkt,  der  von  Pd)  ans  er- 
reicht wird,  so  müsste  derselbe  Punkt,  vielleicht  allerdings  nach 
einer  grösseren  oder  kleineren  Zahl  von  Ueber-  oder  Unterordnun- 
gen, oder  überhaupt  das  eine  Mal  durch  Ueberordnnng,  das  andere 
Mal  durch  Unterordnung,  auch  von  PjJ)  aus  erhalten  werden  kön- 
nen. Sei  nnn  aber  der  nächste  Punkt,  den  wir  beim  Unterordnen 
mit  P*W  als  Centrum  nach  FW)  bekommen,  iW;  dann  kann  W 
nicht  auch  von  «M*)  aus  erreicht  werden.  Denn  &9)p£s>)  und  P{)FbV 
sind  Punktpaare  desselben  Punktpaarsystems.  Entspricht  Pb)  als 
Eckpunkt  Px(g)  als  Nullpunkt,  so  entspricht  ihm  als  Nullpunkt  der 
Punkt  Pü)'  als  Eckpunkt  oder  umgekehrt 

Damit  ist  aber  nachgewiesen,  dass  von  der  Punktreihe  P*\ 
PüY  höchstens  eine  endliche  Anzahl  mit  der  Punktreihe  P,  I*  zu- 
sammenfallen kann.  Indem  wir  von  der  unendlichen  Anzahl  der 
übrigen  Punkte  einen  beliebigen  mit  Px  verbinden,  erhalten  wir  eine 
Ueber-  und  Unterordnungsreihe,  die  mit  keiner  der  drei  conjugirten 
Reiben  identisch  sein  kann  (der  Beweis,  dass  diese  Reihe  auch 
nicht  mit  den  andern  beiden  conjugirten  Reihen  übereinstimmen 
kann,  ist  dem  eben  geführten  analog).  Auch  die  Unterordnung 
kommt  also  bei  einer  solchen  Reihe  niemals  zu  einem  Abschlags. 
Solcher  Reihen  können  wir  also  beliebig  viele  construiren.  Bei 
einem  beliebigen  Dreiecke,  das  man  einer  Curve  dritter  Ordnung 
einbeschreibt,  führt  also  weder  die  Ueber-  noch  die  Unterordnung 
je  zu  einem  Abschlnss. 

Nun  haben  wir  zwar  bewiesen ,  dass  eine  bestimmte  Folge  von 
Tangenten  der  Cs,  wie  sie  sich  aus  dem  Process  der  Unter-  und 
Ueberordnung  ergiebt,  nicht  alle  Tangenten  der  C3  liefert,  aber  das 
am  Beginn  von  VIII.  gestellte  Problem  ist  damit  noch  nicht  expli- 
cite  bewiesen.  Implicite  dürfte  aber  dieser  Beweis  mit  dem  anderen 
auch  gegeben  sein.  Wenn  man  durch  irgend  einen  construetiven 
Vorgang  eine  Reihe  von  Punkten  erhält,  so  wird  es  von  einem  be- 
liebigen Punkte  nicht  selbstverständlich  sein,  dass  er  dieser  Reihe 
angehört,  das  muss  erst  bewiesen  werden.  Ebenso  ist  es  in  un- 
serem Falle,  nachdem  wir  von  einem  ganz  analogen  Processe  den 
Beweis  geliefert  haben,  dass  er  nicht  alle  Punkte  liefert,  das  a  priori 
gegebene,  dass  ein  beliebiger  Punkt  nicht  erhalten  wird;  die  gegen- 
teilige Annahme  würde  eines  Beweises  bedürfen,  der  sicher  nicht 
geliefert  werden  kann. 

Denn  beginnen  wir  mit  irgend  einem  Punkte  P  den  Ueber-  and 
Unterordnung8proceis  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Centrum  Px  and 
gleichzeitig  mit  P  den  fraglichen  Procesi,  bei  dem  wir  also  analog 
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dem  Unterordnen  zu  P  den  Tangentialponkt  P',  zu  Pf  wieder  den 
Tsngentiarpunkt  F"  constmiren,  analog  dem  Ueberordnen  zu  P, 
du  Tangentenquadrupel  constmiren,  von  jedem  Berührungspunkt 
ms  wieder  das  Tangentenquadrupel  u.  s.  w. 

Dann  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Vorgang  des  Ueberordnens 
bei  beiden  Processen  n  mal  fortsetzen,  beide  Male  dieselbe  Zahl 
ton  Punkten,  wie  gross  auch  n  sein  möge.  Wächst  nun  n  in  infini- 
tem, dann  müsste  der  Fall  eintreten,  dass  der  zu  untersuchende 
Process  keine  neuen  Punkte  mehr  liefert,  weil  er  bereits  sämtliche 
Punkte  der  Curve  ergeben  hat,  der  andere  Process  aber  immer  noch 
neue  Punkte  liefert  Wir  würden  so  also  zu  dem  absurden  Schlüsse 
kommen,  dass  das  Ganze  weniger  Punkte  enthält,  als  einer  seiner 
Teile;  in  der  Tat  ergeben  sich  also  nicht  alle  Punkte.  Und  zwar 
giebt  es  bei  diesen  Processen  nicht  etwa  einen  Grenzpunkt  Wir 
müssen  vielmehr  annehmen,  dass  jede  solche  Reihe  eine  unendliche 
Anzahl  von  Grenzstrecken  ergiebt,  innerhalb  deren  keine  Punkte 
erreicht  werden. 

Wir  haben  soeben  den  Nachweis  geführt,  dass  sich  unendlich 
viele  Punkte  angeben  lassen,  von  denen  aus  die  Unterordnung  in 
Bezug  auf  ein  festes  Centrum  nicht  aufhört.  Dabei  drängt  sich 
folgende  Frage  auf:  wenn  wir  Pt  zum  Gentrum  wählen  und  die 
Unter-  und  Ueberordnung  mit  P  beginnen ,  wird  der  dritte  Schnitt- 
punkt von  PPt  mit  der  Curve,  P2,  auch  der  Reihe  angehören? 
Es  läset  sich  zeigen,  dass  das  nicht  der  Fall  sein  kann.  Ein  belie- 
biger Punkt  x  der  Curve  wird  ja  überhaupt  einer  gegebenen  Reihe 
nicht  angehören.  Pt  ist  aber  kein  beliebiger  Punkt,  sondern  mit 
Pt  und  P  als  dritter  Schnittpunkt  ihrer  Verbindungslinie  gegeben. 
Es  wäre  also  wol  möglieb,  dass  diese  Bedingung  ganz  oder  teilweise 
darin  zum  Ausdruck  kommen  würde,  dass  P2  der  Ueber-  und  Unter- 
ordnangsreihe  von  P,  gebildet  in  Bezug  auf  das  feste  Ceutrum  Pt 
angehörte.  Dann  müsste  diese  Eigentümlichkeit  immer  da  bestehen, 
wo  diese  Bedingung  gegeben  ist  Anderseits,  wenn  wir  von  irgend 
einem  Punkt  P,  der  auch  eine  ganz  specielle  Lage  zu  Vt  annehmen 
kann,  nachweisen  können ,  der  dritte  Schnittpunkt  der  Vorbindungs- 
linie gehört  der  Reihe  nicht  an,  dann  ist  diese  Eigenschaft  des 
dritten  Schnittpunktes,  der  Reihe  anzugehören,  da  wo  sie  auftritt, 
eine  zufällige,  die  mit  der  Bedingung  des  dritten  Schnittpunkts 
nichts  zu  tun  hat  Dann  wird  also  im  allgemeinen  dieser  dritte 
Schnittpunkt  der  Reihe  nicht  angehören. 

Wir  jiehmen  zur  Prüfung  der  Frage  zu  Pt  einen  seiner  con- 
jogirten  Punkte  P.     Pt  sei  der  dritte  Schnittpunkt  von  PPV    Der 
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gemeinsame  Tangentialpunkt  von  P  und  Pt  sei  P9;  dann  ist  dieser 
Punkt  P%  conjugirt  Der  Ergänzungspunkt  zu  PtPz  sei  P4;  P4  ist 
also,  wenn  wir  von  P  an  mit  P%  als  festem  Centrum  unterordnen, 
der  auf  P  folgende  Punkt.  Nun  erhalten  wir  ein  Punktpaar  des- 
selben Punktpaarsystems,  wenn  wir  die  Punkte  P»,  P4  vertauschen 
und  statt  von  P4  an  mit  Ps,  von  Pt  an  mit  P4  unterordnen. 

Nun  ist  PtP  eine  Tangente  der  Cayley'schen  Curve.  Das  Cen- 
trum der  Unterordnung  war  der  Ergänzungspunkt,  der  Ausgangs- 
punkt einer  von  den  beiden  conjugirten  Punkten.  Der  nächstfolgende 
Unterordnungsstrahl  PtP%  ist  wiederum  eine  Tangente  der  Cayley- 
sehen  Gurre.  Unser  Tausch  bat  zur  Folge,  dass  wieder  der  Er- 
gänzungspunkt Centrum,  ein  conjugirter  Punkt  Ausgangspunkt  wird, 
wir  werden  also  wieder  eine  Tangente  der  Cayley'schen  Cum  er- 
halten u.  s.  w.  Nur  in  einem  Falle  wäre  es  nun  möglich,  dass 
dieser  Process  aufhörte,  wenn  es  einmal  vorkäme,  dass  der  Er- 
gänzungspunkt mit  einem  der  conjugirten  Punkte  zusammenfiele. 
Eine  solche  Tangente  ist  aber  eine  gemeinsame  Tangente  der  Cay- 
ley'scben Curve  und  der  Curve  dritter  Ordnung.  Da  es  deren  im 
ganzen  neun  giebt,  so  deckt  sich  die  Frage  nach  der  Zugehörigkeit 
einer  solchen  Tangente  zu  unserer  Tangentenreihe  mit  der  Frage, 
ob  diese  alle  Tangenten  enthält  oder  nur  eine  discrete  Mannig- 
faltigkeit Nehmen  wir  nun  irgend  ein  anderes  conjugirtes  Punkt- 
paar P/P'  mit  dem  dritten  Schnittpunkt  P,'  und  verfahren  genau 
in  derselben  Weise  wie  oben;  dann  werden  wir  auch  hier  lauter 
Tangenten  der  Cayley'schen  Curve  erhalten.  In  der  neuen  Ueber- 
und  Unterordnungsreihe  muss  es  auch  eine  Tangente  geben,  derea 
Punktpaar  mit  P%P  coordinirt  ist,  wenn  unsere  Annahme  richtig  sein 
sollte.  Wenn  wir  von  diesen  beiden  coordinirten  Gliedern  aus  die 
Entwicklung  der  beiden  Reihen  betrachten,  so  wird  es  uns  klar, 
dass  wir  stets  coordinirte  Tangenten  erhalten  werden,  die  niemals 
in  eine  zusammenfallen  können,  und  von  denen  Oberhaupt  nie  eine 
mit  irgend  einer  der  andern  Reihe  zusammenfallen  kann.  Damit  ist 
diese  Annahme  der  principiellen  Zugehörigkeit  des  dritten  Schnitt- 
punktes zu  einer  von  den  zwei  Reihen  der  beiden  anderen  Punkte 
widerlegt.  Gleichzeitig  ersehen  wir  daraus:  „Wenn  man  zu  einem 
conjugirten  Punktpaar  den  Ergänzungspunkt  construirt,  zu  diesem 
seinen  conjugirten  Punkt,  zu  dem  neuen  Punktpaar  wieder  den  Er- 
gänzungspunkt und  so  fortfährt,  dann  erhält  man  nur  eine  discrete 
Mannigfaltigkeit  von  Tangenten." 
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IX. 
Reefproke  und  eonjuglrte  Netze. 

Ist  ein  Nullsystembüschel,  der  einer  C8  einbeschrieben  ist,  ge- 
geben, so  lassen  sich  mit  Hilfe  dieses  einen  Büschels  in  folgender 
Weise  sämtliche  Büschel  des  reeiproken  Netzes  construiren.  Der 
Nnllsystembüschel ,  von  dem  wir  ausgehen,  heisse  A.  Von  jedem 
Punkte  P  einer  beliebigen  Geraden  p  der  Ebene  gehen  an  die  zu  A 
gehörige  C*  drei  Tangenten  *,,  *,,  <s,  die  ihre  Nullpunkte,  resp.  T1% 
T*  T%  ftaf  der  Cs  haben;  alle  Dreicke  Tx,  r2,  T5,  die  in  dieser 
Weise  mit  Hilfe  der  Punkte  einer  und  derselben  Geraden  p  con- 
struirbar  sind,  ergeben  einen  zu  A  reeiproken  Nullsystembüschel. 
Dass  wir  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  erster  Ordnung 
?on  Dreiecken  bekommen ,  liegt  auf  der  Hand :  so  viel  Dreiecke, 
als  die  Gerade  p  Punkte  hat.  Dass  diese  Dreiecke  eine  Curve  dritter 
Classa  umhüllen,  ist  ebenfalls  leicht  nachzuweisen.  Ein  solches 
Punkttripel  Tl9  T2,  Tiy  veranlasst  durch  P,  liegt  mit  einem  Doppel- 
punkttripel  A  z.B.  ÄST  auf  einem  Kegelschnitt,  dem  Nollpuoktskegei- 
schnitt  zu  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  irgend  eines  der  Dreiecke 
als  Dopppeldreieck ,  P  liegt  also  auch  auf  demselben.  Der  dritte 
Schnittpunkt  von  TtT%  mit  der  Cs  sei  T4.  Das  Punkttripel,  von 
dem  T4  ein  Punkt  ist,  erhalten  wir,  wenn  wir  zu  T4  die  Nullgerade 
tA  in  Bezug  auf  A  construiren ,  die  p  in  einem  Punkte  Px  treffen 
möge.  Pl  ist  der  P  analoge  Punkt;  die  zwei  weiteren  Tangenten, 
%,  {*,  die  er  an  die  C8  schickt,  ergeben  die  zu  T4  gehörigen  zwei 
weiteren  Punkte  T6,  T6.  Von  T4  gehen  also  an  die  zu  untersuchende 
Enveloppe  7X  T*  T4T^T4T^  TA  ist  beigeordneter  Rest  zu  -R,  5,  T,  7f8. 
Man  kann  sich  leicht  klar  machen ,  dass  irgend  ein  Punkt  Tx  zwei 
Tangenten  Tx  Ty  und  TxTz  liefert,  wo  TxTyT%  ein  Punkttripel 
bilden,  und  noch  eine  weitere  Tangente  Tx  Ts  Tv ,  wo  TsTv  zusam- 
mengehörige Punkte  eines  Tripels  sind.  Wir  haben  es  also  in  der 
Tat  mit  einer  Curve  dritter  Gasse  zu  tun,  und  diese  Dreiecke  Zfc, 
3>,  T$  sind  einander  coordinirt.  Nun  bat?  drei  Schnittpunkte  mit 
der  C$.  P',  P",  P*. 

Die  Nullgerade  zu  P'  sei  pf ;  dann  gehen  an  die  C*  des  Büschels 
A  noch  zwei  weitere  Tangenten  pt'  und  j>2',  die  also  zasamraen- 
gehörige  Doppelseiten  desselben  sind.  Dieselben  zwei  Tangenten 
und  aber  auch  zusammengehörige  Doppelseiten  des  neuen  Büschels, 
wie  aus  seiner  Entstehung  aus  dem  Büschel  A  sich  ergiebt  Damit 
ist  aber  der  reeiproke  Charakter  der  beiden  Büschel  festgestellt  und 
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gleichzeitig  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  zwei  reeiproken 
Büscheln  gewonnen. 

„Construirt  man  in  den  Doppelpunkttripeln  eines  Nnllsystem- 
büschels,  der  einer  Cs  einbeschrieben  ist,  die  Tangenten  an  die  C 
eines  reeiproken  Nullsystembüschels,  so  hat  jedes  solche  Tangenteu- 
tripel  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  und  alle  diese  Schnittpunkte 
erfüllen  eine  Gerade.  Vertauscht  man  in  dieser  Construction  die 
Functionen  der  beiden  Nullsysteme ,  so  bekommt  man  dieselbe  Ge- 
rade.44 Man  kann  also  mit  Hilfe  eines  Nullsystembüschels  und  sämt- 
licher Geraden  der  Ebene  sämtliche  Nullsystembüschel  des  reeiproken 
Netzes  construiren.  Zu  interessanten  Beziehungen  führen  diese  Be- 
trachtungen, wenn  wir  sie  auf  ein  specielles  Nullsystemnetz  anwen- 
den, nämlich  auf  eines  von  den  drei  conjugirten  Netzen.  Ein  solches 
Netz  hat  die  Eigenschaft,  dass  es  mit  seinem  reeiproken  Netz  zu- 
sammenfällt. Denn  greift  man  einen  beliebigen  Nullsystembüschel 
heraus,  aus  diesem  ein  Doppelpunkttripel  ABC  und  zwei  conjugirte 
Punkte  Z>,  E,  so  ist  sowol  E  beigeordnet  den  vier  Punkten  A,  B, 
C,  Z>,  als  auch  D  den  vier  Punkten  -4,  B,  C\  E. 

Wir  kommen  so  auf  folgenden  Satz:  Aus  jedem  Nullsystem- 
büschel eines  conjugirten  Nullsystcmnetzes  lassen  sich  sämtliche 
andere  mit  Hilfe  sämtlicher  Geraden  der  Ebene  construiren.  Nun 
kann  man  aber  auch  einen  conjugirten  Nullsystembüschel  als  reeiprok 
zu  sich  selbst  betrachten.  Unsere  früheren  Betrachtungen  führen 
uns  dann  zu  folgender  Beziehung:  Construirt  man  in  den  Doppel- 
punkttripeln eines  conjugirten  Nullsystembüschels  die  Nullgeraden,  so 
haben  diese  Geradentripel  je  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt,  und 
alle  diese  Schnittpunkte  erfüllen  eine  Gerade.  Die  Gerade  sei  „die 
dem  Nullsystembüschel  zugehörige"  Gerade,-  einer  ihrer  Punkte 
heisso  zugeordnet  demjenigen  Doppelpunkttripel,  dessen  drei  Null- 
geraden sich  in  ihm  schneiden.  Nun  wissen  wir  aus  der  Theorie 
dieser  Punkttripel,  dasp  die  drei  Nullpunkte  eines  conjugirten  Dop- 
peldreiecks auf  einer  Geraden  liegen.  Offenbar  ist  diese  Gerade 
reeiprok  dem  zugeordneten  Punkte.  Wie  also  die  zugeordneten 
Punkte  in  der  zugehörigen  Geraden  sich  schneiden ,  so  werden  die 
zugeordneten  Geraden  in  einem  zugehörigen  Punkte  sich  treffen. 
Wir  kommen  so  zu  folgender  Construction  eines  conjugirten  Null- 
systembüschels: alle  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  treffen  eine 
Cs  in  drei  Punkten.  Die  drei  conjugirten  Punkte  bilden  die  Doppel- 
punktstripel  eines  conjugirten  Nullsytembüschels.  Die  zu  den  Dop- 
pelpunktstripeln  gehörigen  Nullgeradentripel  liefern  in  ihren  gemein- 
samen Schnittpunkten  die  Punkte  der  „zugehörigen  Geraden44.  Durch 
Betrachtung  derjenigen  drei  Strahlen  des  Strahlenbüschels,  die  Tan- 
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genten  der  Caley'schen  Curve  sind,  kommt  man  za  der  Erkenntniss, 
dass  zugehöriger  Punkt  und  zugehörige  Gerade  eines  conjugirten 
NullsystembOschels  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  eine  von  den  drei 
Curven  sind,  von  denen  die  gegebene  die  Hesse'sche  ist. 

Anm.  Mit  Hilfe  dieser  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polare 
einer  Curve  dritter  Ordnung  lassen  sich  manche  Sätze  aus  der  Po- 
larentheorie einer  Curve  dritter  Ordnung  besonders  einfach  beweisen. 
Wir  wollen  hier  nur  ein  Beispiel  anführen: 

Nehmen  wir  irgend  zwei  Punkte  Q  und  Qt  der  Ebene,  so  geben 
sie  Anläse  zu  zwei  verschiedenen  conjugirten  Nullsystembüscheln 
Cx*  und  6**.  Die  beiden  Büschel  haben ,  weil  ein  und  demselben 
Netze  angehörig,  ein  Doppeldreieck  gemeinsam,  dasjenige,  dessen  drei 
Ecken  Au  Bv  Cx  conjugirt  sind  resp.  den  drei  Durchschnittspunkten 
der  Verbindungslinie  QQ,.  Jedem  Nullsystembüschel  gehört  eine 
besondere  Gerade  zu,  resp.  g  und  gv  Dem  Doppeldreieck  Ax  B1  Cx 
gehört  ein  bestimmter  Punkt  Pt  auf  gt  und  ein  bestimmter  Punkt 
P,  auf  gt  zu.  Legen  wir  durch  As,  Bly  Ciy  Pt,  Ps  den  Kegelschnitt, 
so  muss  dieser  die  Cs  in  einem  weiteren  conjugirten  Dreiecke  schnei- 
den. Denn  es  ist  eine  fundamentale  Eigenschaft  dieser  conjugirten 
Dreiecke,  die  sich  aber  auch  von  unsern  Betrachtungen  aus  ohne 
Mühe  beweisen  lässt,  dass  ein  beliebiger  Kegelschnitt,  der  einem 
solchen  Dreieck  umschrieben  ist,  noch  ein  zweites  Dreieck  enthält. 
Nun  können  aber  zwei  Nullsystembüschel,  wenn  sie  nicht  ganz  zu- 
sammenfallen sollen,  nur  ein  Dreieck  gemeinsam  haben;  dieser 
Kegelschnitt  wird  also  das  Punkttripel  Ax  B1  Ct  doppelt  mit  der  C3 
gemeinsam  haben,  d.  h.  sie  in  diesen  drei  Punkten  berühren.  Daraus 
folgt  gleichzeitig,  dass  dieser  Kegelschnitt  auch  gx  und  ga  berühren 
wird.  Denn  jeder  andere  Punkt  Px  auf  gx  oder  Ps'  auf  g%  gehört 
einem  anderen  von  A1 B6  cx  verschiedenen  Dreieck  zu ,  während  ja 
doch  ein  Kegelschnitt,  der  zwei  Dreiecke  eines  conjugirten  Null- 
systemnetzes enthält,  zugleich  auch  die  zwei  Punkte  enthält,  die  den 
beiden  Dreiecken  in  dem  Nullsystembüschel  zugehören,  das  sie  mit 
einander  bilden.  Seien  z.  B.  At  Bx  Ct  und  At  B%  C%  die  zwei  Doppel- 
punkttripel  die  auf  K  liegen,  P,  und  P%  die  den  Dreiecken  zuge- 
ordneten Punkte,  so  schneiden  sich  also  die  drei  für  alle  Sy- 
steme des  Büschels  gemeinsamen  Nullgeraden,  die  durch  A^  Bs,  Cs 
gehen,  in  P„  und  wenn  wir  At  Bt  Ct  zum  Doppeldreieck  wählen,  so 
geht  also  der  Nullpunktskegelschnitt  zu  P»  durch  beide  Doppel- 
punktstripel,  ebenso  der  Nullpunktskegelschnitt  zu  Px\  die  beiden 
Kegelschnitte  müssen  also  in  einen  zusammenfallen. 

Würde  also  der  fragliche  Kegelschnitt  noch  einen  Punkt  Px' 
auf  g'  enthalten,  so  müsste  er  auch  dem  Dreieck  umschrieben  sein, 
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das  zu  diesem  Punkte  gehört.  Nehmen  wir  nun  andere  und  andere 
Punkte  Qu  Qf  auf  der  Verbindungslinie  Q|  Q2,  so  erhalten  wir  an- 
dere und  andere  Polaren  g1%  gt  und  andere  und  andere  zugehörige 
Nullsysteme;  aber  das  Punkttripel  AlBlCl  bleibt  bestehen  und 
ebenso  dieser  Kegelschnitt.  Wir  haben  damit  den  bekannten  Satz 
von  der  Polokonik  abgeleitet:  „Die  Polokonik  einer  Geraden  berührt 
die  Hesse'sche  Corve  in   dem  der  Geraden  conjugirten  Punkttripel" 

Zu 8 atz.  Lässt  sich  der  conjugirte  Nullsystembüschel  -Sans 
dem  conjugirten  Nullsystembüschel  A  mittelst  der  Geraden  p  er- 
zeugen, und  sind  die  Schnittpunkte  von  p  Px,  P2,  Ps,  so  erhalten 
wir  aus  dem  Doppeldreieck  von  Ay Pt  Qj  -Rt ,  das  Doppeldreieck  zu 
B>  indem  wir  die  Nullpunkte  Q/,  Rx\  von  PtQ,  PXR  mit  einander 
verbinden,  also  das  Doppeldreieck  PlQ^'  E/;  Qx' Rx'  ist  die  zuge- 
ordnete Gerade  zu  Px  Q{  Rt ;  ebenso  können  wir  die  Dreiecke  Pt  Qt'^V* 
PsQs'-ß«'  construiren. 

Nun  sind  die  zugeordneten  Geraden  dieser  drei  Doppeldreiecke 
von  B  resp.  QjJR,,  Q2Ä»,  QsR5.  Aber:  alle  zugeordneten  Geraden 
eines  conjugirten  Nullsystembüschels  schneiden  sich  in  einem  Punkte, 
dem  zugehörigen  Punkte  dieses  Systems.  Daraus  ergibt  sich  folgen- 
der Satz:  Die  den  drei  Durchschnittspunkten  einer  beliebigen  Ge- 
raden gegenüberliegenden  Doppelseiten  eines  conjugirten  System- 
büschels schneiden  sich  in  einem  Punkte.  In  dieser  Weise  gibt 
ein  conjugirte 8  Nullsystemnetz  Aulass  zu  einem  Netze  von  reciproken 
Systemen. 


X. 

Beziehungen  zwischen  der  Ca  und  einer  Curve  C*. 

Die  Punkte,  die  die  C9  mit  einer  Curve  C*  gemeinsam  hat, 
lassen  sich  in  folgender  Weise  bestimmen.  Die  C*  sei  gebildet  von 
irgend  einem  Nullsystembüschel  M.  Greifen  wir  aus  der  Zahl  der 
Doppeldreiecke  ein  beliebiges,  ABC,  heraus,  wo  den  drei  Ecken 
A,  £?,  C  resp.  die  drei  Seiten  a,  b,  c  gegenüberliegen ,  so  entspricht 
jedem  Strahlenbüscheicentrum  Q  auf  a  als  Ort  der  Nullpunkte  der 
durch  Q  gehenden  Strahlen  eine  Gerade  sq  durch  A.  Durch  Q  gehen 
zwei  weitere  Tangenten  Qxt  und  Qx9  an  die  C6,  und  ihre  beiden 
Nullpunkte  xt  und  xt  sind  die  zwei  weitereren  Schnittpunkte,  die 
sq  mit  der  C,  gemeinsam  hat.  Wird  nun  eine  solche  Tangente  der 
Cs  gleichzeitig  die  Cs  in  ihrem  Nullpunkte  xt  berühren,  so  wird  *i 
ein  Berührungspunkt  der  beiden  Curven  sein. 
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Das  geht,  wenn  es  überhaupt  einer  weiteren  Erwägung  bedarf, 
daraus  hervor,  dass,  wenn  wir  zum  Punkte  *,  in  Besug  auf  ein  be- 
liebiges Doppeldreieck  ABC  den  Nullpunktskegelschnitt  feststellen, 
dieser  Q^,  also  auch  die  C5  in«,  berührt.  Weil  dieser  Kegelschnitt 
ausser  xu  Ay  By  C,  also  nur  noch  einen  Punkt  mit  der  C8  gemein, 
sam  hat,  so  geht  also  an  die  C*  von  *,  nur  noch  eine  weitere  Tan- 
gente, z,  wird  also  auch  ein  Punkt  der  C*  sein.  Nehmen  wir  nun 
su  jedem  Q  der  Seite  Q  die  konische  Polare,  so  gehen  bekanntlich 
alle  die  Kegelschnitte  durch  die  vier  Pole  ven  a  in  Bezug  auf  die 
C,.  Nun  ist  das  StrahlenbQschel  der  *q  projectivisch  der  Punktreihe 
der  <2,  und  diese  ist  wiederum  projectivisch  dem  Büschel  ihrer  koni- 
schen Polaren.  Also  wird  auch  das  StrahlenbQschel  der  $q  projecti- 
visch dem  Büschel  der  konischen  Polaren  sein ,  ihr  Erzeugnis*  also 
eine  Curve  dritter  Ordnung,  die  mit  der  gegebenen  Cs  9  Punkte 
gemeinsam  hat  Unter  diesen  9  werden  aber  auch  die  Punkte  Ay 
By  Csein:  A  als  Centrum  des  erzeugenden  Strahlenbüschels  der  #f, 
B  und  C  als  gleichzeitige  Punkte  der  Cs  und  Eckpunkto  des  Doppel- 
dreiecks, durch  die  also  sowol  ihr  Strahl  sq  (resp.  AC  und  AB),  als 
auch  ihre  konische  Polare  geht.  Die  andern  sechs  Durchschnitts- 
punkte aber  werden  solche  Punkte  Xx  sein,  in  welchen  sich  die  beiden 
Curven  berühren.    Also: 

„Eine  C3  hat  mit  einer  Nullgeradenenveloppe  C*  sechs  Berüh- 
rungspunkte und  sechs  Durchschnittspunkte  gemeinsam.44 

Nehmen  wir  irgend  einen  der  sechs  Durchschnittspunkte  A\ 
dessen  Nullgerade  af  sei,  so  sind  die  beiden  anderen  Tangenten, 
welche  von  A'  an  die  C*  gehen,  A'B*  und  A'C,  unendlich  benach- 
bart 

Das  Doppeldreieck  A'B'C  ist  also  ausgeartet,  indem  zwei 
Seiten  A'B*,  A'C',  also  auch  die  zwei  Ecken  B'  und  C  zusammen- 
gefallen sind.  Die  Gerade  B  C\  die  A'  gegenüberliegende  Doppel- 
sette,  ist  also  eine  weitere  gemeinsame  Tangente  der  Corven,  Diese 
Beziehung  können  wir  so  aussprechen; 

„Unter  des  Nullgeraden  der  Punkte  einer  Ct  in  Bezug  aal  eis 
ihr  eiabesekriebeaes  SnDsystfbisrfcfi  sind  12  Tangenten  der  C„ 
6  davon  haben  ihren  Nrflpnnkt  im  Berührungspunkt,  die  andern 
sechs  im  TangHrtJalpmfct;  die  dienen  letzteren  gegenüberliegen den 
Doppelpunkte  sind  die  sechs  Darcfcaefcsittspmkte  der  C,  and  der 
Nuflgend< 
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Unsere  Construction  der  sechs  Berührungspunkte  ergibt  gleich- 
zeitig den  Satz,  dass  dieselben  mit  irgend  einem  Doppelpunktstripel 
des  Nullsystems  neun  associirte  Punkte  ergeben. 

Nun  sind  sämtliche  Doppelpunktstripel,  gebildet  von  den  Doppel- 
dreiecken eines  Nulls ystemnetzes,  einander  beigeordnet.  Denn  zwei 
beliebige  solche  Doppeldreiecke  Axßx  Cx  und  A^B^Cfi  sind  einander 
coordinirt.    Wir  kommen  so  zu  folgendem  Satze: 

„Sämtliche  Berührungspunktgruppen  eines  Nullsystemnetzes  sind 
einander  beigeordnet." 


i 
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XVL 


Eigenschaften  der  imaginären  Brennpunkte  der 

Centralkegelschnitte. 


Von 

Franz  Rogel, 


Centralkegelschnitte  haben  bekanntlich  vier  Brennpunkte,  von 
welchen  zwei  imaginär  sind  und  auf  der  Nebenaxe  liegen. 

Die  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Letzteren  ist  Zweck  und 
Ziel  dieser  Zeilen. 

Derselben  liegt  jene  von  Dr.  Ernst  Wilhelm  Fiedler1) 
durch  Einführung  complexer  Elemente  in  die  Geometrie  des 
Maasses  in's  Werk  gesetzte  Erweiterung  der  geometrischen  Begriffs- 
bildung zu  Grunde. 

Sie  besteht  darin,  dass  die  analytischen  Ausdrücke  für  Be- 
ziehungen und  Eigenschaften  reeller  Elemente,  wie  Abstand, 
Winkel,  Richtungscoefficient,  Teilungsverhftltniss ,  als  Definitionen 
fortbestehend  auch  für  imaginäre  Elemente  giltig  angenommen 
werden. 

Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  Sätze  über  Doppel- 
elemente  von  Involutionen  und  über  Pole  und  Polaren  von 
Kegelschnitten  in  dem  Falle  imaginärer  Punkto  und  Geraden  als 
richtig  anzusehen  sein. 


1)  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  r.  8»li»on-Pledlerf  5.  Aofl,  I 
Sl,  SS,  93,  ff. 
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Als  Folgerungen  erscheinen  ferner  die  später  zur  Verwendung 
kommenden  Hilfssätze: 

Wenn  in  einem  Dreiecke  ABC  die  Seiten  AC  nnd  BC  imaginär 
nnd  gleich  gross  sind,  so  halbirt 

(«)  die  Verbindungslinie. der  Spitze  Cmit  dem  Halbirungsptrokt 
M  der  reellen  oder  imaginären  Grandlinie  den  Winkel  an 
der  Spitze  nnd  umgekehrt 

(ß)  die  Halbirende  des  Winkels  an  der  Spitze  halbirt  auch  die 
Grundlinie  und  steht  auf  ihr  senkrecht. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  die  Tatsache,  dass  die  Spitze  S  in 
der  Aequidistanten  CM  liegt,  welche  als  Normal  strahl  einer 
elliptischen  Strahlen-Involution  aufgefasst  werden  kann,  welche  die 
Seiten  AC  und  BC  zu  (imaginären)  Doppelstrahlen  hat,  deren  Winkel 
nach  Obigem  von  CM  halbirt  wird. 


Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen  bietet  die  Aufsuchung  der 
Eigenschaften  der  imaginären  Brennpunkte  keine  nennens- 
werten Schwierigkeiten  mehr  dar. 


In  erster  Linie  soll  nnn  der  Beziehungen  gedacht  werden,  in 
welchen  sie  zu  den  reellen  Brennpunkten  stehen. 

Beide  Paare  sind  Doppelpunkte  von  Involutionen,  welche  durch 
den  Schnitt  eines  und  desselben  Paares  von  Parallelstrahlenbflscheln 
mit  den  Axen  AA4  und  BBf  entstehen. 

Ist  nämlich  p  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  P  in  der 
Ebene  eines  Centralkegelschnittes,  n  =  PM  das  von  Pauf  p  gefällte 
Lot  und  Q  der  Schnittpunkt  von  p  mit  dem  conjugirten  Diameter 
PO,  so  sind  P  und  Q  in  Bezng  auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  und 
bilden  Pnnktreihen ,  welche  mit  den  durch  die  Polaren  p  und  die 
Lote  n  gebildeten  Parallelstrahlenbflscheln  bzhw.  perspectivisch 
liegen. 

Letztere  schneiden  nnn  auf  AAt  eine  hyperbolische  Involu- 
tion mit  den  reellen  Brennpunkten  F,  F%  als  Doppelpunkte  und 
auf  BB±  eine  elliptische  mit  den  imaginären  Brennpunkten 
Jv  J&  dem  Gentralpunkt  0  und  den  entsprechenden  Punkten  ü,  V 
ab.  Fällt  P  in  die  Gurve,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  Tangente 
und  Normale  mit  der  Nebenaxe  ebenfalls  entsprechend  und  ihre  Ab- 
stände von  0  bzhw. 
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somit    —  «*  die  Potenz,    und 

(0,    ±ic) 
die  Coordinaten  der  imaginären  Brennpunkte. 

Ihre  mit  AÄ  parallel  laufenden  Polaren  treffen  BB'   in  den 
Punkten 


(0,   *?.) 


Die  durch  J  gehende  Parallele  a  zu  AA'  ist  conjugirt  und  nor- 
mal zu  Bß\  a  und  BB'  können  daher  als  Normalstrahlen  einer 
durch  conjugirte  Gerade  gebildeten  Involution  mit  dsm  Scheitel  J 
angesehen  werden.  Ein  anderes  Paar  conjugirter  Geraden  ist  JXF^ 
und  J\F^  denn  es  geht  JxFt  durch  den  Pol 

Ihre  Gleichungen  sind 

ts+y — ei  =  0,    tas-f-y+at  —  0 
das  Product  ihrer  Bichtungscoefficienten 


»"*  =  —1  =  tangF*/, .  a  .  tang/^Jj  .  a 
daher  auch  __  __ 

tang^a  .  tang/a  —  —  1 

unter  gy  g  zwei  beliebige  conjugirte  durch  Jx  gehende  Gerade  ver- 
standen. 

Wenn  nun  durch  letztere  Gleichung  auch  bei  comp  lex  con- 
jugirten  Geraden  der  Begriff  des  Senkrechtstehens  definirt 
wird»  so  lässt  sich  behaupten: 

(1).  „Alle  durch  einen  imaginären  Brennpunkt  gehenden  Paare 
„conjugirter  Geraden  stehen  aufeinander  senkrecht". 

Der  Ober  XY  als  Durchmesser  construirte  Kreis  hat  mit  BB' 
die  Punkte  Js,  J%  gemein;  denn  es  ist 

0*.0y  —  ÖF—  —  (•«)• 

Wird  nun  in  diesem  Kreise  ein  beliebiger  Punkt  Z  angenommen 
Und  werden  die  Normalstrahlen  der,  aus  den  in  Bezup  auf  die  Curve 
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coüjugirten  Geraden  gebildeten  Involution  mit  dem  Scheitel  in  Z 
bestimmt,  so  gehen  dieselben  durch  X,  Y.  Denn  werden  die  durch  Z 
gehenden  Normalstrahlen  ermittelt  und  ein  Kreis  durch  die  Schnitt- 
punkte mit  AA4  mit  dem  Mittelpunkt  in  AA4  gelegt,  so  geht  der- 
selbe nach  Obigem  auch  durch  Ju  «/t,  muss  daher  mit  dem  durch 
X,  Y  gehenden  Kreise  identisch  sein,  da  beide  die  Punkte  Z,  Ju  Jt 
gemein  haben : 

(2).  „Die  Verbindungslinien  der  in  der  Hauptaxe  liegenden 
„Punkte  irgend  eines  durch  die  beiden  imaginären  Brennpunkte 
„gehendem  Kreises  mit  einem  beliebigen  Punkte  desselben  sind  die 
„Normalstrahlen  jener  durch  die  conjugirten  Geraden  gebildeten 
,.Involution." 

Da  irgend  eine  Tangente  eines  Kegelschnittes  mit  jeder  durch 
den  Berührungspunkt  gehenden  Geraden,  also  auch  mit  der  Nor- 
malen conjugirt  ist,  so  gilt: 

(3).  „Tangente  und  Normale  irgend  eines  Punktes  Z  eines  Cen: 
„tral-Kegelschnittes  wird  erhalten,  wenn  die  Schnittpunkte  des  durch 
„Z  und  die  imaginären  Brennpunkte  gehenden  Kreises  und  der 
„Nebenaxe  mit  Z  verbunden  werden44. 

Bei  der  Construction  des  Kreises  können  die  imaginären  Punkte 

leicht  durch  reelle  ersetzt  werden.    Es  ist  dabei  nur  nötig  0  und  Z 

zu  verbinden  und  in  dieser  Linie  einen  Punkt  Z4  so  zu  bestimmen, 

dass 

OZ  .  QZ*  —  c* 

wird,  dann  sind  Z4  und  der  bezüglich  AA'  symmetrisch  liegende 
Punkt  Z"  ebenfalls  Punkte  des  Kreises 


Da  der  Pol  irgend  einer  Focalsehne  auf  der  Leitlinie  des  ima- 
ginären Brennpunktes  liegt,  so  folgt) 

(4).  „Die  Verbindungslinien  eines  imaginären  Brennpunktes 
„mit  dem  Berührungspunkte  einer  beliebigen  Tangente  und  ihrem 
„Schnittpunkte  mit  der  entsprechenden  Leitlinie  stehen  aufeinader 
„senkrecht". 


Irgend  ein  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Curve  gelegener  Punkt 
kann  als  Mittelpunkt  einer  Strahleninvolution  betrachtet  werden, 
deren  Doppelstrahlen  die  reellen  resp.  imaginären  Tangenten 
an  die  Curve  sind  •,  die  Normalstrahlen  halbiren  den  von  ihnen  ein- 
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n  Winke),  zufolge  (2)  aber  «ach  den  von  den  Verbindungs- 
linie?» dieses  Punktes  mit  den  Brennpunkten  Jlt  Jt  gebildeten 
Winkel: 

(5).  „Die  Halbirungslinien  der  von  zwei  beliebigen  reellen 
„oder  imaginären  Tangenten  eines  Centralkegelschnittes  gebildeten 
„Winkel  halbirt  nach  den  von  den  Verbindungslinien  des  Scbnitt- 
„pnnktes  der  Tangenten  mit  den  imaginären  Brennpunkten  einge- 
„scblossenen  Winkel". 


Hierana  folgt: 

(6).  „Die  Bai bi rangst i nien  der  Winkel,  welche  die  imaginären 
„Bretmstrablen  eines  Punktes  mit  der  Nebenaxc  eioscbliessen  und 
„die  Tangente  der  Curve  in  diesem  Punkte  schneiden  sich  in  der 
„Nebenscneiteltangente". 


Zn  einer  gegebenen  reellen  oder  imaginären  Tangente  lasst 
sich  demnach,  wenn.die  imaginären  Punkte  gegeben  sind;  eine  belie- 
bige zweite  Tangente  finden,  oder: 

(7).  „Ein  Centralkegel schnitt  ist  unzweideutig  bestimmt,  wenn 
„eine  Tangente  and  die  imaginären  Brennpunkte  gegeben  sind". 


Ist  statt  der  Tangente  ein  Cnrvenpunkt  P  g 
derselbe  mit  J, ,  Jt  verbunden,  so  ist  es  nnbesti 
den  Halbimngslinien  des  Winkels  Jt  PJt  Tangente 
male  ist,  daher: 

(8).  „Durch  die  imaginären  Brennpunkte  um 
„Kegelschnitts  ist  letzterer  nicht  bestimmt;  den 
„sprechen  zwei  sieh  rechtwinklig  schneidende  Eeg 


Durch  Verbindung  des  als  ganz  beliebig  aufzt 
pnnktes  K  von  p  und  n  mit  Punkten  der  Involuti 
entsteht  eine  Strahleoinvolution  mit  den  Normals 
und  den  Doppelstrahlen  KJ„  KJt: 

(9).    „Der  von  den  Verbindungslinien   irgen< 
„der  Ebene  eines  Centralkegelschnittes  mit  den 
„punkten   eingeschlossene    Winkel   wird   durch   < 
.jener  Involution  halbirt,  welche  dnreb  die  durch 
„jugirten  Geraden  gebildet  wird". 
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Liegt  K  auf  der  Curve  selbst,  so  gilt: 

(10).  „Tangenten  nnd  Normalen  für  irgend  einen  Pnnkt  eines 
„Centralkegelschnittes  halbiren  die  von  den  imaginären  Brennstrahlen 
„eingeschlossenen  Winkel". 

Ist  M(x,  y)  ein  Curvenpunkt  nnd  N  der  Schnittpunkt  der  Nor- 
malen nnd  der  kleinen  Axe,  so  ist 

JtN-ie+p9,    ^M-b-i'-* 

JiN-ie~-~%y,    J^M-b+i^ 

(worin  für  die  Hyperbel  ib  statt  b  zn  nehmf  n  ist) 

JXM  _  JtN 
J9M~~  J9NZ 


folglich 


(11).  „Die  Normale  teilt  die  Entfernung  der  imaginären  Brenn- 
punkte in  zwei  den  Brennstrahlen  proportiale  Abschnitte". 

Fig.  21).  Sind  T„  T%  Berührungspunkte  zweier  sich  in  P 
schneidenden  reellen  oder  imaginären  Tangenten,  so  sind  Tn  Tt 
Doppelpunkte  einer  auf  Txl\  liegenden  durch  conjugirte  Punkte  ge- 
bildeten Involution.  Ist  ferner  Jt  der  Scheitel  einer  zu  derselben 
perspcctivisch  liegenden  Strahleninvolution,  so  sind  J%Tly  JxTt  ihre 
Doppelstrahlen;  zwei  entsprechende  Punkte  sind  die  Schnittpunkte 
Z  vonj  TtTt  mit  der  Polaren  von  Jx  und  E  von  JXP  mit 
TtT%-,  nun  sind  JVZ  und  JtP  conjugirt,  folglich  stehen  sie  aufein- 
ander senkrecht  (1)  und  halbiren  als  Normalstrahlen  die  von  den 
Doppelstrahlen  JXTU  JxTt  gebildeten  Winkel: 

(12).  „Die  Verbindungslinie  oines  imaginären  Brennpunktes  mit 
„dem  reellen  Schnittpunkte  zweier  reeller  oder  imaginärer  Tan- 
genten halbirt  den  von  den  Verbindungslinien  dieses  Brennpunktes 
„mit  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  gebildeten  Winkel". 

Schneidet  die  Tangenten  P2\  und  P2%  eine  beliebige  dritte  mit 
dem  Berührungspunkte  X  in  A  und  B,  und  werden  Schnitt-  nnd 
Berührungspunkte  mit  einem  imaginären  Brennpunkte  «/verbunden,  so 
ist  (12) 


i)  Beim  Lesen  der  Figur  ist  einfach  Jl%  J9  statt  F,,  Fn  so  denken. 
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AJX=\TtJX 


BJX  —  \TrJX 


oder 


AJX+XJB  —  i(TrJX+  l^X) 


AJB  -»  \TtJTt  —  cooit 


(13).  „Werden  xwei  feste  Tangenten  «^  <*  eines  Centralkegel- 
ittes  Tom  einer  dritten  veränderlichen  in  den  Punkten  A,  B 
„geschnitten,  so  ist  der  von  den  Verbindungslinien  derselben  mit 
„einem  imaginären  Brennpunkte  eingeschlossene  Winkel  constant 
„und  xwar  halb  so  gross  als  der  von  den  Verbindungslinien  dieses 
„Brennpunktes  mit  den  Berührungspunkten  der  festen  Tangeuten 
„gebildete  Winkel44. 


Wird  durch  Jt  eine  beliebige  die  Centralcurve  in  My  A  schnei- 
dende Focalsehne,  ferner  MJtt  NJS  gezogen,  und  der  Schnittpunkt 
P  der  Tangenten  in  My  N  mit  J%  verbunden,  so  entsteht  ein  aus 
Brennstrahlen  gebildetes  Dreieck  MNJS,  dessen  Winkel  durch  die 
Normalen  in  Mf  N  und  durch  JtP  halbirt  werden. 

Da  aber  auch  die  Winkelhalbirenden  eines  aus  imaginären  Seiten 
gebildeten  Dreieckes  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  gilt: 

(14).  „Die  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes  der  Tangenten 
„in  den  Endpunkten  einer  imaginären  Focalsehne  mit  dem  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  Normalen  geht  durch  den  anderen  ima- 
„giuäten  Brennpunkt  und  ist  die  Halbirungslinie  des  Winkels  der 
„Brennstrahlen  der  Sehnen-Endpunkte". 


Die  algebraische  Summe  der   imaginären]  Brennstrahlen  eines 
Gurvenpunkte8  (ar,  y)  drückt  sich  aus  durch: 

=*(*  +  *  l*)  +  (*  —  '  t)  hei  der  E,lip8e 

(«_  Y*=W)  und  -  ("  +  ;*)- ("  +  Jv)' 
(«  =  yaf+^)  bei  der  Hyperbel  daher: 

(15).    „Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe  der  imaginären  Brenn- 
strahlen  eines  Punktes  gleich  der  kleinen  Axe,  bei  der  Hyperbel 
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„ist  die  Differenz  derselben  gleich  der  mit  der  imaginären  Einheit 
„multiplicirten  kleinen  Axe. 


Mit  Hilfe  dieses  Satzes  und  der  bekannten  Roberval 'sehen 
Ueberlegnngen  lässt  sich  der  Satz  (10)  noch  auf  eine  zweite  Art 
beweisen. 

Bei  der  Bewegung  eines  Curvenpunktes  M  zu  dem  unendlich 
nahen  N  wird  der  zugehörige  imaginäre  Brennstrahl  rt  zufolge  (15) 
um  eine  unendlich  kleine  Grösse  8  zunehmen,  wenn  der  zweite  rt 
um  dieselbe  Grösse  —  bei  der  Ellipse  ab-  —  und  bei  der  Hyperbel 
zunimmt.  Die  Verlängerungen  ru  r,  aber  ilf,  N  hinaus  bilden  dem- 
nach ein  unendlich  kleines  imaginäres  Viereck  MNPQ,  dessen  Seiten 
sich  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  von  6 
unterscheiden  und  daher  als  gleich  gross  angenommen  werden  kön- 
nen. Da  nun  Af,  N  von  P,  Q  gleich  weit  abstehen ,  so  ist  MN  ± 
PQ\  zufolge  des  Hilfssatzes  (a)  halbiren  diese  mit  der  Tangenten- 
und  Normalenrichtung  eoineidirenden  Diagonalen  aber  die  Winkel 
an  ihren  Endpunkten,  d.  h.  die  von  den  Brennstrahlen  eingeschlossenen 
Winkel. 


Das  Product  der  genannten  Brennstrahlen  ist 

a*  b* 

=  b*y   +  ä***: 

(16).    „Das  Rechteck  der  imaginären  Brennstrahlen  eines  Punktes 
„ist  gleich  dem  Quadrate  des  dem  seinen  conjugirten  Diameters". 


Nach  Einfahrung  von  Polarcoordinaten ,  die  von  einem  imagi- 
nären Brennpunkte  Jx  und  der  Nebenaxe  aus  gezählt  worden  ist, 
wenn  mit  rs,  0,  Brennstrahl  und  Anomalie  bezeichnet  wird 

y  -■  r  cos  t  -f-  it 
und  wegen 

r-b-t-by 


rt  «  bzhw.     r2 


1-f-  i  ~.  CO80  1  —  t  £CO8  0 

wo 


q  —  r  bei  der  Ellipse  und  g  ~  - 1  bei  der  Hyperbel 

die  Länge  des  zur  Nebenue  senkrechten  imaginären  BrennBtrahles, 
■Im  den  sieb  auf  imaginäre  Brennpunkte  beziehenden  Parameter 
bezeichnet    Hieraus  folgt 


(17).    „Das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Abschnitten  einer 
„imaginären   Focalsehne   ist    unveränderlich    and    dem   Parameter 


J$)  «•**-** 


Durch  Vergleich  des  Prodnctes  mit  der  Summe  imaginärer 
Brennatrahlen 


(18).  „Das  Rechteck  ans  den  Abschnitten  einer  imaginären 
„Focalsehne  steht  zur  ganzen  Sehne  in  einem  unveränderlichen  Ver- 
hältnisse." 


Da  das  Quadrat  des  Halbmessers ,  der   mit  der  Nebcnaxe  dun 
Winkel  0  bildet, 

d* =^— 

l+^COs'Ö 

und  die  parallele  Focalsehne  (18) 


l+rjcos1!) 
ist,  so  folgt: 

(19).    Das  Rechteck   ans  einer  imaginären  Fe 
„Nebenaxe  giebt  das  Quadrat   des  zu  ihr  parallele 

Hieraas  gebt  mit  Rocksicht   auf  die  bekannte 
die  Summe  zweier  conjugirten  Diameter  constant  i 

Arek.  i.  K.lh.  ..  ptji.    2.  Baihs.  T.  I11L 


306  Rogel:  Eigenschaften  der  imaginären  Brennpunkte 

(20).    „Die  Summe  der  zu  zwei  conjugirten  Diametern  parallelen 
^imaginären  Focalsehnen  ist  constant". 


Die  Längen  zweier  zu  einander  rechtwinkligen  imaginären  Focal 
sehnen  sind,  wie  aas  obigem  bekannt, 

2q  2q 


et  9  et 

l+^|COS*d     1+^  Bin*0 
daher: 

(21)    „Die  Summe  der  Reciproken  zweier  aufeinander  senkrecht 
.,stebenden  imaginären  Focalsehnen  ist  constant." 


Liegen  auf  der  verlängerten  J%TX  (Fig.  2)  zwei  Punkte  J7  in 
Abständen 

HTX  =  21  Jx 

von  r„  so  ist  zufolge  (15)  HJ%  bei  der  Ellipse  —  2b  und  bei  der 
Hyperbel  —  «26,  wenn  das  eine  mal  H  ausserhalb,  das  andre  mal 
innerhalb  der  Cnrve  genommen  wird.  Es  entsteht  hiebei  das  gleich- 
schenklige Dreieck  JtHTl%  dessen  Winkel  an  der  Spitze  Tx  durch 
die  Tangente  resp.  Normale  halbirt  wird  (10);  zufolge  des  Hilfs- 
satzes  (ß)  halbiren  letztere  dann  aber  auch  die  Grundlinie  EJX  in 
M.  Da  nun  M  und  0  die  anstossenden  Seiten  JtH  und  JXJ%  des 
Dreieckes  HJtJ%  halbiren,  so  muss 

MO  =  i  HJ%  sein : 

(22).  „Die  Fusspunkte  der  aus  den  imaginären  Brennpunkten 
„auf  ihre  Tangenten  gefällten  Lote  liegen  bei  der  Ellipse  auf  dem 
„einbeschriebenen  Kreise  und  bei  der  Hyperbel  auf  einem  cooeen- 
„trischen  imaginären  Kreise  mit  dem  Radius  =  ibu. 


Wenn  aus  den  Brennpunkten  Jt.  Jt  Loto  auf  eine 
Tangente  gefällt  werden ,  deren  Fusspunkte  P, ,  Pt  heisson  mögen, 
so  liegen  dieselben  auf  einem  conccntrischen  Kreise  mit  dem  Radios 

r  =  b  resp.  —  ib 

Trifft  JtPt  diesen  Kreis  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  Q,   dann  ist 
zufolge  der  symmetrischen  Lage 
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j;ö  8=  j%p, 

ist  ferner  fl  der  Fasspunkt  des  vom  Ccntram  0  anf  P,Q  gefällten 
Lotes 

OÄ  -  d 
so  ist 

P,J,  .  J,Q  —  PjR+SJ^tPtR— AT,)  = 

=  ly^—O'  +  y—^  —  d')  (Vr*  —  d*—  V—ai  —  d»)-,*^!.-,.! 

(23).  „Das  Product  der  aus  den  beiden  imaginären  Brenn- 
„pnnkten  eines  Cen  trat  kegel  Schnittes  anf  irgend  eine  Tangente  des- 
selben gefällten  Lote  ist  gleich  dem  Quadrate  der  Hauptaxe". 


Werden  in  dem  Vierecke  JxJtP1Pl  die  sich  in  M  schneidenden 
Diagonalen  Jt  /*,,  Jt  Pt  und  durch  M  eine  (Flg.  3) ')  Senkrechte  znr 
Tangente  F,  l\  gezogen ,  welche  dieselbe  in  T  und  BW  in  A*  schneidet, 
■o  liegen  die  Punkte  TMNtx  harmonisch,  daher 


Wird  ferner  J}  nnd  Jt  mit  T  verbunden  und  beide  Gerade  bis  znm 
Schnittpunkte  V  mit  J,Pt  verlängert,  so  sind  die  Pnnktreihen 
TMNw  nnd  U P,J,ao  perspectivisch,  daher 

DP,  —  P,JS 

Das  die  letzteren  Punkte  ans  T  projicirendo  Strahlen  böse  hei  ist  so- 
mit anch  harmonisch,  daher  halblrt  TN  den  Winkel  J,  2V,  der  dem 
Punkte  T  entsprechenden  Brennstrahlen,  folglich  ist  T  ein  Punkt 
der  Curve  und  TA  eine  Normale: 

(24).  „Die  Geraden,  welche  je  einen  imaginären  Brennpunkt 
„mit  dem  Fusspuukte  der  Normale  vom  andern  Brennpunkt  anf  eine 
„Tangente  verbindet,  schneiden  einander  in  der  entsprechenden  Nor- 
,male  des  Centralkegelschnittes  und  halbiren  sie". 


Ist  M  ein  beliebiger  Punkt,  MM'  \  DE    £,,   Lt  die  Leitlinien 
der  imaginären  Brennpunkte,  welche  von  MM'  in  //,  //'  geschnitten 

werden,  ferner  HJ,senkr.  a,.J,H',  so  sind  UJt,  H'J,  conjngirt(l),  hal- 

1)   Siehe   Anmerkung   in   Fig.   J. 


1 
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biren  als  Normalstrahlen  einer  Involution  daher  den  von  ihren  Dop- 
pelstrahlen JtM,  JtM'  eingeschlossenen  Winkel ;  zufolge  (11)  ist 

dann 

MJt      M'JX 

Nun  ist  bei  der  Ellipse 


MH^~  M'H 
lipse 

Af'Ji  —  MJt  —  BB'- 

-JLM 

M'H—  DE— HM 

MJ±       BB'  —  JtM 
MH*~    DD-HM 

OB 
"OD 

QD-QJt 

OJ        .e 
"OB  "  %b 

daher 


und  wegen 


auch 


Bei  der  Hyperbel  ist 

M*Jt  —  MJX  —  BB,+Jl  M 
M'H—  DE+HM 

daher 

MJ%       BB'+JtM  _  OJt         .e 
MH"  DE+HM  ~0B   "  *  b 

(25).    „Das  Verhältnis8  der  Abstände  eines  jeden  Punktes  eines 
„Centralkegelschnittes  von  einem  der  imaginären  Brennpunkte  und 

„seiner  Polaren  ist  unveränderlich  und  zwar  =  •  r ;  bei  der  Ellipse 

„ist  dieses  Verhältniss  kleiner,  bei   der  Hyperbel  grösser  als 
„die  imaginäre  Einheit". 


Die  Gleichung  der  Tangente  am  Ende  einer  Brennpunkts-Ab- 

scisse  ist 

bx+iep  —  b* 
woraus 


.c  , 


«=-  Ä  — i-hyt 


also  gleich  dem  Brennstrahl  des  Punktes  (x,  y): 

(26).    „In  einem  Centralkegelschnitte  ist  der  imaginäre  Brenn- 
„strahl  eines  jeden  Punktes  gleich  der  bis  zum  Schnitte  mit  der 
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„Tangente  am  Endpunkt  der  Brennpunktsabscisse   verlängerten  Ab- 
nBdsw  des  Punktes". 


Bei  allen  diesen  Sitzen,  welchen  sich  noch  eine  grosse  Anzal 
minder  einfacher  anreihen  lassen,  tritt  die  Analogie  mit  jenen  Aber 
reelle  Brennpunkte  deutlich  zu  Tage. 

Der  Schlüssel  nm  ans  den  Eigenschaften  reeller  die  ent- 
sprechenden imaginärer  Brennpunkte  zu  finden,  ergiebt  sich  ans 
folgender  Betrachtung. 


Jede  Eigenschaft  reeller  Brennpunkte  Iftsst  sich,  wenn  von  der 
Abhängigkeit  von  Coordinaten  gegebener  Punkte  nnd  Geraden  als 
nicht  in  Betracht  kommend  abgesehen  wird,  ausdrücken  durch 

fia,b,  ±«)=0  (?) 

Um  auf  imaginäre  Brennpunkte  überzugehen,  ist  es  nun  nur 
notwendig,  a  mit  b  zu  vertauschen,  wenn  sich  diese  Gleichung  auf 
eine  Ellipse  bezieht 

Es  verwandelt  sich  dann 

d.  b.  die  Absrissen  der  imaginären  Brennpunkte,  welche  auf  der  In 
die  Abscissenazo  fallenden  kleinen  Axe  liegen. 

Die  correspondirenden  Eigenschaften  der  Hyr 
aas  offenbar  durch  Vertauschnng  von  b  mit  ib  hei 

Es  läaat  sich  demnach  aussprechen: 

(27).  „Um  von  einem  Satze  über  reelle  au: 
„den  der  imaginären  Brennpunkte  Überzuges 
„Ellipse  a  mit  b  '),  und  bei  der  Hyperbel  a 
sehen". 


Besondere  Erwähnung  verdient  der  Fall,  wo 
(r)  weder  a  noch  b  explicit  auftritt.  Die  durch  die 


1)  Et  lind  hierunter  auch  die  Richtungen    i 
dato  könnt  in  (36)  ttatt  „Ordinate"  „AbfcifM*  ■ 
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Eigenschaft  wird  daher  wörtlich  auch  für  imaginäre  Brennpunkte 
Geltung  haben.  (Vergl.  die  Sätze  1,  4,  5  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13, 
14,  18,  20,  21,  24,  [25]). 


Schliesslich  möge  noch  ein,  keines  Beweises  bedürfender  um- 
kehrbarer Folgesatz  (15)  Platz  finden. 

(28).  „Bei  Centralrotationsflächen  2.  Ordnung  ist  die  Summe 
,.oder  Differenz  der  Entfernungen  irgend  eines  ihrer  Punkte  von 
„zwei  fixen,  reellen  oder  imaginären  Punkten  der  Rotationsaxe 
„co n staut  u.  zw.  gleich  der  in  der  Rotationsaxe  liegenden  Axe 
„der  Fläche,  welche  beim  einschaligen  Rotationshyperboloid  noch 
„mit  der  imaginären  Einheit  zu  multipliciren  ist". 


Sckvltf.  l*ltt/rabÜilältbtdingunif*n  llc. 


Zur  fünften  Form  der  Integrabilitätsbedingungen 

einer  partiellen  Differentialgleichung 

erster  Ordnung. 


Ernst  Schultz. 


Bezeichnen  wir  P  —  £'• 

Fi  —  9».(*i  -    •    ■  *«i  <H.  J»t  ■    •    •  P") 

p«  —  V»'*|  .    .    .*«,«,•   .    -  am  ■    ■    .  ,  pn+h  P-.U,  •    -     P»> 

P»  —  9*  (*j  -    •    •*■,«!.    •    -  o») 
Ferner 
Pi  —  *M*i  ■  ■  ■•»«l-  ■  •  <>-.  p»+'  •  ■  •  P») 

Fl  —  *■(*!  ■     •     •  **,  «1  •     •     -  Om,  pwfl  ■     ■     ■  pn) 


Pm  —  *4*1  •     •     .*»,«!•     •     -  ««,  P«+l  •     •     ■  P 

Bestehen  die  Gleichungen : 

(Pt  — »1.P-+»  — 9-+0—   *!  —  ° 

tp$—  9m  P-ti— »M-O  —  4>,  -  0 

<P-— V-,  p»fi  — T»+i>=  *»  =  0 
»  bestellen  weh  die  Gleichangen 
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(Pl—  *1»  Pm-H  —  9m+l)  =  ^t  =  0 
(Pi  —  *»  Pm+1  —  g>w+l)  —  ^s  =  0 

(pm  — tf/m,  pm+2  — 9m+l)  —   ^m  —  0 

Die  Ableitung  dieses  Satzes  ist  in  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von  Panl  Mansion  nicht  ganz 
correct,  und  bei  den  schliesslich  erhaltenen  Relationen  hat  eine  Ver- 
wechselung der  q>  und  tf;  stattgefunden.  Es  soll  hier  der  richtige 
Beweis  geliefert  werden. 

Es  ist  klar,  dass  q>m  =  y>m  identisch  sind.  Es  wird  tf>»-i  iden- 
tisch ?m-i,  wenn  wir  in  9>M_i  für  pm  ^«  setzen.  Wir  erhalten  also 
die  Identität: 

Es  kommt  also  hierin  pm  nur  insofern  vor,  als  es  in  ym  enthalten 
ist.    Differentiiren  wir  partiell  nach  a>,  so  besteht  die  Relation 

B(pm-1  —  Vm-l)  ö  8(pm-l —  (pm-l)    ,     8(pm-l — 9?w-l)   Bfm 

dx  dx  ■  8ym  3« 

Diese  besteht  für  alle  x.    Anders  wird  es  jedoch,   wenn  wir  nach 
den  p  differentiiren.    Wir  erhalten 

8ym— i      8<p»— i  .  8<pm-i  8yw 

-r 


8p  8p     ~  8ym     8p 

Diese  Gleichung  besteht  für  alle  p  bis  auf  p«.  Es  enthält  nämlich 
ym  i,  pm  ozplicit.  Das'^m-i,  welches  nach  Substitution  von  ipm  für 
pm  identisch  ^m-i  wird,  enthält  pm  nicht  explicit.    Es  wird  also 

dtym— l       8qpm_i  8^M 


8pw  8pm     8jpm 

Hiefür  können  wir  auch  schreiben 

8ftm-i  ^  8ym-i 8ym-i   ,   8ym-i  8frm 

8pm  3pm  8pm      •     8^m     8pw 

8pi  8pi  '  5pi  8pi 

Sfom-l  — ifrm-l)  =  8(pm-I  —  ffm-l)    ,    8(jpm--t  —  ym-l)     8y>m 
8pm—l  8pm-l  8pm-l  8p»i-l 
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3p»  f  1  ""  ÖPw+S  dpm  Oft» 


Dementsprechend  ergiebt  sich 

(p»-i—  ^iw-2,  p*-h  —  V«+i)  —  (p*-i  —  f»-if  P*+i  — ?»+i) 

afp,,,«!— qp«-i),  ä     .     3y»-i  3(p»i+i  —  y»n) 

Es  ist 

Also  erhalten  wir 

3(p»-i  —  y»- Q/t  . 

+  — — ^ (*«— P«f  J>*+i  -  Vm+i) 

oder 

dqPM— .1 

Wollen  wir  jetzt  die  entsprechende  Gleichung  fttr^M-a  ableiten, 
so  haben  wir  zn  beachten,  dass  <?m-2  identisch  ^m—a  wird,  wenn 
wir  in  ?m-2  für  j»m  ^m,  nnd  für  pm~\  t^m-i  einsetzen.  Wir  erbalten 
also: 

Es  ist  hiebei  zn  beachten,  dass  in  diesem  q>m-2 

Pm-i   nnd  pm 

explicit  nicht  mehr  vorkommen.    Es  wird  folgende  Relation  für  alle 
x  bestehen: 

Bjpm-l—  Vm-a)  _  dipm-l |  —  tytn-%)   .    3(pm ~2  —  y m~a)  <tym-l 

3»  ""  3»  ""  8pm-i  8» 

9(/>m-a  —  ^M-a)  3^» 


+ 


9pm  3a; 


Wenn  wir  nnn  nach  den  verschiedenen  p  differentiiren ,  so  erhalten 
wir  folgendes  Gieichnngssystem: 
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Sfg— 1  —  •i'm-i)         S(pm-a  —  9m-a),    8(p— I  —  Ifm-i)   8#— 1 
8^~  ^  "■  5^7"  8p, 

8{p— 3  —  y—a)  8»- 


3fpw  -3  —  »-.-a)      8(p— 2— y— a)  ,  3(p— a— y— a)  3»— i 
3p— a         ~  3p— 3  8p— 1  3p— s 

_l_  8<p— a  — y— a)   3p- 
'  8p«  3p..-» 

8fj>— 1  -  ^^a)  _  Wp— a  —  y— a)  ,   8r— a 
l^r         ~         3p— 1  8p«-i 

_i_  3(p— a  —  y—a)  3»— 1   ,   (Xpm-t—  y—a)    3»- 
"■  8p— 1  3p— 1  "■  S^-        Öp^1 

3(p— a— »— b!      8(p— a— y— a)  .  3y— a 
0p_  ~  8jta  -r    3p- 

8fp— a  — »— a)  gjügzj  1  3(p— a— »— a)  By» 

"*      ap—i       8p.  "•■       sp^      8p. 

jjfgg- a— V»- a)  _  3fp— a  — y«-a)  ,   3(p—a  —  y—a)  8y— 1 
apüt+i  3pm+i  "  3p»  -1  8p« 

,  flfp— a—  y—  a)  8y» 

Folglich  wird 

(p— a  -Vm-2,  pmfl — »»•+])  -  (p— a  — y— s,  p«+)  —  Vm+0 
,  jjfgg- «— y—a)  . ,  . 

+         8p,_i (♦*-*»  P-+1  ~  *"+»> 

8y— a  flfjwfi  — yw+i)  ,  8(p—a  — y—a)  . 

-  äp^  — ss=; — + — s: — 1+»  p-+l  ~  v-+4) 

_  9y— a  Bjpm+i— gw+i) 

e^T  3*m 

.as  ergiebt  sich: 

i — ipM— s,  p— s  — y— a)  =  (p—a — y—a,  p»+i  — y»+i) 


8(p— 1— y— a) 


8p—! 


<ip— 1— p— 1,  p»+a— y»ffi) 


ßn  wir  die  <D  und  ■Fun,»  erhalten  wir  s 


(pm-t—+m-%  J»+l  — *»+*)  — 


+  1 


Da  *.  ideatncb  *» 


Diese 


ftr 


o.  s.  w.    Wir  gflingea 


y— i  -  *— 1+ 


also  n  folgeadea  ' 


3>- 


V— i  -  *— »+  ä 


v— » =  *— H-s^f  v_H-p=  * 


#. 


».-•k+fe».+  ^»s+ 


#* 


Abs  dieses  Gleidragea  könne»  wir  4*  *  **  *  ^^  *** 
O  darstellea,  indem  wir  die  ernaltetiea  Vers*  »t«  f-  -»  -  -  '  ***-* 
in  das  nickst  niedrige  *_•  eoMetzea 

Ferner  beawrk*  ich  sack,  fean  4*  l*t*t*x*****  *****  *?**"* 
den  Wert  (-1)*-1  bat. 

Aas  diese«  Gfekbngatrrt**  fr^  w«->^  *  ~  h  ***' 
den,  sobald  die  *  gJeitb  0  nad,  wa*  m  m&*  ***' 


Stettin,  Ja&  ldM. 
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xvm. 


Zur  Bour's  Methode  der  Integration  eines  Systems 
simultaner  partieller  Differentialgleichungen 

erster  Ordnung. 


Von 

Ernst  Schultz. 


Ist  ein  System  von  m  simultanen  partiollen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit  n  Vartabcln  gegeben,  so  sind  nach  der  Methode 
von  Bonr  noch  weitere  n  -m  Gleichungen  zu  suchen  sodass  der 
Ausdruck 

integrabel  wird. 

Diese  neu  zu  bestimmenden  Gleichungen  lassen  sich  in  einzelnen 
Fällen  durch  Zerlegung  der  gegebenen  Gleichungen  in  mehrere  leicht 
finden.  Ein  vortreffliches  Beispiel  ist  das  von  Mansion  in  seiner 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  behandelte  System: 

(1)  PiPs -***«  —  0;    j*tp4— «,ar8  =  0 

wo 

*-s  i8t 

Es  sind  hier  noch  zwei  Gleichungen  zn  suchen,  um  />!<**!+ 
P3d*t~\-Padx*~\-P4dx4  ZQ  oinem  vollständigen  Differential  zn  machen. 

Die  beiden  gegebenen  Gleichungen  lassen  sich  in  folgende  zer- 
legen: 


U.f. 


d*  2&3BUUM    Mfr       V~i      #-r-*f»     **    i**+%     ^    •*■*    'S 


••»   XBM     ■«■     Kt      II     \m*\&     X-  .     X^     X,    J^     >*„     7*     ^     J*     ^ 


(b,,^ — *£-fc^  -',£•-/,£;•>*/..*- 


<^  V  *•  4*\  .- 


^  <■»        ^>#       **:  •  * 

Mt  ä^  -r. v-s~-v*/.  ',  -  t 

S'         S'  *'.  */»  -    -  _  * 

.*   .tie  ■**!«,  v.1^1    ****  ««««-*»  anmnsca    ««^°-,lw,-,K 


312  Schultz:  Integrabüüätsbdingungen 

(Pl—Vl>  Pm  +  1  —  g>m+l)  =  *Ft  —  0 
(P%  —  **  P*+l  —  <Pm+l)  —  *F»  =  0 

(pm  — t(;m,  pm+2  —  <Pm+l)  —  £*»  —  0 

Die  Ableitung  dieses  Satzes  ist  in  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von  Paul  Mansion  nicht  ganz 
correct,  und  bei  den  schliesslich  erhaltenen  Relationen  hat  eine  Ver- 
wechselung der  <p  und  tf;  stattgefunden.  Es  soll  hier  der  richtige 
Beweis  geliefert  werden. 

Es  ist  klar,  dass  <pm  —  y*»  identisch  sind.  Es  wird  i>m-i  iden- 
tisch g>m-i,  wenn  wir  in  9>m-i  für  pm  tym  setzen.  Wir  erhalten  also 
die  Identität: 

tfJfw-l  =  (pm—lfa  •    •    •  *m  «i  •    •       «m-1,  yn*>  pm+l  •    •    •  p») 

Es  kommt  also  hierin  pm  nur  insofern  vor,  als  es  in  ym  enthalten 
ist.    Differentiiren  wir  partiell  nach  a,  so  besteht  die  Relation 

8(pm-l  —  Vm-l)  ^  S^m-l  — 5Pm-l)    ,    8(pm-l —  9?w-l)  8^» 

dz  ™  3»  '  5^m  8« 

Diese  besteht  für  alle  x.  Anders  wird  es  jedoch,  wenn  wir  nach 
den  p  differentiiren.    Wir  erhalten 

9^m~l         8<Pm~l    ,    8qPm-l  8^» 

8p     **     8p     "*"   dipm     dp 

Diese  Gleichung  besteht  für  alle  p  bis  auf  pm.  Es  enthält  nämlich 
?m-ii  Pm  explicit.  DasVm-i,  welches  nach  Substitution  von  tym  für 
pm  identisch  ym-i  wird,  enthält  pm  nicht  explicit.    Es  wird  also 

dtym— 1  8qPm-l  8^m 

8p«  8pm      8pm 

Hiefür  können  wir  auch  schreiben 

8ftm-t  ^  8ym-l  _  8<pm-l     ,    d<pm-l   8frm 
8pm  8pm  8p»  8^iii       8pm 

8(p»— 1  —  ^m-l)  _  8fpw-1 —  <Pm-l)    ,     8(pw-l  — 9>m-l)  8»m 
8pi  ?Pi  SpJ  8pl 


8(pm-l —  tym-l)  =  8(pm-I  —  <fm-l)    ,    8(pm-l  —  g>m-l)     8?* 
8pm— 1  8pm-l  8pm-l  8p»-l 
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fy»-l— ff— >)         9fp— 1 1—  ff— l)    ,    9ff—I         atpm-l  — ff— l)   9*- 

9p-  '  5T~       "1~~cW~  +  ^  8jfa 

«Hp— i  —  ym- a)      9(p— i  —  ff— l)  ,  9(p— i  —  ff— i)  8», 
9p»*i  ~         9p»+*  "•"  9p»  9p„ 


Dementsprechend  ergiebt  sich 

(pm-I—  V— 3,  p.^1  -  ffni+l)  —  (p— 1  —  ff— 1,  p«- 


AIki  erhaltfin  wir 

ipm-l  —  ff— 1,  p«+l"  -  T"+l)  =  (p— lff— ^ 
,     9(p— 1 —  ff— l] 


—  (p— 1  —  ff— 1,  pi-4-I  —  ff»+l] 

Wollen  wir  jetzt  die  entsprechende  Gle 
so  haben  wir  zn  beachten,  dass  ff— 9  id 
wir  in  T— a  für  p„^w,  und  f ar  p— i ff— i 
also: 

ff— s  —  ff— ate,  .    .    .*«,«,.   .   .  a— j,  v 

Es  ist  hiebei  zn  beachten,  dass  in  diesem 


explidt  nicht  mehr  vorkommen.    Es  wird 
*  bestehen: 


Wenn  wir  nnn  nach  den  verschiedenen  p  c 
wir  folgendes  GJeichungesystera : 
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P4        l-\-axlx4 

Mit  Substitution  dieses  Wertes  von]  j>4  geht  die  erste  Gleichung 
über  in 

*  -  •»•■("  -  rp2Ä) 

Mithin  erhalten  wir  für  p8 : 


l/gt(l+«gigj) 

A_r       ^ 

wobei  wir  das  doppelte  Zeichen  mit  V        verbinden.     Für  pk    er- 
halten wir 

nnd  für  p, 

tu  «■  — = - — y 

Wir  erhalten  also  für  d*: 

Setzen  wir  nnn  den  für  ps  erhaltenen  Wert  ein,  so  erhalten  wir 

Hieraus  ergiebt  sich:  s 

folglich  wird 

Wenn  wir  jetzt  integriren,  so  erhalten  wir 


M+b  =  2\/^x*(l+aXlX*) 


Dies  ist  eine  nene  Lösnng  des  Gleichungssystems  (1),   welche  von 
Mansion  nicht  angegeben  wird. 
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Ausser  dem  unter  (2)  angegebenen  System  können  die  gegebenen 
Gleichungen  (1)  auch  in  folgendes  System  zerlegt  «erden: 

9_Ö     nnd    &_6 

Pi     x*  p»     *• 

oder,  wenn  wir  die  Functionen  f,  nnd  ft  einführen,  so  erhalten  wir 
das  System: 

(5>      2-Ai  ?-/.■  5=ii  £-a 

Pl  *4  PI  *B 

Setzen  wir  jetzt 

ff,  —  *,— »,/Ij    ff,—  Pi-**/ii    //»  —  »i— ps/ii    A*  — P»— Vs 

Jetzt  sind  die  Functionen  /",  nnd  fa  so  zn  bestimmen ,  dass  die  Be- 

diDgnngsgleichnngen 

(ffi,  ff,  )  -  0 

identisch  erfüllt  werden.    Fuhren  wir  die  Rechnung   ans,  so  erhalten 
+Pi«i«./f.)=0 

(ff„  ff»)  -  -<i+Ä+Aft(A,  A)  -  o 

8A  3/i  3/i  3/i 

(«.,  fl»  =  f.'.)84+AP.|'  +  -.g  +»SS 

<»„  zw  =  -/;+/■,+*,«,(/;,  «  -  o 

,„    „,  %         9/,        ,8/,  8/, 

+»•.(/■,  f.)  -  o 

Damit  diese  Gleichnagen  erfüllt  werden,  mnee  zunächst  ft  =  ft  sein, 
feiner  können  wir  fx  —  ft  gleich  einer  Constaufn  -■ *"-     v'  ", 

t,-t,  =  - 

Alsdann  erhalten  wir  für  die  Grossen  j>  folgend« 

Fl  ""   ^"J    Pt  ~  i"      P«  ""  a*«i    P* 
Anh.  1-  Math.  «.  Pkji.    S.  Ktlh«,  TL  IUI. 
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Dementsprechend  ist 

und  durch  Integration  erhalten  wir 

Dies  ist  die  zweite  Lösung,  welche  Mansion  angiebt. 

Diese  Methode  lässt  erkeuneu,  dass  diese  Lösungen  Gruppen 
von  Glcichuugssystemen  augehören.  Nehmen  wir  nämlich  den  Fall, 
dass/,  und  f%  reciprok  sind,  so  gelangen  wir  zu  dem  Gleichuugssystem: 

**.  Ä  ft  =  ü»  =  Pi 

Ps  ""  xl  P%  a'4 

Hieraus  köunen  wir  also  folgende  Gleichungssysteme  bilden 

1)    *t*4  ^PiPi    und    *i*s  —  P*Pa 
(A)  2)     *l<r2=PiPA    und     ar8*4  —  plPi 

3)     ortp2  —  psa-8     und    «r,^  —  jr4p4 

Das  erste  System   ist  das  gegebene,   von  welchem   wir  ausgingen. 
Lösungen  von  dieser  Gruppe  sind: 

x+b-  *r,s4+^      und     *+6-2j/-^(l  +  «ria-4 

Nehmen  wir  den  Fall,  wo  /t  —  f%   sein  muss,  um  die  Bedingungs- 
gleichungen zu  erfüllen,  so  erhalten  wir  das  System 

%  ö  &  «.  Üä  =  £* 

*>1  *4         J>2  *S 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Gleichungssysteme: 

1)    *,a>4  —  p1p%    und    «! <r8  —  p%p* 
(B)  2)    *2j>t  —  «tPi     und    *8p8  =  «4j>4 

3)    <ra  *i=PiPA    und    gt  x4  =  p%p% 

Das  erste   Gleichungssystem   dieser  Gruppe  ist  das  gegebene 
Gleichungssystem.    Diese  Grnppe  hat  dio  Lösung: 


£>'$tTtntio!gltichungin   trtler  Ordi 

Da  die  beiden  Gruppen  (A)  und  (B)  in  i 
Systemen  übereinstimmen ,  so  wird  eine  Lös 
auch  eine  Lösung  des  ersten  Glckhungssys 
sein,  jedoch  wird  eie  keine  Lösung  des  zwei 
chuugssysteros  von  (B)  Bein.  Und  ebenso  umge 
der  Gruppe  (B)  eine  Lösung  des  ersten  Gloicl 
sein,  jedoch  keine  Lösung  des  zweiten  und  dri 
von  (A).  Von  der  Richtigkeit  kann  man  eich 
der  Rechnung  überzeugen. 

Stettin,  September  1894. 


TTT. 

Miscellen. 


Bemertnitiyen  in  den  au  einer  Cnrre  abgeleiteten  Cnrren. 

Anschliessend  an  den  in  dieser  Zeitschrift  erschienenen  Aufsatz: 
.lieber  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Curve  der  reciproken  Ordi- 
nate" sei  folgendes  bemerkt. 

Wenn  man  statt  der  Carvenordinate  deren  Quadrat  auftragt,  so 
ist  fflr  dieselbe  Abscisse  die  Snbtangente  der  neuen  Curve  gleich 
der  halben  Snbtangente  der  ursprünglichen  Curve. 

Der  Beweis  ergibt  sich  leicht  mittelst  der  Differentialrechnung, 
kann  aber  nach  ohne  dieselbe  durch  eine  geometrische  Betrachtang 
erbracht  werden. 

Ist  y  =  f(x)  die  Gleichung  der  Urcnrve,  so  ist 

» -  war 

jene  der  abgeleiteten  Curve.    Dann  ist  bekanntlich  die  Snbtangente 
der  Urcnrve  gleich 

i  abgeleitete  Curve  ist 

Sabütngente 

VMt'lf)  —  »/  l») 


wodurch  nach  Vergleichung  mit  der  Snbtange 
Behauptung,  durch  die  Differential  roch  nnug  en 

Soll  der  Beweis  dacrh  eine  geometrische 
werden,  so  tnnse  zuerst  die  abgeleitete  Curve  c 
■ein. 

Geht  die  Gerade  dnrch  den  Coordinatenun 
Gleichung 


woraus  folgt,  das«  diese  eine  Parabel  ist,  dere 
dinatenurspiung  und  deren  Achse   der  positiv« 


Ist  P  ein  Punkt  der  Urcurve,  P'  der  aus 
findet  man  die  Tangente  T  in  P,  wenn  man 
nahen  Punkt  <t  der  Urcnrve  vorbindet.  Q  h 
Punkt  Q\  nnd  die  Verbindungslinie  P'Q'  ist 
an  die  abgeleitete  Curve.  Wenn  mau  aber  z 
Tangeute  T  die  abgeleiteten  Punkte  bestimmt,  e 
frühcrem  die  durch  P'  niid  Ü'  hindurchgeht.  P; 
Curve  haben  demnach  in  /"  diu  nämliche  Tan 
T  dio  Abscissonache  in  M,  so  ist  M  der  Sehe: 
die  in  M  auf  der  Abscisscnachse  iu  positiver 
Senkrechte  die  Achse  derselben*).  Ist  JV  der  I< 
auf  die  Parabelacbse  gefällten  Senkrechten,  ui 
gativer  Richtung 

MO  —  SM 

so  ist  SO  bekanntlich  die  Subtaugente  der  Pai 
die  Tangente  der  abgeleiteten  Curve.  Diese  Ti 
Absrissenachso  in  R,  und  ist  S  der  Fusspunkt 
so  ist  in  zeigen,  daas 

MR=  RS 

ist,  was  unmittelbar  aus  der  Congrueuz  der  Drcii 
folgt. 

Wird  die  Wurzel  ans  der  Ordinate  statt  d 
ist  für  dieselbe  Abscisse  die  Subtaugente  de 
doppelt  so  gross  als  die  Subtaugente  der  Urem 


*)  Ein«  Figur  ward«  hier  nicbl  iugebr«eht,    dm  ■ 
dieitlb*  leicht  nlbft  entwerfen  oder  ror«t*IIen  kann. 
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Beweii  mittelst  der  Differentialrechnung,    bt 

die  Gleichung  der  Urcnrre,  so  ist 

»-V/W 

jene  der  abgeleiteten  Cnrve.    Die  Subtaogontc  der  letzteren  ist,  da 

da~2yr» 
gleich 

VW 

f\') 

während  jene  der  Urcarve  aar 

rw 

betragt. 

Beweis  durch  eine  geometrische  Betrachtaog.    Ist 

die  Gleichaog  einer  Geraden  gegeben,  so  ist 

y  —  Vax     oder     y*  <■=  ax 

die  Gleichung  der  aas  ihr  abgeleiteten  Curve.  Also  diese  eine  Pa- 
rabel, deren  Scheitel  der  Coordinatenarspruug  and  deren  Achse  die 
positive  Abscisseaacbse  ist. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Urcurve,  T  die  Tangento  in  demselben, 
M  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Abscissenaxe.  Der  aus  P  abgeleitete 
Pnnkt  sei  P',  4  der  nnendlich  nahe  Punkt  der  Urcnrve  zu  P,  der 
auch  in  T  liegen  muss.  Ist  Q'  der  aas  Q  abgeleitete  Punkt,  dann 
ist  die  Verbindungslinie  p'Q'  die  Tangente  T'  in  P'.  Sie  schneide 
die  Abcisseoachee  in  -ß.  Ist  S  der  Fnsspunkt  der  Ordinate  von  P, 
so  ist 

RM  —  MS 

weil  T'  auch  zugleich  Tangente  der  ans  r  abgeleiteten  Parabel  ist 
Wilhelm  Rulf. 
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2. 

FnnditnenUliaflBsnngrim  4er  PeU'seken  Gleichung. 

Dio  Fnnd&mentalaan'ösangen  der  Pell'scben  Gleichung 

fl  —  Du*  =  l 

lassen  sich  zum  grossen  Teil  in  Gassen  einteilen,  innerhalb  deren 
die  Determinanten  sowol  wie  die  Auflösungen  T,  U  arithmetische 
Reihen  bilden.    Die  erste  Classe  sei  die  folgende : 


Die  Determinanten  bilden  hier  eine  arithmetische  Reihe  zweiter 
Ordnung,  für  welche  die  Formel 

x*+Zx+2(x-0,  1,2,.   .   .) 

gilt.    Dio  Auflösungen  T  sind  die  ungeraden  Zahlen  von  3  an  and 
dio  Auflösungen  U  sind  lauter  2. 

Eine  andere  Classe  ist  diese: 


Die  Determinanten    bilden    eine    arithmetische    Reihe   zweiter 
Ordnung,  welcher  die  Formel 

it+fe+S  (i-0,l,ä,. 

in  Grunde  liegt    Die  Auflösungen  T sind  die 
Zahlenreihe  von  2  an  nnd  die  Auflösungen   i 
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Eine  dritte  Gasse  ist  diese: 

D.  T.  ü. 


5 

9 

4 

10 

19 

6 

17 

33 

8 

26 

51 

10 

37 

73 

12 

50 

99 

14 

U.     8.     W. 

Die   Determinanten    bilden    eine  arithmetische   Reihe   zweiter 
Ordnung  mit  der  Formel 

aj*+4«+5  («  —  0,  1,  2, .   .    .  ) 

Die  Auflösungen  T bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung 
mit  der  Formel 

2*«-f  8s+9  (*  —  0,  1,  2, .   .   . ) 
und  die  Auflösungen  ü  sind  die  geraden  Zahlen  von  4  an. 

Die  vierte  Ciasse  ist  die  folgende: 

D.  T.  U. 


7 

8 

3 

14 

15 

4 

23 

24 

5 

34 

35 

6 

47 

48 

7 

62 

63 

8 

u. 

8.      W 

• 

Die   Determinanten    bilden 

eine 

arithmetische  Reihe  zweiter 

Ordnung  mit  der  Formel 

«*-f-6«  +  7  (x 

=  0, 

1.  2,  .  .  •  ) 

Die  Auflösungen  T  bilden  eine  arithmetische    Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

*f+6*+8  (*-0,  1,  2, .  .   .) 

und  die  Auflösungen  U  sind  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe 
von  3  an. 


Die  fünfte,  Claase  ist  diese: 


18 
27 

38 


Die  Determinanten  bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

s«+6*+ll  (i  — 0,  1,  2,  .    .    .) 

Die  Auflösung«!!  T  bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung 
mit  der  Formel 

a*+6*  +  10  {*  —  0,  1,  2,  .    .    .) 

nnd  die  Auflösungen  V  sind  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe 
von  8  an. 

For  die  übrigen  Determinanten  and  Auflösungen  der  Pell'schen 
Gleichung  scheint  die  Aufstellung  solcher  Reihen  schwieriger  zn  sein. 

Es  darf  noch  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht  werden, 
dasi  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  immer  eine  Zerlegung  von 
der  Form 

zulassen,  wo  D  eine  Zahl  von  der  Form 

a=»+3*+2  (*-0,  1,  8,.   .   .) 

ist  Ferner  sei  noch  bemerkt,  dass  bei  den  Determinanten  der  Claase 
1  die  erste  Differenzreihe  eine  Reihe  von  auf  einanderfolgenden  ge- 
raden Zahlen  bildet,  und  dass  bei  denjenigen  Determinanten  oder 
Auflösungen  der  Classeu  2,  3,  4  und  5,  welche  arithmetische  Reihen 
zweiter  Ordnung  sind,  die  erste  Differenzreihe  immer  ans  einer  Reibe 
von  auf  einanderfolgenden  ungeraden  Zahlen  '— *-L* 


Oldenburg  i.  Gr. 


330  MUctUen. 

3. 
üeber  die  Auflösung  der  PelPschcn  Gleichung. 

Ist  a  eine  beliebige  Zahl,  so  sind  die  Zahlen 
(ai+1)»  — 1  -  ö*+2a*    und     (a»  — 1)*  — 1  —  cfi  —  2a* 

wiep leicht  ersichtlich,  durch  a*  teilbar  und  der  Quotient  ist  = 
a*+2.  —  Setzt  man  nun  um  den  Quotienten  a'±2  als  Determinante 
in  eine  Pell'sche  Gleichung 

ein,  so  kann  man  für  die  Lösung  T  die  Zahl  a*±_\  und  für  die 
Lösung  U  die  Zahl  a2  annehmen,  denn 

1)  (af±l)f  — (af±2)a*- 1 

Eine  grosse  Anzahl  von  Lösungen  der  PelPschen  Gleichung  lässt 
sich  in  dieser  Weise  bestimmen.  Erweitert  wird  die  Gleichung  1) 
sodann  dadurch,  dass  man  an  a*  den  beliebigen  Multiplicator  »  an- 
fügt.   Es  erhält  die  Gleichung  dadurch  die  Form 

2)  (na9  ±  1)«  —  (n* a* ±  2n)  a»  -  1 

(a  —  1.  2,  3,  .    .    .  oo ;    n  «=*  1,  2,  3,  .    .    .  od) 

Die  Fundamentalauflösungcn  der  Peirschen  Gleichung  lassen 
sich  auch  in  Classcn  einteilen,  innerhalb  deren  die  Determinanten 
sowol  wie  auch  die  Auflösungen  Tuud  ü arithmetische  Reihen  bilden. 
Es  mögen  einige  diesor  Classen  hier  folgen. 


Classe  1. 

D. 

T.         U. 

2 

3           2 

6 

5           2 

12 

7           2 

20 

9           2 

u.    s.    w. 

Die  Determinanten  bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

#*+3*+2  (*-0,  1,  2, .   .  .) 

Die  Auflösungen   T  sind   die  ungeraden  Zahlen  von  3  an  und  die 
Auflösungen  U  sind  lauter  2. 


i 


Die  Determinanten  bilden  eine  arithmetische  Reiho  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

*i+4*.f3  (s-0,  1,  2, .   .   .] 
Die  Auflösungen   T  sind  die  Zahlen  der   nat.  Zahlenreihe  von  2  an 
und  die  Auflösungen  U  sind  lauter  1. 

3.  C lasse. 


Die  Determinanten  bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

«■4-4,-1-5  (x  =  0,  1,  2,.   .   .) 

Die  Auflösungen  T  bilden  oine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung 
mit  der  Formel 

2*»+&!-r-9  (*  =  0,  1,3,.    .   .) 

and  die  Auflösungen  U  sind  die  geraden  Zahlen  von  4  an. 

4.  C lasse. 


Die  Determinanten  bilden  e 
nung  mit  der  Formel 
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«»+6«+ 7  (x  —  0,  1,  2,  .   .   .  ) 

Die  Auflösungen  T  bilden  ebenfalls  eine  arithmetische  Reihe  zweiter 
Ordnung  mit  der  Formel 

x*+Gx+8  (x  —  0,  1,  2, .  .  .  ) 
und  die  Auflösungen  U  sind  die  Zahlen  der  nat.  Zahlenreihe  von  3  an. 


5.  Glasse. 

D. 

T. 

ü. 

11 

10 

3 

18 

17 

4 

27 

26 

5 

38 

37 

6 

U.     8.      W. 

Die  Determinanten  bildeu  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

**+6*+ll  (*-0,  1,  2,.   .   .) 

Die  Auflösungen  T  bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordaung 

mit  der  Formel 

«•+;6x  +  10  (x  —  0,  1,  2,  .   .   .  ) 

und  die  Auflösungen  ü  sind  die  Zahlen  der  nat  Zahlenreibe  von  3  an. 

6.  Classe. 
D.  T.  ü. 


12 

7 

2 

32 

17 

3 

60 

31 

4 

96 

49 

5 

Die  Determinanten  bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

4**-f-19a?+ 11  (*  —  0,  1,  2, .   .   .  ) 

und  die  Auflösungen  ü  sind  die  Zahlen  der  nat  Zahlenreihe  von  2  an. 

Die  angegebenen  Lösungsformeln 

1)  (a*±l)*-(a*±2)a*-l 

und 


i 

L 


2)  (»o«±l)*-(»»a*±ai)fl»  -  1 

n  -  l,  a,  3,  .   .   .  •» 
a  =  1,  2,  3,    .    •  .  « 

können  dahin  erweitert  werden,  data  sie  allgemein  für  die  Lösung 
einer  Gleichung 

2*—  DO1  —  nt» 

anzuwenden  sind.  Die  betreffenden  LOanngsfonnen  erhalten  dann 
den  Ausdruck 

5,  (a»±B.)i-(-«±2B,)«i  =  «i 

und 
4)  (■a»±«)*-(i,«<i«±2iiM)«1  -  »» 

o,  m,  n  =  1,  2,  3,  .    .    .  00 
Die  Fundamentalanflösungen  der  allgemeinen  Gleichung 
T»— DU*  —  m* 

können  für  ein  m  >  l  auch  in  Classen  eingeteilt  werden,  innerhalb 
deren  die  Determinanten  sowel  wie  auch  die  Auflösungen  T,  U 
arithmetische  Reihen  bilden. 

Oldenburg  i.  Gr. 


Heber  die  Zerlegung  der  Zahlen  Ton  der  Form  4n  +  l 
In  swei  Qnadrate. 

Erbebt  man  eine  Reihe  a  von  anl  einanderfolgenden  geraden 
Zahlen  zur  2.  Fetenz  und  addirt  zn  jeder  dieser  Potenzzahlen  das 
Quadrat  b  einer  ungeraden  Zahl,  so  entsteht  eine  arithmetische  Reihe 
*  von  Zahlen  von  der  Form  in-\-l, 

Beispiele: 
1)  a  —  4,    16,    3«,    64,    ICO,    144,    196- .   .   . 

ft  -  1,      1,      1,      1,        1,        1, 


i=6,    17,    37,    66,    101,    446,    19 

Die  Reihe  «,  ist  eine  arithmetische  Reihe  zweil 
die  Formel 

4x*-f  8*+5  (sc  —  0,  I,  2,.   . 
zn  Grande  liegt. 
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2)  a-4,    16,    36,    64,    100,    144,    196,.   .   . 

b  =  9,      9,      9,      9,        9,        9,        9,  .    .    . 


*f==  13,  25,    45,    73,    109,    153,    205,  .   .   . 

Die  Reihe  st  ist  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  mit  der 
Formel 

4**+&r-{-13  (*=-0,  1,  2,  .   .   .) 

Allgemein  lautet  die  Formel  für  die  Verbiuduugen  der  gcradeu 
Zahlen  mit  der  zweiten  Potenz  einer  ungeraden  Zahl  2: 

4**-f  8s+(3*  +  4)  (*  -  0,  1,  2,  .    .    .  ;    s  -  1,  3,  5,  7,  .    .   .  ) 

Man  kann  die  Reihen  0»  auch  in  leichter  Weise  dadurch  bilden, 
dass  man  zu  den  Zahlen  einer  jeweiligen  Reihe  die  zwischen  der 
zu  dieser  Reihe  gehörigen  ungeraden  Quadratzahl  und  der  nächst- 
folgenden ungeraden  Quadratzahl  bestehende  Differenz  hinzu  zählt 
Es  ist  z.  B. 

8t  =    5,    17,    37,    65,    101,    145,    197,  .   .   . 

*%  «  13,    25,    45,    73,    109,    153,    205,  ..   . 

*a  =  29,    41,    61,    89,    125,    169,    221,  .   .   . 

u.    s.    w. 

Die  Differenz  zwischen  den  Zahlen  der  Reihen  $t  und  «,  ist 

=  9  —  1  -08 

Die  Differenz  zwischen  den  Zahlen  der  Reihen  *s  und  *a  ist 

—  25  -  9  -  16 

Allgemein  ist  die  Differenz  zwischen  den  Zahlen  der  Reihen  «t1  «j, 
.   .  .  *n  gleich  8a?  (x  —  1,  2,  3, .   .   . )  und  es  gilt  fttr  die  Bildung 
der  Verticalreihen  des  Systemes  der  Reihen  **  die  Formel 

Sx  +  n  (x  —  0,  1,  2,  .    .    .  ;    n  =  5,  17,  37,  .   •    .  ) 

Für  massig  grosse  Zahlen  könnte  man  leicht  eine  Tafel  der 
Reihen  *«  anfertigen  und  daraus  die  zu  einer  Zahl  4n+l  derselben 
gehörigen  Quadrate  bequem  entnehmen. 

G.  Speckmann. 


5. 

Ueber  die  Reihensysteme,  deren  Modal  ein  Vielfaches  r#>n  6  ist. 

In  meinen  „Beiträgen  zur  Zahlenlehre" ')  habe  ich  Pag.  40  den 
folgenden  Satz  aufgestellt  und  begründet: 

1)  Verlag  ron  Eschen  &  Fasting  zu  Oldenburg  i.  Gr 


1 


„Ist  eine  Zahl  z  von  der  Form  »«'f-'l    gegeben  und  hat 
„ein  Primfactor  p  derselben  ebenfalls   die   Form  xn  +  l, 

Z +  1       p  +  1 
„so  ist ^p  c durch  p  teilbar." 


Pa  nnn  jede  Primzahl  >■  3  die  Form  6n  +  l  oder  6*  a  ±  r  hat, 
so  kann  bei  denjenigen  Zahlen,  die  ans  Factoren  von  der  Form 
6n  +  1  zusammengesutzt  sind,  für  den  anzuwendenden  Modul  sc  immer 
ein  Vielfaches  der  Zahl  6  gesetzt  werden.  Es  durfte  deshalb  eine 
Aufstellung  der  primitiven  Zablformen  für  diejenigen  Reihensysteme, 
deren  Modul  von  der  Frm  6n  ist,  nicht  ohne  Nutzen  sein.  —  Es 
ist  nun  gleich  ersichtlich,  dass  in  einem  Keiheusvstcm  mit  dem  Modul 
&n  nnr  diejenigen  Anfangsglieder,  dio  eine  Primzahl  oder  ein  unge- 
rades Vielfaches  einer  Primzahl  darstellen,  nebst  der  Zahl  1,  relativ 
prira  zum  Modul  sein  können.  Es  ist  deshalb  leicht,  dio  betreffenden 
Zahlformen  zu  finden.  —  Praktisch  wendet  man  dazu  die  folgende 
Kegel  an;  Man  dividire  zunächst  den  Modul  6»  durch  2  und  stelle 

fest,  welche  Zahlen  von  der  Form  6«  + 1  anter  —  liegen.  Von  diesen 

Zahlen  kann  man  dann  diejenigen  streichen,  die  mit  6n  den  gleichen 
Teiler  haben.  Setzt  man  die  übrig  gebliebenen  Zahlen  nebst  der  1 
in  die  Formel  fc»  +  r  nach  einander  für  r  ein,  so  erhalt  man  für 
das  betr.  System  die  sämtlichen  Formen,  in  denen  Anfangsglied  und 
Differenz  zu  einander  relativ  prim  sind. 

Für  die  Hodnln  6,  12,  18,  24,  30  mögen  die  betreffenden  Formen 
hier  folgen. 

Modul:  Zahlformen: 

G  6n±l 

12  12a  ±1 

12«  ±5 

18  18n±l 

1ft.-l.pi 


338  Nehl$:   üeber  den  Inhalt  der  durch  Bewegung  von    Curven 

1)  cos*  'fiB+cosfi .  y+cosv  .  * — p  —  0  (d*F. 

Dieser  Gleichung  müssen  die  Coordinaten  des  Punktes  Plf  d.  i  cn 
Vit  *i  genügen,  also  ist 

2)  cosil  .«j+cosfi .  yt+cosv  .»!— p  =  0  (Pr 

Durch  die  unendlich  kleine  Verschiebung  a  möge  der  Punkt  Px  in 
die  Lage  P%  mit  den  Coordinaten  £,,  yt,  «*  kommen;  dann  ist 

«g  —  ac,  +  0  .  cos  « 

3)  {  y,  —  y,  +tf .  cos/J   ^  (Pt 

Bezeichnet  man  wieder,  wie  auf  Seite  243,  den  Abstand  des  Punktes 
Pt  yon  der  Ebene  des  Elements  <PF  mit  d*u  so  ist 

4)  d$x  -f-  cosA  .  a?8-f-C08fi  .  yt+cosv  .  «,—  p 

setzt  man  hierin  die  Werte  aus  den  Gleichungen  3)  ein  und  sub- 
trahirt  dann  die  Gloichung  2),  so  bleibt: 

5)  cdt  mm  (cos«  .  cosA-j-cos/S  .  cosji-J-cosy  .  cosv)0 

In  dieser  Gleichung  ist  der  eingeklammerte  Factor  auf  der 
rechten  Seite  der  cosinus  des  Winkels,  den  die  Richtung  yon  c  mit 
der  Normalen  der  Ebene  1)  bildet.  Bezeichnet  man  denselben  mit 
09,  so  ist 

6)  d$t  —  COS  09  .  0 

Multiplicirt  man  d$x  mit  <2*F,  so  erhält  man  d'F,  nämlich: 

7)  J8r=coso3.  tf  .  <PF 

Integrirt  man   erst  nach  er,  so   erhält  man    Ar  eine   endliche 
Länge  c: 

8)  d«F—  cos»  .«  .<PF 

Integrirt  man  nun  zwei  Mal  in  Bezug  auf  cPF  und  bezieht  die 
Integrale  auf  die  ganze  Fläche  F,  so  kann  man  cos  od  vor  die  Inte- 
gralzeichen setzen,  wenn  F  eben  ist,  also  A,  p  und  v  constant  sind, 
und  erhält  demnach  für  eine  ebene  Fläche  F  und  fttr  einen  end- 
lichen Wert  ö: 

9)  F  —  (cos©.  a)F=  0  (cos  cd.  F) 

Beide  Formen  zeigen  V  als  gleichwertig  mit  einem  normalen 
Cylinder,  dessen  Normalquerschnitt  und  Höhe  im  ersten  Fall  bzhw. 
F  und  cos  o) .  0,  im  zweiten  Fall  cos  oj  .  F  und  0  sind. 


und  Flächen  erzeugten  Gebilde.  339 

Multiplicirt  man  Gl.  5)  direct  mit  d*F,  ohne  Einführung  von  w, 
10  erhält  man 

10)  d»F—  (COS«  .  C08A+C08/9  .  C08f4-f-C08y  .  cöbv)cPF.  c 

und  Ar  endliche  Werte  von  *: 

11)  <**F—  (COS«.  (C08A  .  ÄF)  +  CO8  0(COSfi  .  <PF) 

-J-cosy(cosv  .  d*F))  a 
Nach  Seite  240  kann  man  hierfür  schreiben: 

12)  d*V—  (cos«  .  d*FWM+cosß  .  d*F,t+cosy  .  <PFXy)o 

Integrirt  man  diese  Gleichung  zwei  Mal,  so  erhält  man 

13)  V  =  (COS«  .  F9m+  COS  ß  .  Pxt  +  C08y  .  F*y)  c 

In  dieser  Gleichung  sind  Fyt,  FXM  und  Fxg  die  Projectionen  des 
Randes  der  Fläche  F  bzhw.  auf  die  FZ-,  XZ-  und  XY-Ebene.  In 
Worten  kann  man  den  Inhalt  der  Gleichung  etwa  so  aussprechen: 

„Bewegt  sich  eine  beliebige  Fläche  F,  deren  Randpro- 
„jectionen  auf  die  Cobrdinaten-Ebenen  Fyi,  Fxt  und  Fxy 
„sind,  parallel  fortschreitend  nach  der  Richtung  <r,  die 
„mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  «,  ß  und  y  bildet, 
„um  eine  endliche  Strecke  a  vorwärts,  so  ist  das  beschrie- 
„bene  Volumen  gleich  der  Summe  von  drei  normalen  Cy- 
„lindern,  als  deren  Normalquerschnitte  und  Höhen  man 
„entweder  F9M,  FMM,  Fxy  und  cos«  .  <r,  cos/9  .  a,  cosy  .  o, 
„oder  cos«  .  Fy#,  cos/9  .  Ftt ,  cosy  .  F*y  und  c  als  Höhe 
„für  alle  drei  betrachten  kann;  im  letztern  Fall  kann  man 
„sich  statt  dessen  auch  einen  einzigen  Cylinder  mit  dem 
„Normalquerschnitt  gleich  der  Summe  der  Querschnitte 
Jener  drei  und  der  Höhe  o  denken." 

Setzt  man  in  Gleichung  13)  nach  einander 

«  —  0,    0  =  0,    y  — 0 

so  werden  in  jedem  Falle  die  beiden  andern  Winkel  gleich  90°  und 
die  Sichtung  von  AAt  oder  0  wird  nach  einander  parallel  zur  JT-, 
F-,  Z-Achse.    Die  Gleichung  ergiebt  fttr  diese  einzelnen  Fälle 

«  —  0,     Y*  —  FyM  .  c 

ß  —  0,        Vy  —  F„  .   6 

y  —  0,     V»  —  Fxy  .  c 

22* 


340  Nehh:   Vtber  den  Inhalt  der  durch  Bewegung  von  Curven 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  einander  mit  cos«, 
cos/?,  cosy  und  betrachtet  dann  die  Grössen  cos« .  tf,  cos/9 .  0, 
cosy  .  a  als  Verschiebungen  von  Fnach  den  Richtungen  der  Achsen, 
so  ergiebt  die  Addition  der  3  Gleichungen  wieder  die  Gleichung  13), 
und  man  erkennt  in  Uebereinstimmung  mit  §  4.,  dass  die  3  Teil- 
bewegungen von  F  nach  den  Richtungen  der  Achsen  in  ihrer  Wirkung 
gleichwertig  sind  mit  der  angeschriebenen  Bewegung  nach  der  Rich- 
tung <r.  Verfolgt  man  diesen  Weg  weiter,  so  kann  man  leicht  alle 
die  Sätze  ableiten,  welche  §  4.  über  die  Parallelverschiebung  von 
Flächen  und  die  dadurch  bestrichenen  Räume  abgeleitet  sind. 


§  6.    Drehung  einer  begrenzten  Fläche  um  eine  Achte. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  bezeichnete  Fläche  F%oYL  sich  jetzt 
um  die  dort  als  Richtung  der  Parallelverschiebung  bezeichnete  Ge- 
rade AA^  welche  wieder  mit  den  Achsen  die  Winkel  a,  ß,  y  bildet, 
als  Achse  drehen,  und  zwar  um  einen  Winkel  d,  der  unendlich  klein 
oder  von  endlicher  Grösse  ist.  Alles  Uebrige  wird  hier  ebenso  wie 
dort  angenommen,  und  nach  Seite  242—244  gilt  auch  hier,  dass 
man  statt  des  an  dem  Punkt  Fii^y^i)  liegenden  Flächenelements 
d*F  eine  endliche  ebene  Fläche  einführen  kann,  wenn  man  unter  P, 
ihren  Schwerpunkt  versteht. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  d?F  liegt,  sei  folgende 
(vergl.  Seite  16  u.  ff.); 

1)  cosX  .  fic  +  cosf*  .  y+cosv  .  z  -p  —  0  (dfF. 

Dieser  Gleichung  müssen  die  Coordinaten  des  Paktes  Pu  d.  i.  xtyih 
genügen,  also  ist  auch 

2)  COSX  .  arj-fcOSfl  .  Jfr+COSV  .  ^  —  p  —  0  (Pt. 

Es  ist  nun  zunächst  zu  bestimmen,  was  aus  ocly1$1  nach  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  ö  um  die  Achse  AAX  wird.  Die  allge- 
meinste Lage  der  letzteren  erhält  man,  wenn  man  sie  nicht  be- 
stimmt durch  den  Anfangspunkt  0,  sondern  durch  einen  beliebigen 
Punkt  A,  etwa  mit  den  Coordinaten  «,  v,  xo  gehen  läset.  Es  ist 
aber  nicht  erforderlich,  die  Rechnung  von  vornherein  für  diesen 
allgemeinsten  Fall  einzuleiten,  denn  mau,  kann  wenn  man  die  Achse 
durch  den  Anfangspunkt  legt,  in  der  Entwicklung  sowol  wie  in  den 
Schlussformeln  nur 

ai — *»    Vi — vt    H  —  w     S^tt    «101*1 


und  FVStbtn  meugttn    Gebilde. 

setten,  am  die  Resultate  für  den  allgemeinsten  ] 
das  als  richtig  zu  erkennen,  braucht  mau  nur  da 
parallel  nach  dem  Punkt  A  verschoben  zu  denk' 
bis  auf  weiteres  an,  dass  die  Achse  AAX  durcl 
gehe»).  Dreht  sich  nun  d*F  um  diese  Achse 
kleinen  Winkel  i,  wodurch  P,  nach  P,  mit  den 
komme,  so  wird  man  setzen  können  (siehe  Figu 

!r,  -=  z,  -)-  ix 
vt  —  Vt  +iy 

wo  ix,  ig  und  i*  unendlich  kleine,  näher  zu  he: 


Man  lege  durch  P,  eine  Ebene  E  normal  t> 
Achse  im  Punkte A{  schneide;  dann  liegt  auch 
und  P,A,  und  FtA,,  deren  gleiche  Länge  r  den  , 
P|  von  der  Achse  OA,  bezeichnen,  stehen  beid 
Achse.    Ist  die  Lauge 


so  ist  die  Gleichung  der  Ebene  E-. 

i)  cos «.«+ OS  ß  .  s+cosy  .  *  —  q  = 

Dieser  Gleichung  müssen  die  Coordiuaten  von  F 
genügen,  so  dass  stattfindet: 

cobo  .  i1-{-v.oaß  .  yi  +  cos/  .  *i  — 7 

—  COS  o  (xt  +  0»)  -|-  COS  fi  (y,  +  Sy) 


•)  Anmerkung.  An  die  Stelle  tleg  Punktes  A 
«.  v,  a  kann  nun  auch  einen  beliebigen  andern  Punkt 
lauen.  Wählt  man  dafür  den  Punkt,  in  welchem  eine 
0  itf  AAt  gezogene  Normale  letztere  trifft,  10  lind  < 
Piokts,  wenn  man  die  Llugn 

OA  —  ttC0S«+t>C0B|3  -j-iocos 
mit  1  brieichnet 

and  tein  Abitend  Tom   Anfangtpnnkt  0  ist 
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was  die  Gleichung  liefert: 

+*+**+**  -  *i+i*)%+(vi+**)t+(H+*»)t 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 
„.        ,       *i  .  cos«--«,  .  cosy    , 

5)  Off  —  T3  .  ox 

'  Vi-  cosy— *j  .  cosp 

-        a?|  .  cos0 — yt  •  cos«    - 

OZ  =  3  .  OX 

yx  .  cosy  —  *,  .  cosp 

Damit  sind  öy  und  &  als  Functionen  von  ix  gefunden,  und  es 

ist  jetzt  also  eine  Beziehung  zwischen  qx  und  i  zu  ermitteln.    Man 

hat: 

Bogen  PjP,  =  r  .  S 
also  

r 

da  der  Bogen  unendlich  klein  ist    Für  seine  Länge  findet  man  ans 
den  Coordinaton  von  Pt  und  P\ 

ÄÄ  -  Vfo-*i)»+(yt--yi)'+(«t-«i)a 

d.  i.  in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  5) : 

da 

6)    pipt  -  ylCofy— «,cos0 

X  V(yiCOsy— «jCOSÖJ^+^cos«— 051co8y)+(«,co8/J— yicosa)' 
da; 


y,cosy — «icosß 
X  y*l*4^l24^,^(^<»8<H-ylC08/H-«lC<>8y), 

Ebenso  findet  man  r  aus  den  Coordinaten  von  Al  und  P,.  Setzt 
man  die  Coordinaten  xly  yx  und  *t  von  P,  in  Gleichung  4)  ein,  so 
erhält  man : 


OAt  —  q  —  cos«  .  %4-cosjJ  .  yi4"C08y  •  »i 

so  dass  die  Coordinaten  von  Ax  nun  mit  q  .  cos«,  q  •  cosft  g  .  cos  y 
bestimmt  sind.    Man  findet  also 


7)    ^Pt-^P, 


=  V(gC08«  -XiP+iqCQBß—ytP  +  lqCQSy  —  Mt)* 
—  VV+yi2^-*!2—  (flr,COS«+y|COS/J+ÄiC08^1 
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In  Rücksicht  auf  die  (lleichutigen  5),  6)  und  7)  geht 


pi?t 


Aber  in  die  einfachen  Beziehungen: 

g,         , *E h 

'  Ji  COS  y  —  ij  COS  ß         «i  COS  a  —  x,  COS  Ji 

dl 


XjCOsß  -  a^cos« 
Bevor  ich  weiter  gehe,  mögo  noch  erwähn 

noch  einfacher  als  vorher  so  findet:  Man  setzt 

dann  ist 

r-  P.  sinP,^, 

nnd  der  Winkel  P,üA,  ist  bestimmt  ans  den 
OAx: 

cobJ^ÖI^  —  -  .008«  +  ^-'  .  cosjJ 

Demnach  (vergl.  Gl.  6)): 

7a)    r  =  ^l -cot* P,OAt 

—  V^+Si'+'i*—  (*,  COSa+y.COsH 

—  Videos/ — ^cos/J^+C^cosa— «,CO 


Nachdem  in  Gleichung  8)  die  Beziehung 
<V  nnd  $*  gefunden,  findet  man  weiter  den  . 
i*,  (x,.  y„  «,)  von  der  Ebene  F  des  Flacbenele 
1))  mit 

9)  da,  —  cosi  .  i,-fco6(i .  et4-cos7 

nnd  wenn  man  hierin  für  «,,  y„  *,  die  Werte 
setzt  und  dann  Gleichung  2)  abzieht: 

10)  rf»j  —  cosA  .  Sx-\-CQip  .  dy-f-CO; 
d.  i.  mit  Beziehung  anf  die  Gleicbuugen  8): 
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11)  d$t  =  ((yjcosy  — «jCOS^cobA+^iCOS«  — a?jCOßy)coBf» 

-f-  («1  cos  ß  —  yt  COS  a)  cos  v)6 

Werden  diese  Gleichungen  multiplicirt  mit  d*F,  so  erhält  man 
das  Volumen  d8F,  nämlich  (ohne  Indices) 

12)  d8F  =  (cosA  .  fc+COSf4  .  &y-\-  cosv  .  Sz)<PF 

—  ((y  .  cosy— *  .  co80)cosA+(»  .  cos«  —  *  .  cos  y)  cos  j* 
+  (*  •  CO80— y  .  C08cr)cosi>)d2i'\  d*) 

*j  Anmerkung.  Man  kann  zu  diesen  Gleichungen  auch  auf  folgendem 
Wege  gelangen: 

Legt  man  durch  die  Achse  OA3,  also  dureh  die  Punkte  0(0,  0,  0) 
^(gcosa,  gcotß}  qcosy)  und  durch  den  Punkt  Pi(xlytzi)  eine  Ebene  P, 
so  wird  die  Gleichung  dieser  Ebene,  weil  sio  durch  den  Anfangspunkt  geht, 
ron  der  Form  sein 

a)  ax+&y+<?«  —  0  (P 

Mit  Hülfe  der  Coordinaten  von  Ax  (rergl.  Seit«  343)  und  P1%  welche 
beide  dieser  Gleichung  genügen  müssen,  kann  man  o,  b  und  c  so  weit  be- 
stimmen, da ss  man  statt  der  Gleichung  a)  für  die  Ebene  OAiPl  die  bestimmte 
Gleichung 

b)  (yjCOSy  — »iC0s/J)aj+(»iC0Sa — ^  cos  y)y 

-[-(«iCOS/J— y,C0S«)aJ  —  0    (P 

erh&lt.  Bildet  die  Ebene  des  Fl&chenelements  d*F  (Gleichung  1),  Seite  240) 
mit  dieser  Ebene  einen  Winkel  <p,  so  ist 

c)     COSqp  .  d?F  — 

(ytcosy— ^cospjcosx+tgjcosct — a^coByjcoBfi-KsiCQsft — y1cosa)cosy)^p 

V  (yjcosy—  «jCOS^^+^cosa— «jCOsyJ^+^jCOS/J— yt  cosa)a 

V  COS  *A-|-C08  V+C08*v 
Das  ist  die  Flache  des  Normal-  oder   Meridianschnitts  des  Volu- 
mens, welches  d*F  bei  der  Drehung  um    die    Achse  OAx    (rergL  Seite  258) 
bespricht.    In  dieser  Gleichung  ist 

ycos^-J-eosV+cos'v  -=»  i 

und  nach  Gleichung  7a)  ist    die  andere  Wurzelgrösse  im  Nenner  der  rechten 

Seite  

-AlPl-r 

Wird  die  Fläche  des  Normalschnitts  des  Volumenelements,  welches  man  wie 
einen  (schief  abgeschnittenen)  Cy  linder  berechnen  kann,  multiplicirt  mit  r .  S. 
so  erhält  man  für  das  Volumen  selbst  genau  wieder  die  obige  Gleichung  IS). 
Die  Entwicklung  gilt  auch  dann,  wenn  d9F  eine  ebene  Flache  von  endlicher 
Grösse  ist,  falls  xlt/1zl  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  derselben  bezeich- 
nen (vergl.  Seit«  242—244). 

Uebrigeus  kann  man  Folgendes  bemerken:  Di  vidi  rt  mau  die  Gleichung  b) 
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oder,  indem  man  nach  ö  integrirt,  för  endliche  Werte  von  8t  und 
indem  man  die  Projectionen  von  d*F  auf  die  drei  Coordinaten-Ebenen 
einfahrt  (Seite  240) 

13)  dIF  =  ((ycosy— *  .  cosftcosA-f-f«  .  cos« — x  .  cosy)cosp 

+  (*  .  cos/5  —  y  .  cosa) COS v)d*F .  8 

=  ((y  .  cosy—*  .  cosß)d*Fix-\-(*  .  cos«  —  *  .  co%y)<PFSB 

+(*  .  cos£— y  .  CO*a)d*FXy)d 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichungen  wird  nun  näher 
zu  untersuchen  sein,  und  es  möge  zunächst  der  besondere  Fall  seine 
Erledigung  finden,  wo  .Feine  ebene  Fläche  von  endlicher 
Grösse  ist.  Dann  sind  also  xu  ys  und  *,  die  Coordinaten  des 
Schwerpunkts  von  F,  und  unter  dieser  Voraussetzung  ist,  für 
endliche  Werte  des  Drehwinkels  d: 

14)  F  —  ((yicosy— zx  cos  ß)  cos  *  +  (*,  cos«— xx  cosy)  cos  p 

4*  (*,  cos/J — y%  COS  a)  cos  v)F .  ö 

—  ((yi  cos  y  —  «,  cos  ß)FyB + (*i  cos  «  —  xx  cos  y)FXf 
+  (x,  cos  0  —  yx  cos  «)-F*y)d 

Nach  der  Anmerkung  auf  Seite  340  bis  344  ist  in  der  ersten 
dieser  beiden  Gleichungen  der  Ausdruck  innerhalb  der  grossen 
Klammer  gleich  r  .  cos 9,  wenn  q>  den  Winkel  bezeichnet,  den  die 
durch  den  Schwerpunkt  Pt  und  durch  die  Drehachse  OAt  gelegte 
Ebene  OAtPt  mit  der  Ebene  F  bildet 


durch  r,  so  nimmt  lie  die  Nonnalform  an.  Daraus  erkennt  man  weiter,  dass 
wenn  man  auf  der  durch  den  Anfangspunkt  gesogenen  Normalen  der  Ebene 
0AxFt  eine  Länge 

d.  i.  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  P,  von  der.  Drehachse  abträgt,  die 
Projectionen  dieser  Langen  auf  die  Coordinatenachsen  die  folgenden  Werte 
haben : 

yjCOSy — zlcosß,    %  cos a  —  xx  cosy,    a^cos/? — j^cosa 

Damit  ist  die  Bedeutung  dieser  in  der  ganzen  Entwicklung  vielfach  vorkom- 
menden Grossen  klargestellt. 

Auch  die  Linie  PtP%  steht  normal  su  der  Ebene  OAlPl ;  die  Lange  d$x 
ist  die  Projection  von 

auf  die  Normale  der  Ebene  von  d*Ff  und  da  der  Winkel  dieser  beiden  Nor- 
malen ebenso  wie  der  Winkel  der  zugehörigen  Ebenen  gleich  9  sein  muss,  so 
ist  auch  der  Wert  d»x  der  Gleichung  10)  so  su  schreiben: 

«2*1  —  C08A  .  dx-|-COBft  .  dy4~c08v  .  Öm  —  rö  .  COS? 


,A 
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Man  kann  also  die  Gleichung  auch  so  schreiben 

15)  V  —  rCOS?  •  Fi  —  Fcostp  .  rö 

Dieses  Resultat  lässt  sich  in  Worten  etwa  so  aussprechen: 

„Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  Farn  eine  beliebige  Flache 
„um  einen  Winkel  d,  so  ist  das  beschriebene  Volumen 
„gleich  der  Projection  von  F  auf  die  durch  ihren  Schwer- 
punkt und  die  Drehachse  gelegte  Ebene,  multiplicirt  mit 
„der  Länge  rö  des  von  dem  Schwerpunkt  zurückgelegten 
„Weges.44 

Die  zweite  Form  der  Gleichung  14)  kann  man  einfach  so  deuten: 

„Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  F  um  eine  beliebige 
„Achse  um  einen  Winkel  d,  so  ist  das  beschriebene  Voln- 
„men  gleich  dem  in  Teilen  des  Halbmessers  ausgedrückten 
„Winkel  d,  multiplicirt  mit  der  Summe  der  Inhalte  dreier 
„normaler  Cylinder,  deren  Grundflächen  die  Projectionen 
„von  F  auf  die  YZ-y  XZ-  und  JTF-Ebene,  und  deren  Höhen 
„die  Grössen  yx  cos  y — %  cos  0,  m1  cos  « — «j  cos  y,  *t  cos  ß 
„—  ftcesa  sind,  wo  xt,  yly  ^  die  Coordinaten  des  Schwer- 
„punkts  von  F  und  et,  0,  y  die  Winkel  der  Drehachse 
„mit  den  Coordinaten- Achsen  sind.  —  Weiter  unten  wird 
„dieser  Satz  in  noch  allgemeinerer  Form  auftreten.44 

Ist  nun  weiter  die  rotirende  Fläche  Fnicht  eben,  son- 
dern beliebig  gekrümmt,  so  erhält  man  nach  zweimaliger  Inte- 
gration der  zweiten  Form  der  Gleichung  13)  folgenden  Ausdruck, 
in  welchem  die  Integralzeichen  auf  sämtliche  Elemente  von  T  zu 
beziehen  sind: 

16)     V  —  S  I  I  (y..  cosy  —  *  .  co*ß)dFyM 
-f-p  /    /    (»  .  cos« — *  .  cos y)dFXB 

-}-  8  I  I  (x  .  ces0  -y  .  coBa)dExy 

Als  Beispiel  für  die  Deutung  der  Doppel-Integrale  möge  das  erste 
dienen: 

Die  Grösse  unter  den  Integralzeichen  ist  das  Element  eines 
normalen  Cy linders,  dessen  Basis  in  der  FZ-Ebene  die  Projection 
tPFV9  von  d*F  ist  und  demnach  die  Ordinaten  y  und  *  bat,  und 
ersten  Höhe  ycosy — «cos/S  ist,  parallel  zur  Y-Achse  zu  messen. 
Setzt  man  letzteren  Ausdruck  gleich  g,  so  ist 
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17)  i  *  ""  VC0BY—*C0Bß    oder 

l  g— cosy  .  yKcosß  .  «  —  0 

Das  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  man  durch  Division  mit 

Vl  +  cos^+cosV  —  Vi  +  sin*« 
auf  die  Normalform  bringen  kann 

-g.  1    cosy         ,        cosfl        __ 

'  Vl-f-sin»«*     Vl  +  8in»«yi"Vl+  sin»«*  "" 

Ist  x  der  Winkel,  den  die  Normale  dieser  Ebene  mit  der  X- 
Achse  ,  den  die  Ebene  selbst  also  mit  der  FZ-Ebene  bildet,  so  ist 
demnach: 


1 


sin« 


19)  cos x  —  --=  also    tgr  — si 

Vl+sin1« 

Setzt  man  in  der  Gleichung  der  Ebene  j  =■  0,   so  erhält  man  ihre 
Spnr  in  der  YZ- Ebene: 


20) 


tf cosy  —  «cos ß  —  0    oder 
y      cos  ß 


*       cos  y 
Für  die  Drehachse  CMa  gilt  die  Beziehung 


21) 


cos  «      cos  0      cos  y 
also  ist  ihre  Protection  auf  die  FZ-Ebene  ausgedruckt  durch 

22)  i.süJ 

m       cos  y 

dieselbe  Gleichung  wie  vorhin.  Nunmehr  kann  man  also  die  Ebene 
so  bestimmen,  dass  sie  die  FZEbene  schneidet  in  der  Protection 
der  Drehachse,  und  dass  sie  mit  der  FZ  Ebene  einen  Winkel  % 
bildet,  für  den  die  Gleichung 

tgr  —  sin« 

gilt,  wenn  «  der  Winkel  der  Drehachse  mit  der  X-Achse  ist  — 
Bas  Doppel-Integral  stellt  nun  das  Volumen  eines  normalen  schief 
abgeschnittenen  Cylinders  dar,  dessen  Basis  Fy  ist,  und  dessen  zweite 
Endfläche  in  der  eben  ermittelten  Ebene  liegt.  Man  kann  also  jetzt 
in  Bezug  auf  das  Volumen  V  folgenden  ganz  allgemeinen  Satz  aus- 
sprechen: 
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„Dreht  sich  eine  beliebige  begrenzte  Fläche  F  um  eine 
„beliebige  Drehachse  0Al^  welche  mit  den  Coordinaten- 
„achsen  die  Winkel  a,  0,  y  bildet,  um  einen  Winkel  <5,  so 
„ist  das  beschriebene  Volumen  gleich  dem  in  Teilen  des 
„Halbmessers  ausgedrückten  Winkel  ö,  multiplicirt  mit  der 
„Summe  der  Inhalte  von  drei  normalen  schief  abgeschnitte- 
nen Cylindern,  deren  Grundflächen  die  Projectionen  Ton 
9VF  auf  die  Coordinaten-Ebenen  sind;  die  andern  End- 
„flächen  der  drei  Cylinder  liegen  in  Ebenen,  welche  die 
„betreffende  Coordinaten-Ebene  in  der  Projection  der  Dreh- 
achse auf  diese  letztere  schneiden  und  mit  der  Coordi- 
„naten-Ebene  einen  Winkel  bilden,  dessen  Tangente  gleich 
„ist  dem  sinus  des  Winkels  der  Drehachse  mit  derjenigen 
»Coordinaten-Achse,  weiche  zu  der  Coordinalen-Ebeno  nor- 
„mal  steht.  Hierbei  ist  nicht  erforderlich,  dass  die  Dreh- 
achse OA1  durch  den  Anfangspunkt  O  gehe,  und  die  ab- 
„solute  Lage  des  zweiten  Coordinatensystems  ist  vollständig 
„gleichgültig." 

In  Bezug  auf  den  letzten  Teil  dieses  allgemeinen  Satzes  ist 
noch  Folgendes  nachzutragen:  Steht  von  vornherein  nicht  fest,  dass 
die  Drehachse  durch  den  Anfangspunkt  O  gehe,  sondern  ist  vielmehr 
für  dieselbe  nur  ein  beliebiger  Punkt  A  (uv  w)  (vergl.  Seite  340)  und 
die  Richtung  durch  die  Winkel  aßy  gegeben,  so  nimmt  Gleichung 
15)  die  allgemeinere  Form  an: 


16a) 


'  /  /  ((y""v)C08y~"(z""tr)C08^)rfl^f 

+d   /    /  ((«  —  m?)c08 a  —  (x  — u) cos y)dtFXi 
-f  d   /   /  ((«— u)cos|3  —  (y  — v)Gosa)<PFs9 


Für  das  erste  Integral  ist    dann  die  Ebene  der  zweiten  Endfläche 
des  Cylinders: 

C   l  —  (y  -  v)  cos  y  —  (z  -  w)  cos  ß    oder 

*   %  -  (y  —  v)cosy-t-(z  —  u>)cosß 

und  nach  Division  mit 

Videos3/*  +  cos*y  —  Vl  +  sin** 

in  der  Normalform 

1  cosy  ,        cos/3       .        x    n 

18a)    7n^-iTTT^°(»~v)+:m^i'~°) 
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Es  ist  also  auch  hier 

19a)  cos x  =  -7=  ,    also    tgr— sin« 

Vl+sm*« 

and  wenn  man  in  der  Gleichung  der  Ebene   £  —  0   setzt,  so  erhält 
man  für  ihre  Spur  in  der  FZ-Ebene: 

20a)  y-=?_ml 

z  —  w       cosy 
Für  die  durch  Punkt  A(uy  v,  w)  gehende  Drehachse  hat  man: 

x_-u  =  y-^        z-u, 
cos  a       cos  p        cos  y 

also  für  die  Projection  der  Achse  auf  die  KZ-Ebene: 

y  —  v       cos  f 


22a) 


— w       cos  y 


was  wieder  gleichlautend  ist  mit  20a).  Die  Grössen  u,  v,  w  sind 
also  in  Bezug  auf  den  Wortlaut  des  obigen  allgemeinen  Satzes  ganz 
ohne  Einfluss. 

Für  die  Anwendung  der  gefundenen  Regeln  ist  es  nicht  unwich- 
tig, zu  beachten,  dass  wenn  Feine  ebene  Fläche  ist,  die  Projec- 
tionen  des  Schwerpunkts  von  F  mit  den  Schwerpunkten  der  Pro- 
jectionen  von  F  zusammenfallen.  —  Uebrigens  kann  man  die  drei 
Cyiinder  auch  so  auffassen:  Man  verschiebe  dieselben  in  sich  selbst 
parallel  ihren  Seiten,  d.  i.  parallel  ihren  Goordinatenachsen,  so  dass 
die  eine  Endfläche  jedes  Mal  in  die  Fläche  F  fällt.  Als  Beispiel 
diene  wieder  der  Cyiinder  parallel  der  X-Achse,  also  das  erste  Inte- 
gral in  der  allgemeinen  Gleichung  16a).  Dem  Punkt  P(g,  y,  z)  in 
der  in  F  liegenden  Endfläche  des  Cylinders  entspricht  dann  in  der 
andern  Endfläche  ein  Punkt,  dessen  Coordinaten  x  — ((y  —  v)cosy 
—  (z  —  w)  cos  ß),  y  und  z  sind.  Nennt  man  diese  Coordinaten  £,  y 
und  *,  so  ist  demnach  die  Gleichung  der  zweiten  Endfläche: 

j  =  x  —  ((y  —  v)  cos  y — (*— to)  cos  ß) 

aus  der  man  x  mit  Hülfe  der  Gleichung  von  F  beseitigen  kann,  so 
dass  dann  eine  Gleichung  zwischen  y,  y  und  z  übrig  bleibt.  Ist  F 
eine  ebene  Fläche  von  endlicher  Grösse  mit  der  Gleichung  1),  so  ist 

(cos  fl         cos  v         p    \ 
cos  ly  "*~  cos  A*~  cos  kj 
also: 
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COS  iL  .  j  +  (C08fA+C08y  •  C08A)y-J-(C08V — COS ß CO*  1)m 

-(f+(wC08y-»C08*ftC0Bi)  —  0 

Aehnlich  wie  früher,  kann  man  auch  diese  Gleichung  weiter  ver- 
folgen; to  ist  es  z.  B.  interessant,  dass,  wenn  u,  v  und* null  sind, 
also  die  Drehachse  durch  den  Anfangspunkt  geht,  die  X-Achse  ton 
dieser  Ebene  und  von  F  in  demselben  Punkt 


J  — 


C08  l 


geschnitten  wird;  praktisches  Interesse  hat  indessen  die  weitere 
Untersuchung  nicht. 

Setzt  man  in  Gleichung  16a)  nach  einander 

«  —  0,    ß  -*  0,    y  —  0 

so  werden  in  jedem  Falle  die  beiden  andern  Winkel  der  Drehachse 
mit  den  Coordinatenachsen  gleich  90°  und  die  Drehachse  fällt  nach 
einander  zusammen  mit  der  X-,  F-,  Z- Achse.  Die  Gleichung  er- 
giebt  für  diese  einzelnen  Fälle: 

er  —  0,  Drehachse  parallel  zur  -X-Achse 

F*=  i  ff \z-u>)d*FsM—*  ff (y-t>)d*Fs* 


23) 


0  —  0,  Drehachse  parallel  zur  Y- Achse 

Vy  -  iff{x-u)d*Fsy—dff(z-w)d'*9, 

y  —  o,  Drehachse  parallel  zur  Z- Achse 

V,  -  *  ff \y-v)*Fn,-d  ff (x-wtfFj, 

Aus  diesen  Formeln  ist  der  folgende  Satz  zu  entnehmen: 

„Dreht  sich  eine  beliebige  begrenzte  Fläche  F  um  eine 
„beliebige  feste  Achse  um  einen  unendlichen  Winkel  £,  so 
„ist  das  beschriebene  Volumen  gleich  der  Differenz  der- 
jenigen einzeln  nach  der  einfachen  Guldin'schen  Regel 
„zu  bestimmenden  Volumina,  welche  die  Projectionen  von 
„F  auf  zwei  beliebige  durch  die  Drehachse  gelegte  und  zu 
„einander  normale  Ebenen  beschrieben,  wenn  sie  dieselbe 
„Drehung  6  ausfahren.  Welchem  Teil  hierbei  das  Vor- 
zeichen plus  zukommt,  ist  aus  den  Formeln  23)  zu  ent- 
nehmen.   Bei  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  einzelnen 


„Teile  kann  neb  diese  Differenz  in  besonderen  Fällen  in 
„eine  (positive  oder  negative)  Summe  verwandeln." 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  23)  den  Drehwinkel  &  als  un- 
endlich klein  an,  so  bat  man  statt  Vi,  P„  V,  in  setzen:  dP«,  dVw 
dV,.  Mnltiplicirt  man  dann  die  Gleichungen  nach  einander  mit 
coso,  eosfl,  coay  und  faast  die  Factoren  dc.osa,  Scosß,  deosy  als 
Drehwinkel  rar  die  einzelnen  Achsen  JC,  Y,  Z  auf,  für  welche  die 
entsprechenden  kleinen  Drehungen  nach  einander  auszuführen  sind, 
so  kann  man  aus  dem  Umstand,  dass  die  Summe  der  drei  Gleichungen 
wieder  die  Gleichung  16a)  für  unendlich  kleines  i  ergiebt,  folgenden 
Satz  entnehmen: 


„Dreht  sich  eine  beliebige  Flache  F  um  eine  beliebige 
„Achse  AAt(*ßy)  nm  einen  unendlich  kleinen  Winkel  8, 
„so  kann  bezüglich  des  bei  dieser  Drehung  beschriebenen 
„Volumens  dieselbe  ersetzt  werden  durch  die  beliebig  auf 
„einander  folgenden  Drehungen  derselben  Flache  nm  drei 
„parallel  zu  den  Coordinatenachsen  X,  Y,  Z  durch  einen 
„beliebigen  Funkt  A  der  Achse  AAy  gezogene  gerade 
„Linien,  bzhw.  nm  die  Winkel  d  .  coso,  d  .  maß,  S  ,  cos/; 
„letztere  sind  die  Projectioaen  einer  auf  der  Drehachse 
„gemessenen  Strecke  d  auf  die  Coordinatenachsen." 

Das  ist  offenbar  eine  Wiederholung  der  in  §  4.,  Seite  258—260 
bezüglich  der  Drehung  nm  zwei  sich  schneidende  Achsen  ermittelten 
Gesetzes  und  wesentlich  mit  dem  dort  Gesagten  gleichbedeutend  *). 


")  Anmerkung.  Die  Gleichung  16a)  laut  sieh  auf  folgende  Form 
bringen,  welche  beide  auch  für  endliche  Werte  von  9  gellen,  wenn  man  die 
ei  meinen  in  Frage  kommenden  Drehungen  jede«  Hai  aof  dieselbe  Anfangiligo 
der  Flache  Fund  ihrer  Projektionen  beliebt: 

Id  .  COSD  /  /  (»-wJd'Jlj — d  .  COBB  /  / 
+S  cosö  ff{*-u)#F„-8  .  cos?  fj 
+S  .  cosy  /  /  (y  -v)ä*Er,—a  .  co&y    f    j 
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Als  besonderer  Fall  soll  nun  noch  derjenige  bezeichnet  werden, 
wo  sich  eine  ebene  Flache  F,  deren  Ebene  wie  in  Gleichung  1) 

COS*  .  a-\- C0Sf(  .  y+COS»"  M—p  =  0 

sei,   um  eine  der  Coordinatenachsen ,  etwa  um   die  .Z-Achse  dreht. 
Da  für  diesen  Fall 

r  =  0,    o  —  ß  —  90° 

so  ist,  wenn  wieder  x1y1t1  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  von  >" 
sind,  nach  Gleichung  14) 

24)  F  —  9(Vl  .  coBl— x,  .  cob(i)F 

—  9{y.F„  —  *i  ■  F„ 


|+..*,/y— i-^i»-)-'  .,,,„  j 

DU  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  folgende; 
In  Gleichung   a)  sind 

3  ■  cos  u,    S  .  co'iß    nnd    o*  .  cos  j> 

die  Projektionen  einer  auf  der  Drehachse  .dA,  abgetragenen  Lange  8  auf  die 
drei  Coordinaten- Achsen,  bihw.  anf  drei  gerade  Linien,  welche  parallel  ib 
denselben  durch  den  Punkt  A(u,  n,  to)  gezogen  sind.  Ferner  sind  bei- 
spielsweise d*FxM  nnd  tPFgy  die  Projeclionen  von  d*F  anf  iwei  dnreb 
den  Punkt  A  parallel  aar  XZ-  und  XY-Ebene  gelegte  Ebenen,  nnd 

9  .  C0B«(s  —  tc)d*F;t,  —  i  .  cosa(y —  eJ^F^ 
ist  die  Dinaren!  der  Volumina,  welche  beschrieben  werden,  wenn  lieb  dieselbe 
beiden  Projectionen  nm  einen  Winkel  9  .  coin  drehen  nm  einen  durch  den 
Punkt  A  parallel  snr  X-Achse  gesogene  gerade  Linie  als  Drehachse.  Die 
Doppel- Integrale  bestehen  sich  auf  die  Integrationen  der  ganzen  Flache  F, 
nnd  man  kann  die  eimelnen  Summanden  der  Gleichnng  a)  offenbar  nach  der 
•tafuW»  rc.,M:.,>»*nea  Hcg.i  (auf  graphischem  Wege)  bestimmen, 
g  b)  sind 

5  .  sin  o,     9  .  Bin  ß,     3  .  b\  n  y 
ler  auf  der  Drehachse  AA,   abgetragenen  Lange  3  auf  die 
enen  YZ:  XZ  und  XY.     Die  Gleichungen  der  Projectionen 
die  Coordinaten- Ebenen,    bshw.    die   Gleichungen  der  ent- 
enden  Ebenen  sind: 
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Die  drei  auf  Seite  345—347  und  auf  Seite  350—351  abgelei- 
teten allgemeinen  Sätze  gelten  natürlich  auch  in  diesem  besondern 
Falle  und  bedürfen  keiner  nenen  Begründung.  —  Giebt  man  der 
Ebene  F  eine  solche  Lage,  dass  sie  normal  steht  zu  einer  der  beiden 
Goordinaten-Ebenen  XZnnd  YZ^  z.  B.  zu  XZ,  dann  ist  ihre  Glei- 
chung: 

25)  cosA  .  gcosp  .  y  -f-cosv  .  z—p  =  0 

d.  h.  es  ist 

cos  f»  —  0,    weil    (t  —  90°,    also  auch    Fx*  —  0 
Unter  diesen  Umständen  geht  Gleichung  24)  über  in 


x — u      y —  v      »—«? 
cos  «  ""  cos  ß  ""  cos  y 

Hieraus  folgt  also  beispielsweise  für  die  Projection  der  Drehachse  auf  die 
YZ-Ebene  und  für  die  entsprechende  projicirende  Ebene  die  Gleichung 

(y—  t?)COSy  —  (z  —  w)C0Sß  —  0 

oder,  indem  man  durch 

VcosV+  cos*y  —  Vi  —  cos*«  =  sin  et 


teilt: 


cos  y  cos  ß 


sin  a  '  sm  a 

Als  Gleichung  der  projicirenden  Ebene  aufgefasst,  ist  das  die  Normalform 
dieser  Gleichung  Sind  Dnnx„y„  zx  die  Coordinaten  des  Punktes  Pl%  an 
dem  das  Flächenclement  d*F  liegt,  so  ist 

(t/i  ~~ v) cos  y  ~"  («l  —~w)  co*ß 

sinor 

der  Abstand  des  Punktes  Pk  ron  jener  Ebene,  mithin  auch  der  Abstand  der 
Projection  d*Fyt  von  der  Projection  der  Drehachse  auf  die  YZ-Ebene.  Hier- 
aus ergiebt  sich  nun,  dass  in  Gleichung  b)  der  Ausdruck 

i .  sina((v-»)cosr-(*-u>)co*ß\  dS 

\  sin  er  / 

dasjenige  Volumen  ist,  welches  die  Projection  d*FyM  des  Fläcbenelements  d*F 
(mit  den  Coordinaten  x,  y,  *)  beschreibt,  wenn  es  sich  um  einen  Winkel 
£.sina  dreht  um  die  Projection  der  ursprünglichen  Drehachse  AAX  auf  die 
YZ-Ebene  als  neuer  Drehachse.  Die  Doppel- Integrale  beziehen  sich  auf  die 
Projectionen  der  ganxen  Fläche  F,  und  man  kann  die  einseinen  Summanden 
der  Gleichung  b)  auch  hier  nach  der  einfachen  Guldin'schen  Regel  bestimmen. 

Die  beiden  Formeln  a)  und  b)  zeigen  also  wie  die  allgemeinste  Form  der 
Drehung  einer  beliebigen  Fläche  F  um  eine  beliebige  Achse  bezüglich  der  Be- 
stimmung des  beschriebenen  Volumens  behandelt  werden  kann  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  einfachen  Guldin'schen  Regel  für  die  Projectionen  der 
Fläche  F. 


Area,  d.  Math.  n.  Phys.    2.  Reih«,  T.  Uli. 
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26)  F=  ö  .  cosA  .  yxF  =  8  .  yx  .  FcosX 

Hierin  ist  yt  .  F  das  Moment  ersten  Grades  der  ebenen  Fläche  F  in 
Bezug  anf  die  Gerade,  in  der  ihre  Ebene  diejenige  Coordinaten- 
Ebene  schneidet,  zu  der  sie  normal  steht.  Jede  Verschiebung  oder 
Drehung  der  Fläche  F  in  ihrer  Ebene,  die  an  diesem  Momente 
nichts  ändert,  d.  h.  al60  so,  dass  der  Schwerpunkt  sich  auf  einer  ur- 
sprünglich zur  JTZ-Ebene  parallelen  Geraden  bewegt,  ist  auf  das 
Volumen  V  ohne  Einfluss;  natürlich  darf  diese  Verschiebung  des 
Schwerpunkts  auf  der  vorgezeichneten  Linie  auch  während  der 
Drehung  ö  erfolgen. 

Giebt  man  der  Ebene  F der  rotirenden  Fläche  Feine  solche  Lage, 
dass  sie  parallel  wird  zur  Drehachse  £,  so  ist  ihre  Gleichung 

27)  cos*  .  aj+cosf*  .  y—  p  —  0 

d.  h.  es  ist  cos  v  =  0,  weil  v  —  90°  ist.  Da  aber  v  in  Gleichung 
24)  nicht  vorkommt,  so  wird  diese  Gleichung  dadurch  nicht  beein- 
flusst;  man  kann  indessen  diesem  Falle  in  folgender  Weise  eine  in- 
teressante Seite  abgewinnen.  Legt  man  auch  hier,  wie  im  vorigen 
Falle,  die  Ebene  F  normal  zur  XZ-Ebene,  so  wird  ihre  Gleichung 

27)  cos*.«—  p=0 

d.  h.  es  wird  auch  cosfi  —  0,  weil  p  —  90°,  und  da  ausserdem  schon 
cosv  =  0,  so  muss  cos*  —  1  sein,  so  dass 

28)  *  — |>  —  0 
Aus  Gleichung  24)  wird  nun: 

29)  V  —  8  .  yx  .  F=  8  .  yt  .  Fyt 

offenbar  sind  auch  F  und  FyB  jetzt  congruent  An  dem  Resultat 
fällt  auf,  dass  die  Grösse  p  ganz  ohne  Einfluss  ist,  also  beliebig 
gross  oder  klein  und  auch  null  sein  kann,  und  man  sieht,  dass  man 
es  mit  einer  Wiederholung  des  auf  Seite  250  bereits  abgeleiteten 
Satzes  zu  tun  hat  Derselbe  gestattet  nun  aber  auf  Grund  der  bis- 
herigen Betrachtungen  eine  erhebliche  Erweiterung.  Nach  Gleichung 
26)  ist  nämlich  das  Volumen  V  als  Product  aus  den  Factoren  d,  yv 
F  und  cosA.  Jede  Verschiebung  oder  Drehung,  welche  man  mit  der 
Fläche  F  im  Räume  vor  ihrer  Rotation  vornimmt,  ändert  an  dem 
Wert  von  V  nichts,  sofern  die  Grössen  yx ,  F  und  cosA  dadurch 
nicht  geändert  werden  \  auch  eine  Formänderung  von  F  ist  gestattet, 
wenn  nur  ihre  Flächengrösse  und  die  Lage  ihres  Schwerpunkts  da- 
durch nicht  verändert  werden.    Man  hat  also  folgenden  Satz: 
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.,Eine  beliebig  geformte  und  belegene  ebene  Fläche  F 
„drehe  sich  nm  eine  feste  Achse  am  einen  endlichen 
„Winkel  9i  legt  man  dann  durch  die  Drehachse  eine  Ebene 
„£  normal  zn  F  und  durch  den  Schwerpunkt  der  Fläche 
„eine  Ebene  Et  parallel  zu  E,  so  kann  man  dem  Schwer- 
punkt in  dieser  Ebene  Et  vor  der  Drehung  um  die  feste 
„Achse  eine  beliebige  Lage  anweisen,  auch  die  Fläche  um 
„ihren  Schwerpunkt  drehen  oder,  unter  Wahrung  ihrer 
„Grösse,  ihre  Form  ändern,  ohne  dass  dadurch  das  bei  der 
„Rotation  um  die  feste  Achse  beschriebene  Volumen  be- 
,.einflusst  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  Ebene  von  F  stets 
„zu  der  ursprünglich  gegebenen  Lage  parallel  bleibt  Auch 
„während  der  Drehung  können,  unter  Aufrechthaltung  der 
„Bedingungen,  Verschiebungen  der  Fläche  F  in  ihrer  Ebene 
„erfolgen.  —  Eine  fernere  Erweiterung,  unter  entsprechen- 
der Abänderung  dieser  Bedingungen,  ist  noch  nach  der 
„Richtung  hin  möglich ,  dass  die  Fläche  F  während  ihrer 
„Drehung  um  die  feste  Achse  auch  noch  Drehungen  er- 
leiden darf  um  Achsen,  die  der  festen  parallel  sind  und 
„durch  den  Schwerpunkt  der  Fläche  gehen,  da  bei  diesen 
,  letzteren  Drehungen  algebraisch  ein  Volumen  gleich  null 
„beschrieben  wird  (Formel  26)". 

Es  bleibt  mir  nun  noch  übrig,  einige  Betrachtungen  anzustellen 
über  den  Meridianschnitt  der  von  der  Randcurve  L  der  Fläche 
E  bei  der  Drehung  der  letzteren  beschriebenen  Ringfläche,  die  ich 
indessen  bei  der  Hauptsache  auf  den  Fall  beschränken  will,  wo  eine 
der  Coordinaten- Achsen,  etwa  die  Z-Achse,  Drehachse  ist. 

Man  kann  sich  den  Meridianschnitt  in  zweierlei  Weise  entstan- 
den denken: 

1)  Eine  durch  die  Drehachse  gelegte  Ebene  drehe  sich  um 
diese  Achse,  bis  sie  alle  Punkte  der  ruhenden  Fläche  F  getroffen 
hat;  dann  bilden  die  Spuren  der  einzelnen  Punkte  der  Randcurre 
L  den  Meridianschnitt  M  der  Ringfläche,  denn  alle  ausserhalb  dieser 
Curve  liegenden  Teile  der  Ebene,  welche  etwa  getroffen  werden, 
werden  ebenso  oft  von  positiven  wie  von  negativen  Flächenteilen 
getroffen  und  fallen  daher  aus,  während  alle  innerhalb  der  Curve  M 

liegenden  Teile  der  Ebene  ein  Mal  mehr  von   \    ^^  ö  }  al*  von 

inortiven  I   teilen  ^or  Ebene  F  getroffen   und  dementsprechend 
in  der  Fläche  von  M  mit  dem  Vorzeichen  ±  zur  Geltung  kommen. 

as» 
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2)  Man  lege  durch  die  einzelnen  Punkte  der  Fläche  F  Kreise, 
deren  Ebenen  zur  Z- Achse  normal  stehen.  Die  der  Randcurve  L 
entsprechenden  Kreise  legen  in  ihren  Schnittpunkten  mit  einer  durch 
die  Z-Achse  gelegten  Ebene  in  dieser  den  Meridianschnitt  M  der 
Ringfläche  fest.  Alle  ausserhalb  M  die  Ebene  treffenden  Kreise 
treffen  die  Fläche  F  eben  so  oft  in  positiven  und  negativen  Teilen 
und  fallen  daher  aus,  sodass  nur  die  innerhalb  M  liegenden  Teile 
mit  dem  Vorzeichen  plus  oder  minus  für  die  Fläche  von  M  übrig 
bleiben. 

Bezeichnet  nun  in  Fig.  15  die  Linie  OR  die  zur  JTP-Ebene 
senkrechte  Ebene  des  Meridianschnitts,  und  sind  oj,  y,  *  die  Coordi- 
naten  eines  beliebigen  Punktes  P  der  Fläche  F  (oder  der  Rand- 
curve L)y  r  und  «  die  im  System  RZ  genommenen  Coordinaten  des 
entsprechenden  Punktes  Pm  des  Meridianschnittes,  so  ist 

30)  r  —  V^HV,    *-« 
Sind  nun 

31)  *-?>(*),    y-if«  (L. 

wo  q>  und  y  Functionsbezeichnungen  sind,  die  Gleichungen  von  L, 
so  ist 

32)  r-y(9M)»+M3F  (M. 
die  Gleichung  des  Meridianschnitts  M  im  System  BZ. 

Für  das  Volumen   V.  berechnet  aus  dem  Meridianschnitt,  hat 
man  einfach: 


33) 


V  —  d  f  r  r  .  dr  .  d* 


Als  Flächenelement  von  M  steht  hierin  das  elementare  Rechteck 
dr  .  <k,  dessen  Seiten  dr  und  dz  man  sich  in  beliebigem  Verhältnis 
zu  einander  stehend  denken  kann;  die  Integrale,  für  deren  Losung 
die  Gleichung  32)  erforderlich  ist,  sind  über  die  ganze  Fläche  M 
auszudehnen.  Man  kann  statt  dessen  auch  das  Integral  zerlegen 
in  zwei  andere  und  sich  für  deren  Lösung  der  Gleichungen  31)  be- 
dienen. Das  setzt  dann  voraus,  dass  dr  der  Gleichung  30)  genüge, 
aus  der  man  durch  Differentiiren  erhält: 

34)  dr  =  -  .  da  +  *  .  d y 

wodurch  Gleichung  33)  übergeht  in 
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35) 


F—  dl  I  y  .  iy  .  rfr+d  I  I  x     <**    * 


Diese  Formel  scheint  in  einem  gewissen  Widersprach  zu  stehen  mit 
den  Formeln  23);  dort  tritt  V  als  eine  Differenz  auf,  hier  ist  es 
eine  Summe.  Ein  wesentlicher  Unterschied  kann  natürlich  nicht 
forhanden  sein,  nnd  jener  scheinbare  Widersprach  ist  auch  leicht 
aufzuklären. 

Legt  man  durch  die  ersten  drei  von  den  vier  Punkten,  welche 
folgende  Coordinaten  haben  (vergl.  Fig.  15): 

P')      «+^»,     y,  x  +  J*g 

P")     *,  y  +  Jy,     m+J*, 

Pm)    x+Jx,    y-\-Jy,     %-\- 4%x-\~  4*v 

eine  Ebene,  so  liegt  auch  der  vierte  Punkt  in  dieser  Ebene.  Liegen 
die  ersten  drei  Punkte  ausserdem  in  der  Flache  Fy  so  wird  das  im 
Allgemeinen  für  den  4ten  Punkt  nicht  zutreffen;  er  rückt  ihr  aber, 
wenn  man  Jx  in  dz,  Jy  in  dy  übergehen  lässt*),  so  nahe,  dass 
er  höchstens  um  eine  unendlich!  kleine  Strecke  2ter  Ordnung  von 
ihr  entfernt  ist,  also  für  den  vorliegenden  Zweck  ebenfalls  als  in 
die  Fläche  F  fallend  betrachtet  werden  darf.  Dementsprechend  be- 
dient man  sich  denn  auch  des  Inhalts  des  durch  jene  vier  Punkte 
bestimmten,  geradlinig  begrenzten  Vierecks  als  Flächenelement  d*F 
für  dx  — ■  dx    und    dy  =  dy 

Der  Inhalt  des  Elements  ist  der  Grenzwert  des  Ausdrucks : 

36)  y(Jx  .  Jy)*+(Jy  .  Jz,)*+(Jx .  J»0)* 

also: 

nnd  seine  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  sind  (vergl.  Seite 
239,  Gleichung  8): 


•)  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  die  durch  P,  P*,  nnd  P"  gelegte 
Ebene  snr  Bertthrungeebene  an  die  Flache  F  für  den  Punkt  P\  ihre 
Gleichung  ist  bekanntlich: 

5<i— >+§>-»> -<a—>-o 

In  besonderen  Fallen  tritt  diete  Gleichung  an  die  Stelle  der  Gleichung  2). 
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dPFxy  —  dx  .  dy 

37)|  \  d*Fxg  ™  *  '  dy  '  fy 

<PFyM  =-  dx  .  dy  .  g^ 

Legt  man  nun,  entsprechend  der  unter  1)  bezeichneten  Entstehung^ 
art  des  Meridianschnitts,  durch  die  Z-Achse  und  den  Punkt  P  eine 
Ebene,  so  projiciren  sich  die  oben  genannten  vier  Punkte  auf  diese 
Ebene  mit  folgenden  Coordinaten 

P»)  r%  % 

Pnr)  r-j-^a: .  COSy,  »-\-4zx 

Pu")  r+Jy.  sin  t|>,  z  +  Jzy 

Pnm)  r-\-Jx  .  cosip+^y  .  siny.  z-^-Jzx  +  Jty 

Der  Inhalt  des  Vierecks  mit  diesen  Tier  Eckpunkten  ist: 

d*Fn  =  dy  .  d*x  .  sin  ty  —  dx  .  Jz¥  .  cos  ty 

y  xr 

—  Jy  .  Jzx  . dx  •  d*g  • 

9  r 

Macht  man  nun 

Jx  =  dx    und    ^y  =  dy 

so  wird  hieraus  das  dem  Flächenelement  d*F  der  Fläche  F  ent- 
sprechende Element  der  Fläche  des  Meridianschnitts  M: 

33)     d»F«  —  "-.dx.dy  .  ^  —  -  .  de  .  rfy  .  g- 

-  «  .  **„-?  .  d*„    (vei*l.  Gleichung  37) 

Wird  das  mit  ri  multiplicirt  und  dann  integrirt,  so  erhält  man  wie 
früher: 


39)     F=  8  Cfr  .  <PFm  —  iJJv  •  *Fw 


-'//•  ■ 


«Mi.  ♦) 


*)  Anmerkung.  Man  hitto  von  vornherein  auch  der  hier  benoteten 
Ableitung  der  Gleichung  39)  beginnen  und  aus  ihr  mit  Benutiung  des  Satzes 
über  dio  Zusammensetzung  von  Drehungen  um  eich  schneidende  Achsen  (Seite 

-259)  die  allgemeine  Gleichung  15)  entwickeln  können  (vergl.  Seite  351). 
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Der  Unterschied  gegen  Gleichung  35)  liegt  also  lediglich  in  der 
Wahl  des  Fläcbenelements  der  Fläche  Jf,  welches  man  an  und  für 
sieb  beliebig  geformt  denken  kann,  wenn  mau  nur  Sorge  trägt,  dass 
die  Integrationen  sich  wirklich  auf  die  ganze  Fläche  erstrecken. 

Uebrigens  wnrde  schon  in  dem  Satze  auf  Seite  360—351  er- 
wähnt, dass  die  Differenzen  in  Oleichnng  23)  in  besondern  Fallen 
sich  in  Summen  verwandeln  könnten;  hierzu  ein  Beispiet; 

Die  positive  Richtuag  der  Normalen  der  Tangentialebene  an 
die  Fläche  F  bilde  innerhalb  einer  gewissen  Begrenzung  der  letzteren 
mit  der  positiven  .X-Achse  einen  stumpfen,  mit  den  beiden  andern 
Achsen  einen  spitzen  Winkel,  dann  ist  in  der  Tangentiol-Ebene  für 
F,  d.  h.  also  in  der  Gleichung  (vergl.  die  Anmerkung  Seite  357) 

40)  cosA  .  i+cosf* .  y  +  cosv  .z— p  — 0  (d'F. 
fär  den  fraglichen  Teil  von  F*. 

41)  C08l<;0,     COBJ*>0,     cosv>0 
Ans  Gleichung  41)  folgt  nun : 

/3a  COS  1^ 


42) 
also: 


-y>0 
)  8« eoBjt 


,    by  COS  V 


<0 


43,  üÄ._«2t*.  ykdxdyJr^±.  ;.*„, 

'  cos  v      r  *  '    cos  v      r  * 

Fär  den  in  Rede  stehenden  Teil  von  F  ist  also: 

«)    r--c-51 

'  COS 


-i-\/yv**+=w/-** 


nnd  in  dieser  Gleichung  sind  rechts  beide  Summ 
wurden  negativ  sein  mit  cosi  >>  0,  cosn  <C  0. 

Anhang.  Anf  Seite  262  wurde  bereits 
Grosse  des  Volumens  V  unabhängig  ist  von  de 
F,  welche  die  Randcnrve  L  schliesst,  dass  ma 
beliebige  andere  Fläche  ersetzen  kann,  und  das 
satzfläche  eine  Regelfläche  sei.  Letztere  kann  i 
Vereinfachung  stets  so  constmirt  denken,  dass 
normal  zur  Drehachse  sind,  nnd  das  legt  dann 
der  Gleichung  dieser  Fläche,  deren  Kenntnis»  i 
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x  —  u       z — w     y —  v       z — 10 


16) 


cos  et       cos  y'     cos  ß      cos  y 


Jeder  Punkt  von  L  beschreibt  bei  der  Drehung  um  die  Achse 
einen  Kreis,  den  man  ansehen  kann  als  den  Durchschnitt  einer  zur 
Drehachse  normalen  Ebene  mit  einer  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  Drehachse  im  Punkte  A  liegt.  Die  Gleichungen  dieser  beiden 
Flächen  sind  von  der  Form 

17)  COS«  .  S  +  CO80  .  y-f-cosy(«)  —  q  —  0 

18)  (Ä_,0i.f  (y_-,,)i  +  (,_«,)l  -  Q* 

die  Grössen  q  und  q*  sind  Parameter.  Sind  xJy1z1  die  Coordinaten 
eines  Punktes  Pt  von  L,  so  müssen  die  4  Gleichungen  15),  17)  und 

18)  richtig  bleiben,  wenn  man  in  denselben 

setzt  Geschieht  das,  so  erhält  man  4  Gleichungen,  in  denen  ausser 
xv  &>  2n  2  und  Q*  nur  die  constanten  Grössen  u,  v,  w  und  «,  ß,  y 
vorkommen.  Entfernt  man  aus  denselben  xx ,  yt  und  zk ,  so  bleibt 
eine  Beziehung  übrig  zwischen  q  und  p*  (und  jenen  Constanten), 
etwa: 

19)  q  -  /V) 

Diese  Gleichung  schreibt  die  Bedingung  vor,  welche  die  Gleichungen 
17)  und  18)  erfüllen  müssen,  wenn  ihr  Schnittkreis  die  Randcurve 
L  treffen,  also  auch  in  der  fraglichen  Ringfläche  liegen  soll.  Ent- 
fernt man  demnach  aus  den  Gleichungen  17),  18)  und  19)  die  Grössen 
q  und  ?',  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Ringfläche: 

20)  cos«  .  aj+cos/3  y+cosy  .  z  =  f((x  —  t*)*  +  (y— »)*+(*  —  »)*) 
Ist  die  Z-Achse  Drehachse,  also 

a  —  ß  =  90°,    y  —  0    und    u  —  v  —  to  —  0 
so  erhält  man  einfacher: 

21)  * -/(**+**+**) 

Für  diesen  Fall  kann  man  aber  eine  noch  einfachere  Form  finden, 
indem  man  an  die  Stelle  der  Gleichungen  17)  und  18)  die  folgenden 
setzt: 

17a)  *«g  =  0 

>  X*+  y»  -  Q* 
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durch  welche  der  von  irgend  einem  Punkt  von  L  beschriebene  Kreis 
in  diesem  Fall  ebenfalls  festgelegt  wird;  17a)  stellt  eine  zur  XY- 
Ebene  parallele  Ebene,  17b)  einen  zu  ihr  normalen  Ereiscylinder 
dar.  Aus  den  4  Gleichungen  15),  17a)  und  18a)  folge  jetzt  in  der 
oben  durchgeführten  Weise,  indem  man  überall 

X  =  Xlf      y  -o  y±      und      3=*! 

setzt  und  dann  diese  Grössen  ausscheidet: 

19a)  q  -  /i  (<,*) 

Diese  Gleichung  liefert  dann  mit  den  beiden  vorigen  durch  Aus- 
scheidung von  q  und  q*  die  einfachere  Form: 

21a)  *-/i(*MV) 

Die  Gleichungen  20),  21)  und  21a)  stellen  natürlich  auch  die  all  - 
meine  Gleichung  einer  Umdrehungsfläche,  nicht  nur  die- 
jenige einer  Ringfläche  dar,  d.  h.  es  ist  nicht  erforderlich,  dass  die 
Curve  L  (Gleichung  15))  geschlossen  sei,  wenn  es  sich  nicht  um 
die  Randcurve  L  einer  Fläche  F  handelt. 

Aus  der  Gleichung  20)  kann  man  mit  Hülfe  von  Differential- 
Operati  onen  die  allgemein  nicht  näher  zu  bezeichnende  Function  f 
ausscheiden  und  dadurch  zu  einer  charakteristischen  Gleichung  für 
alle  Umdrehungsflächen  gelangen.  Differentiirt  man  nämlich  die 
Gleichung  20)  teilweise,  erst  nach  x  und  *,  dann  nach  y  und  *,  so 
erhält  man: 

cosa+cosy  .  |j-  (2(x-u)  +  2(z-w)d^fi((x--u)*+(y--v)* 

+  (•-«)«) 

cos0+cosy  .  Jj  =  (2(y-v)  +2(z-w)  ^)  /*((•- •)*+(,-,)» 

+  (*-")«) 

Teilt  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander,  so  erhält  man 
nach  einer  einfachen  Umformung: 

W)    ((y— »)cosy— (#— uOcos/3)—  ^  -f  ((«— t0)cosa— (a>— u)cosy)  tt 

— (aj-tt)cos0— (y-v)co*a)  =  0 

Dieser  Gleichung,  in  der  «,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punkts  der  Fläche  sind,  muss  jede  Umdrehungsfläche  genügen,  deren 
Achse  durch  den  Punkt  A(u,  0,  w)  geht  und  mit  den  Goordinaten- 
Achsen  die  Winkel  a,  ß,  y  bildet. 
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nach  einander  stattfindend  in  die  Rechnung  einführen  kann;  daraas 
ergiebt  sich  dann,  wenn  die  Drehachse  AAt  wieder  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  A(u,  v,  w)  geht  und  mit  den  Coordinaten- Achsen  die 
Winkel  a,  0,  y  bildet,  für  das  Ton  d*F  beschriebene  Volumen  (vergl. 
§  4,  Gl.  10)  und  12)  und  §  6.,  Gleichung  13),  auch  Gleichung  16a)): 

(coso  .  cosA-j-cos*/3  .  cos^+cosy  .  cos  v)d*F .  da 
3)  d3F—  ;  +(((y— t?)cosy  — (a— t*)cos0  cosA 

+((*  —  w)  C08<*  —  (x— tt)COB  y)  C08  f* 

+((« — u)  cos  /S — (y — «)  cos  a)  cos  v)d?Fd  6 

oder,  indem  man  die  Projectionen  von  d*F  auf  die  Coordinaten- 
ebenen  einführt: 

(COS«  .  c**.Fyf-J-CO80  .  d*F*t+  cosy  .  <JpFiy)d6 

4)  a*F-.;  +Wy-*)C08r— (*— «Ocoafld1*^- 

+((*  —  v)cos  «  —  (x  —  w)  cos y)  c?Fyt 
+((<c  —  u)  COS 0  —  (y  —  v)  COS  «)  d%Fxv)&F 

In  diesen  Formeln  sind  g,  y,  2  die  Coordinaten  des  Flächenelements 
&F;  ist  -F  eben,  so  kann  man  wie  früher  statt  d?F  gleich  die  ganze 
Fläche  Feinführen  und  dementsprechend  dV  an  die  Stelle  von  <2*P 
treten  lassen,  wenn  man  unter  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts von  F  versteht  (Seite  242—244). 

Von  der  Fläche  F  interessirt  in  letzter  Linie  nur  ihre  Rand- 
curve  X,  deren  Gleichungen  auf  Seite  356,  Gleichung*31),  durch 

x  —  ?>(*),     y  =  y,(») 

auf  Seite  362,  Gleichung  15),  durch 

*i(«,  y,  *)  =  0,    F%(x,  y,  *)  =  0 

angedeutet  wurden.  Diese  Gleichungen  müssen  unter  allen  Umstän- 
den die  Grenzen  der  auf  <PF  bezüglichen  Schlussintegrale  liefern, 
wenn  es  sich  um  eine  endliche  Gesamtbewegung  von  F  handelt,  und 

/  /  /  d*V%  d.  i.  das  Volumen  bestimmt  werden  soll,  welches  Fvon 

einer  gegebenen  Anfangslage  aus  bis  zu  einer  bestimmten  Endlage 
hin  beschreibt  Dabei  kann  man,  soweit  es  erforderlich  erscheint 
und  die  Vorstellung  erleichtert,  die  Winkel  A,  p  und  v  auf  die  in 
dem  Anhange  zu  §  6.  auf  Seite  359  bis  361  behandelte  Regelfläche 
oder  auf  irgend  eine  Fläche,  die  man  als  Schlussfläche  der  Rand- 
curve  L  an  die  Stelle  von  F  setzen  will,  beziehen. 
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Die  oben  angedeuteten  Gleichungen  der  Ranmcnrve  L  können 
während  der  ganzen  Daner  der  Bewegung  constant  sein  oder  auch 
sich  gesetzmässig  ändern,  und  es  wird  also  im  allgemeinen  die  Auf- 
gabe sein,  diese  etwaigen  Aenderungen  sowol  wie  auch  die  ganze 
Bewegung  von  L  in  der  Volumenformel  zum  Ausdruck  zu  bringen. 
Fasst  man  diese  Aufgabe  im  weitesten  Sinne  auf,  so  müssen  für  ihre 
Lösung  die  Gesetze  der  rein  geometrischen  Bewegungslehre,  auf  die 
ich  schon  früher  hingewiesen  habe,  in  ihrem  vollen  Umfange,  sowie 
auch  die  Theorie  der  Krümmung  von  Raumcurven  und  krummen 
Flächen  zur  Anwendung  kommen.  Es  kann  hier  nicht  der  Ort  sein, 
die  umfassende  Ableitung  dieser  Gesetze  zu  wiederholen ,  da  es  mir 
wesentlich  nur  ankam  auf  die  Ableitung  der  in  den  §§  3.-6.  gefun- 
denen Resultate,  deren  Anwendung  weiter  unten  noch  an  einigen 
Beispielen  gezeigt  werden  soll.  Ich  will  deshalb  nur  die.  folgenden 
allgemeinen  Bemerkungen  machen,  in  Anlehnung  an  das  Seite  230 
bis  231  mit  Bezugnahme  auf  die  einfache  Guldin'sche  Regel  Ge- 
sagte: 

Die  Bewegung  eines  Raumgebildes  wird  bestimmt  durch  die  Be- 
wegung von  drei  mit  demselben  fest  verbundenen  Punkten,  welche 
nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Diese  drei  Punkte  legen  eine 
Ebene  K  fest,  welche  man  sich  mit  der  Curve  L  fest  verbunden 
denkt  Die  Ebene  K  ist  an  sich  beliebig;  sie  möge  so  gewählt  sein, 
dass  sie  in  jedem  Augenblick  der  fraglichen  Bewegung  zusammen- 
falle mit  der  Krümmungsebene  derjenigen  Curve  £7,  welche  als  die 
die  Bewegung  von  F  charakterisirende  zu  betrachten  ist  und  dem- 
entsprechend von  einem  Punkte  J  der  Ebene  K  beschrieben  wird. 
Man  denke  sich  durch  J  ein  zweites  Coordinatensystem  gelegt,  von 
dem  zwei  Achsen  in  die  Ebene  K  fallen ,  während  die  dritte  Achse 
zu  K  normal  stehe;  auf  dieses  System  zunächst  kann  man  die  Rand- 
curve  X,  bzhw.  die  etwaigen  Aenderungen  von  L  während  der  Be- 
wegung beziehen  und  dasselbe  demnach  als  Vermittlung  benutzen 
fftr  die  Bestimmung  dieser  Aenderungen  in  dem  System  der  Haupt- 
coordinaten,  so  dass  man  d*F  und  seine  Projectionen  auf  die  Ebenen 
dieser  Coordinaten  in  jedem  Augenblick  zum  Ausdruck  bringen  kann. 

Dann  kommt  es  weiter  wesentlich  darauf  an,  die  Bewegung  der 
Ebene  Ky  und  des  Punktes  J  derselben  auf  die  Curve  C  in  die 
Volamenformel  einzuführen.  Diese  Bewegung  kann  für  die  einzelnen 
Elemente  der  Bahn  von  Jy  d.  i.  der  Curve  C,  als  eine  cylindrische 
Schraubenbewegung  behandelt  werden,  wenn  man  jene  Elemente  von 
Punkt  zu  Punkt  durch  die  entsprechende  Krümmungsschraube 
ersetzt  denkt.  Zur  Berechnung  der  von  2%  bzhw.  d*F  bei  diesen 
Elementarbewegungen  beschriebenen  Volumina  ist  es  also  erforder- 
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Ich  will  auf  den  weiteren  Verfolg  der  vorstehenden  allgemeinen 
Betrachtung  verzichten  nnd  nnr  noch  Folgendes  für  besondere  Fälle 
hinzufügen ; 

In  manchen  einfacheren  Fällen  wird  es  möglich  sein,  die  Lage 
der  Cylinderachse  für  die  Krümmungsschraube,  d.  i.  die  augenblick- 
liche Drehachse  ohne  Weiteres  oder  durch  einfache  Nebenbetrach- 
tungen zu  bestimmen ;  beispielsweise  ist  das  immer  der  Fall ,  wenn 
eine  der  Gleichungen  der  im  Vorstehenden  mit  C  bezeichneten  Curve, 
also  allgemein  derjenigen  Curve,  welche  die  Bewegung  eines  Punkt«, 
der  mit  F  oder  L  fest  verbunden  ist,  charakterisirt,  die  Gleichung 
einer  Cylinderfläche  ist,  da  dann  die  augenblickliche  Drehachse  den 
Seiten  dieses  Cylinders  parallel  ist.  In  solchen  Fällen  sind  dann 
ausser  *,  y,  «  auch  u,  v,  w  und  «,  0,  y  und  nach  Gleichung  10) 
auch  r  bekannt,  und  es  bleiben  dann  nur  noch  r  .  di  und  da  zu 
bestimmen.  Nun  müssen  für  beide  Curven  q  und  d%  für  gleiche  dt 
gleiche  Werte  haben.    Für  die  Schraubenlinie  ist 

11)  •- 


12) 


COS*1f 

da  r 


dt       sin  ti .  cos  % 


ds  m 

Sind  nun  q  und  t  für  die  Curve  C  bestimmt  und  demnach  als  be- 
kannt anzusehen,  so  ergeben  diese  beiden  Gleichungen  für  die 
Schraubenlinie: 

da  dx 

13)  te^ma-o* 

14)  r  —  q  .  sin'if 

Mit  diesen  beiden  Werten  ist  dann  also  auch  die  Steigung  der 
Schraubenlinie  und  der  Radius  des  Gylinders  derselben  bekannt; 
letzteren  Wert  kann  man  dann  mit  Hülfe  von  Gleichung  10)  auf 
seine  Richtigkeit  prüfen. 

Ist  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  die  Drehachse  der  Z- Achse 

parallel,  also 

««-0  =  90°,    y  —  0 

so  vereinfachen  sich  dieselben  in 

15)  d*r=(C0SV  .  d6+((y  —  i>)COSA—  (« — tt)CO8f0ttf)iW 

oder 

16)  d*V  —  d*Fxw  .  da  +  ((y  —v)<t*F„M  —  (x-u)d*Fxt)dö 
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Hierin  ist  u  =  0  —  0,  wenn  die  Achse  des  Cylinders  mit  der  3^  Achse 
xosammenfttlt 

Ist  die  Fläche  F  eben  und  sind  «  and  y  die  beiden  ersten  Coor- 
dintten  ihres  Schwerpunktes,  so  ist  für  die  £-Achse  als  Drehachse 

17)  dV—FMy  .d0+to.F9g  -*.  F^dd 
Ist  nun 

eonstut  Ton  9  —  it  bis  «  —  d,  and  bleibt  für  die  Drehung  um 
4—  *»  die  .Z- Achse  Drehachse,  so  ist 

18)  V*=*  -  (tgt,  .y*+j»Fm+,F„-x  .  F„)(i-89) 

Das  ist  also  das  von  der  ebenen  Fläche  F  bei  einer  einfachen  cy- 
lindrischen  Schraubenbewegung  beschriebene  Volumen  für  einen 
Drehwinkel  *«—  8^  wenn  tj  der  Steigungswinkel  der  von  dem  Schwer- 
punkt Yon  F  (mit  den  Goordinaten  «,  y,  0)  durchlaufenen  Schrauben- 
linie ist 

Will  man  für  den  Fall  einer  cylindrischen  Schranbenbewegung 
mit  der  Z-Ache  als  Achse  der  Schraube  den  Meridianschnitt  des 
ton  der  Fläche  F  beschriebenen  Volumens  für  eine  Ebene  OH  (Fig. 
15.)  berechnen,  so  kann  das  in  folgender  Weise  geschehen.    Es  sei 

tgiyssr^j,     alSO      0:=tg!fl.d 

dun  ist  ff  der  Steigungswinkel  der  Schraubenlinien,  welche  von 
allen  Punkten  beschrieben  werden',  deren  Abstand  von  der  Dreh- 
achse gleich  der  Längeneinheit  ist  Es  sei  P(xy%)  ein  beliebiger 
Punkt  der  Randcurve  F.  Während  dieser  Punkt  den  Winkel  ö 
durchläuft,  steigt  er  in  der  Richtung  der  Z-Achse  um  eine  Länge  a, 
und  sine  Coordinaten  im  System  RZ  sind  demnach : 


Nun  entnimmt  man  aus  der  Figur 

d  =  w  -t|>  —  u>—  arc  (tg  ■"-) 


statt 


A4» 
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(*-9 


arc 
kann  man  anch  setzen : 

arc  (sin  —  -]    oder    arc  (cos—  -J 

Dadurch  erhält  man  für  j  den  Ausdruck: 

S  —  *+tgy  w  — tg7  .  arc(tg  =^J 

Mit  Benutzung  der  beiden  Gleichungen  der  Curve  und  der  oben  für 
r  angegebenen  Gleichung  kann  man  hierin  g,  y  und  z  als  Functionen 
von  r  ausdrücken  und  erhalt  dann  eine  Gleichung,  in  der  nur  die 
Veränderlichen  r  und  g  vorkommen. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  für  j  den  Winkel  w  —  0,  so  erhält 
man  den  Meridianschnitt  in  der  XZ-Ebene 


j  =  ß_arc(tg-p 


Ist  -  —  n  constant,  so  ist  L  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene  durch 

die  Drehachse  geht.    Für  diesen  Fall  ist 

J  —  *  +  tgi?.w  —  tgij.arc(tg  =  n) 

d.  h.  der  Meridianschnitt  ist  der  Curve  L  congruent  und  nur  nach 
der  Richtung  der  Drehachse  gegen  dieselbe  verschoben. 

Setzt  man  z  =  0,  so  ist  L  eine  ebene  Curve  in  der  XT-Ebene 
z  =  c  deutet  L  als  ebene  Curve  in  einer  zur  XF-Ebene  parallelen 
Ebene  an.    Di«  Gleichung  des  Meridianschnitts  ist  dann: 

J  — o  +  tgij.t*  —  tgtf.ÄTC^tg—  ?j 

Die  Coordinaten  *  nnd  y  kann  man  auch  in  diesem  Falle  mit  Be- 
nutzung  der  Gleichungen  für  L  und  für  den  Fahrstrahl  r  als  Func- 
tionen von  r  ausdrücken. 


§  8.    Parallelverschiebung  einer  begrenzten  Curve. 

Die  bewegte  Curve  sei  L  und  die  von  ihr  beschriebene  Fläche 
F\  es  ist  also  tt*F  ein  Fl&chenelement,  welches  unendlich  klein 
zweiter  Ordnung,  und  dF  ein  solches,  welches  unendlich  klein  erster 
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Ordnung  ist.  Das  Element  der  Curve  L  werde  bezeichnet  durch 
di\  die  Coordinaten  dieses  als  eine  gerade  Linie  zn  betrachtenden 
Elements,  bzhw.  die  Coordinaten  seines  Anfangspunktes  Pt  seien 
*»  Hu  *i>  *8 1  ein  Teil  der  Linie  L  von  endlicher  Länge  gerade,  so 
kann  man  gleich  diese  ganze  Länge  in  die  Rechnung  einführen, 
wenn  man  unter  Pi{xl  ylz1)  den  Schwerpunkt  derselben  versteht.  — 
Die  Curve  verschiebe  sich  nach  der  Richtung  einer  Geraden  AAti 
welche  mit  den  Achsen  die  Winkel  a,  0,  y  bildet  Das  Maass  der 
Verschiebung  soll  mit  o  bezeichnet  werden,  dasselbe  kann  unendlich 
klein  oder  auch  von  endlicher  Grösse  sein.  Es  seien  ferner  A,  p 
und  v  die  Winkel ,  welche  das  Curvenelement  de  mit  den  Coordi- 
natenachsen  bildet,  und  <p  sei  der  Winkel  dieses  Elements  mit  der 
Richtung  der  Verschiebung  BAX.  Bei  dieser  Bezeichnung  ist  (vergl. 
Seite  244  u.  ff.)  die  von  da  beschriebene  Fläche  bestimmt  durch  die 
Gleichungen : 


■•  I 


d%F  —  <* .  sin  9  .  ds,  wenn  o  unendlich  klein  ist; 

dF  «-  o  .  sin  g> .  cfo,  wann  o  von  von  endlicher  Länge  ist 


Es  kommt  also  nur  darauf  an,  sin  g>  zu  bestimmen.  Hierfür  hat 
man: 

2)      cos 9  —cos a  .  cesA  +  cos/*  .  cosp-f-cosy  .  cos  v 

für  welche  Gleichung  die  Winkel  A,  p  und  v  aus  den  Gleichungen 
der  Curve  £,  für  den  Punkt  Px  zu  entnehmen  sind.  Das  Element 
dt  ist  gleichzeitig  als  ein  Element  dieser  Curve  und  der  Tangente  der- 
selben für  den  Punkt  Pt  zu  betrachten.  Die  Gleichungen  der  Tan- 
gente sind: 

3)  : 


•)  Sind  die  Gleichungen  der  Curve  L: 

x  —  9(«),     y  —  y(») 
•o  irt  (Ar  x  =  xlt  y  =  yx.  z  =  xx)  für  den  Punkt  B9: 

8ind  die  Gleichungen  von  L  üngegen : 

f(»,  9>  «)  — 0;    F(x,  y,  «)  ^ 
•o  in 
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Für  die  Tangentengleichungen  hat  man  ausserdem  die  Form: 

cos  4         cosf*  accosv 
woraus  durch  Vergleich  mit  Gleichung  3)  folgt: 

K\%  C0S  *    ?&?,  COS  fi    dy 

COS  V  ""dz*   COSV  ""  dz 

Hieraus  und  aus  der  bekannten  Beziehung: 

cosfA  +  cosV  +  cosfv  —  1 
folgt  dann  weiter: 

I*.  dx  dx 

C08  k   —   —r —  — 

Vdz*  +  dy*  +  dz*        d$ 

dp dp 

V«&»  +  dy*  +  d%*  **  ** 

dn <fe 

Vdx*+dp*  +  dz*~  ds 


6)  {  COSfA  — 


COS  V  — 


Aus  den  Gleichungen  1)  2)  und  6)  erhält  man  nun  für  das  beschrie- 
bene Flächenelement 


l/         /  du   ,  dy   ,  d*\* 

7)      <PF  —  1/  1—  I  costf  .  T-  +  COS0  .  ^  +  C08y  •  x)   •••* 
Ist  a  eine  endliche  Länge,  so  tritt  dF  an  die  Stelle  von  <PF. 


3F  3F  3F 

und  hierauf  folgt  (wieder  für  x  =  xT,  y  =yr  *  =  *i)  für  den  Punkt  Pt : 

8/  dF_df     BF  df     dF_df  dF 

dp       dp  '  dz        ot  '   op  dp       &w  *   da        9e  *  ex 

Ä"*5?  W      df     ÄF»  T»~  df     dF      df  dF 

dx  *  8y,      dp  '  Fx  dx     dp  ~  dp  *  dx 

Unter  Umständen  kann  es  möglieh   sein,    ans    diesen  beiden  Gleichungen  mit 
Hülfe  der  Curvengleichungen  allgemein  »wei  der  Grossen  x,  y,  *  aussnscheiden. 
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§  9.    Drehung  einer  begrenzten  Curve  am  eine 

feste  Achse. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  L  bezeichnete  Corvo  soll  sich 
jetzt  um  die  dort  als  Richtung  der  Verschiebung  bezeichnete  Gerade 
ÄAly  welche  wieder  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  ß.  y 
bildet,  drehen,  und  zwar  um  einen  Winkel  d,  der  anendlich  klein 
oder  von  endlicher  Grösse  ist.  Alles  übrige  soll  hier  ebenso  wie 
dort  angenommen  werden,  mit  der  einen  Ausnahme,  dass  hier  nur 
von  einem  anendlich  kleinen  Carvenelement  ds  die  Rede  ist  Unter 
Zugrundelegung  der  allgemeinen  Ableitungen  in  §  6.,  welche  hier 
Verwendung  finden  können,  erhält  man  dann  in  folgender  Weise 
den  Formelausdruck  für  das  Flächenelement  d*F,  bzhw.  für  dF  für 
endliche  Werte  von  d. 

Das  Bogenelement,  welches  für  einen  unendlich  kleinen  Dreh- 
winkel d  der  Punkt  Pt  beschreibt,  ist  rd,  and  zwar  ist  dieses  der 
Wert,  der  in  Fig.  14.  mit  P±P%  bezeichnet  ist.  Wenn  man  die 
Winkel  dieses  Elements  mit  den  Coordinatenachsen  mit  «',  ß'  und 
/  bezeichnet,  and  anter  <p  den  Winkel  versteht,  den  dasselbe  mit 
dem  Element  ds  der  gedrehten  Curve  L  bildet:  so  hat  man: 

1)  d*F  —  rd  .  sin  <p  .  ds 

für  unendlich  kleine  8  und  ds.    Hierfür  ist  sin  9  aus  der  Gleichung 
zu  entnehmen: 

2)  Vi— sin1^  —  cosy  «  coso' .  cosil+cos0' .  cosp+cosy'  .  cos* 
Nach  $  6.,  Anmerkung  Seite  344  u.  ff.  ist  hierin  zu  setzen: 


,       yi  .  cos  y  —  *'  .  cos  ß 
cos  «'  —  — '— 

%\        L«.  *  —  **  'cogg,,"gi  -C09y 

o)  <COS  p   = 

1  r 

xt  .  COS  ß  —  yt  .  COS  er 
COSy'  — 


Führt  man  diese  Werte,  und  für  cosA,  cosp  und  cosv  die  Werte 
tos  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  ein,  so  erhält  man  aus 
den  obigen  Gleichungen  1)  und  2),  wenn  man  die  Indices  weglässt: 
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4)  d*F  — 

-■    /     ItycoBj-— icoaß^+tacoao— «C0By)"+(a:COS(S— yCOM)1 
Y      —  ( (yCOB)>— *COB0) -t  -HjC01W— ■*COSj')  — 

-f-OrcosjÜ— ycoso)  ~J  )  9  ■  ***} 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 

5)  d*F  — 


V- 


iI'+y,4-!:*—  (acoB«+ycoB(J-|-«coBy], 
l(seos)'— mos/J)  —  -H'COsa— xcoay-£ 

+(iCos/J— ycoso)  -r  )  *  .  <*»} 


Hierin  kann  man  aach  dF  an  die  Stelle  von  d*F  setzen  und  d  end- 
liche Werte  geben. 

Stobt  es  von  vornherein  nicht  fest,  dass  die  Drehachse  durch 
den  Anfangspunkt  O  gebe,  sondern  ist  für  dieselbe  ausser  dun  Win- 
keln, die  sie  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  nur  ein  beliebiger 
Punkt  Ä(u,  v,  w)  gegeben,  so  hat  man  in  vorstehenden  Formeln 
x — u,  y — v,  z—w  an  die  Stelle  von  <r,  p,  >  zu  setzen. 

Ans  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen  nnd  mehr  noch 
aus  den  Formeln  4)  und  5)  dieses  Paragraphen  erkennt  man,  dasa 
man  wegen  der  in  ihnen  enthaltenen  Wurzelgrössen  aus  diesen  For- 
meln nicht  so  allgemeine  Resultate  ableiten  kann,  wie  es  in  den 
§§  5.  und  6.  für  das  durch  eine  bewegte  Flache  beschriebene 
Volumen  geschehen  ist.  Noch  weniger  ist  das  der  Fall  in  Bezog 
auf  denjenigen  Ausdruck,  welcher  die  von  der  Curve  L  beschriebene 
Fläche  roisst,  wenn  dieselbe  gleichzeitig  eine  fortschreitende  und 
eine  Drehbewegung,  also  eine  Scbraubenbewegung  ausführt;  ich  will 
deshalb  auch  anf  die  Ableitung  dieser  Formel  nicht  weiter  eingeben. 

Etwas  einfacher  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  die  durch 
die  Winkel  a.  ß,  y  bezeichnete  Richtung  mit  einer  der  Coordinaten- 
achsen, z.  B.  mit  der  £-Acbse  zusammenfallen  lassL    Es  wird  dann 

a  —  ß  =  W,    y  =  0 

lleichnngen  4)  und  5)  beispielsweise  gehen  dann  über  in 


-j£ 


an,  da 


ormel    auch     ganz    kurz 
leiten  kann.    Setzt  man 


iio  oben  gefundene  Glei- 
ormale  der  Piojectionen 
auf  die  KZ-Ebene  sind 
[gemeine  Resultate  lassen 
:en,  wenn  man  die  bo- 
inssetzt.  Vollständigkeit 
vähnen. 

rve,  deren  Ebene  durch 


Durch   diese  Beziehung 
ntegration  unschwer  die 


der  .IT-Ebene  oder  in 
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einer  Ebene  parallel  zu  dieser;  setzt  man  den  FahrstraM  eines 
beliebigen  Punktes  xy  derselben  gleich  p,  so  ist 

also 

(9  •  <*?)*  —  (*  •  d*  +  y  '  dy)% 

and  die  obige  Gleichung  geht  über  in 

9)  d?F  —  q  .  8  .  dQ 

Aas  dieser  Gleichung  kann  man  entnehmen,  dass  die  von  der  Cnrve 
L  beschriebene  Fläche  algebraisch  gleich  derjenigen  Fläche  ist, 
welche  die  Schlusslinie  der  Curve  beschreibt,  wie  es  früher  schon 
anderweitig  ahgeleitet  ist. 

Aach  die  [Gleichungen  6)  bis  9)  gelten  natürlich  für  endliche 
Werte  von  d,  womit  dann  dF  an  die  Stelle  von  d*F  tritt 


§  10.    Beispiele  zu  den  §§  4—7. 

Es  ist  nicht  besonders  schwierig,  die  in  den  §§  4—7  abgelei- 
teten Resultate  zur  Lösung  von  bestimmten  Aufgaben  anzuwenden, 
wenn  die  für  diese  gestellten  Vorbedingungen  nicht  allzu  verwickelt 
sind;  ich  will  mich  hier  deshalb  darauf  beschränken,  nur  wenige 
einfache,  an  sich  nicht  uninteressante  Beispiele  durchzuführen. 

Beispiel  1. 

In  Figur  16.  sei  die  Curve  M  in  der  JTF-Ebene  die  Spur  eines 
zur  Z- Achse  parallelen  Cylinders.  Auf  dem  Cylinder  wälzt  sich  eine 
Ebene  F,  und  in  der  Ebene  bewegt  sich  eine  gesetzmässig  veränder- 
liche Figur  mit  der  Fläche  F  so,  dass  die  Protection  der  Bahn 
ihres  Schwerpunktes  P  auf  die  JTF-Ebene  die  Curve  C  ist  Es  soll  der 
Formelausdruck  für  das  von  F  zwischen  den  Lagen  F0  und  F* 
entsprechend  den  Winkeln  80  und  8n  mit  der  X-Achse,  beschriebene 
Volumen  angegeben  werden. 

Die  einzelnen  von  ^beschriebenen  Volumenelemente  dF  zwischen 
je  zwei  Nachbarlagen  Fx  und  F%  der  Ebene  F  können  als  schiefe 
Cylinder  betrachtet  werden,  deren  unendlich  kleine  Höhe  in  der 
Figur  durch  d$t  bezeichnet  ist;  diese  Höhe  d$t  ist  zu  messen  als  der 
Abstand  des  Schwerpunkts  der  einen  von  der  Ebene  der  andern 
Endfläche.  Die  Fläche  Ft  kann  nämlich  bei  einer  Zunahme  des 
Winkels  8  um  dö  nur  um  unendlich  wenig  von  Ft  verschieden  sein, 
und  eine  etwaige  Verschiebung  von  Ft  gegen  Ft  nach  der  Richtung 
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der  Z-Acbse,  welche  übrigens  auch  durch  jenen  Begriff  des  schiefen 
Cytindere  nicht  ausgeschlossen  wird,  ist  für  die  Voluraengrösse  dV 
ohne  Einflnss.    Berührt  Fx  den  Cylinder  M  in  Tly  und  ist 


so  ist 

dAivinAAn 

dsi  =    (g-\-de)dd  —  p  •  dd 

UVIllllllvll 

dV  —  F.  «fr,  —  F.  q  .dt 

Ist  der  Winkel ,  den  die  Tangente  an  die  Curve  C  für  den  Punkt 
P,  mit  der  X Achse  bildet,  gleich  r,  so  entnimmt  man  aus  der 
Gleichung  der  Curve  C: 

Ist  ferner  der  Winkel ,  den  die  Tangente  für  P1  mit  7^  P,  bildet, 
gleich  *,  so  ist 

mithin  auch,  da 

<fr  .  sin  *  =  dst 

d$  .  sin  (v  —  cJ)  =  ci«, 
nnd  demnach  auch 

«*F  —  F.  d$t  —  F .  sin  * .  et*  —  F .  sin  (r  —  i)  ds  —  F<p  .  d$ 

Ist  r  der  Krümmungshalbmesser,  A  der  Krümmungsmittelpunkt  der 
Cunre  C  für  den  Punkt  Tlf  und 


ÄPt  =  R 
so  kann  man  auch  setzen: 

q  =  r  .  COS  9  —  E  .  COS  9  —  V-R*  —  r* 

und  erhalt  damit  noch 

<JF  —  F.  Q  .  dd  —  F.r  .  COtg?  .  ctf  =  F!B COS <p dS 

—  F  V&  —  r*  .  <2t 

Endlich  kann  man  auch  noch  die  Bewegung  von  F  zerlegen  nach 
der  Richtung  der  X-  und  F-Achse,  um  zu  erhalten: 

dV  —  F.  sin Ä  .  dx  +  F-  cos  (5 .  rfy 

wenn  &  und  y  die  Coordinaten  von  Pu  «+<&  ond  y+rfy  diejenigen 
von  Pt  sind. 

Je  nach  den  für  einen  bestimmten  Fall  vorliegenden  besondern 
Bestimmungen  wird  man  für  die  Integration  von  dV  zwischen  den 
gegebenen  Grenzen  die  eine  oder  die  andere  dieser  Formen  wühlen 
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Beispiel  2. 
Ein  besonderer  Fall  des  ersten  Beispiels  ist  folgender: 

In  Fig.  17.  ist  die  Curve  M  ein  Kreis  vom  Radius  r,  find  C 
ist  ebenfalls  ein  Kreis,  vom  Radios  B\  der  Mittelpunkt  beider  ist 
der  Anfangspunkt  O.  Auch  die  beschreibende  Fläche  Fsoll  ein  Kreis 
sein,  vom  Radius  a;  in  der  Figur  ist  diese  Fläche  in  drei  Ligen 
um  90°  in  die  Zeichenebene  gedreht  und  dann  in  punktirten  Linien 
gezeichnet 

Nach  Beispiel  1.  ist 

d  F  —  F .  q  .  dd  =  F .  r  .  cotgqp  .  ddt     wo    sin g>  —  - 

Ji 

also 

V~r  .  cotgqp   I    F.dd 

K 

Ist  F,  also  a  constant,  so  ist  hiernach 

V  —  r  .  cotgqp  .  F(6n  —  £0)  —  r  •  COtga*  .  it{&%  —  dQ) 

Ist  F  veränderlich ,   so  möge  beispielsweise  die  Bedingung  gegeben 
sein: 

F-F0  +  (FH-FQ)j^> 
oder 


.•-V+Kl-V)5— J 


das  ergiebt: 

V=r  .  cotgqp  .  **  "*"***  .  (dn-ö0)  -  r  .  COtgqp  .  *^f-  X 

Ist  dagegen  in  einem  andern  Falle 


<J» — ^o 


so  erhält  man : 

F—  r  «cotgqp  .  — gj .  w(dn--d0) 

Baispiel  3. 

In  Fig.  18a  und  18b  ist  ein  normaler  Kegel  gezeichnet,  dessen 
kreisförmige  Basis  (Radius  r)  in  die  XZ-Ebene,  dessen  Achse  in 
die  y-Achse  fällt,  und  dessen  Höhe  h  ist.  Auf  dor  X-Achse  liegt 
">in  Punkt  M}  für  den 
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O'M  =  l 

ist;  darch  diesen  Punkt  sollen  die  Schnittebenen  MEF  normal  zur 
■XF-IJbene  gelegt  und  dann  die  Inhalte  der  Kegelstumpfe  ÄBFE 
als  Functionen  des  Winkels  d  graphisch  dargestellt  werden. 

Auch  diese  Aufgabe  kann  als  ein  besonderer  Fall  des  ersten 
Beispiels  betrachtet  werden;  an  die  Stelle  der  Curve  M  (Fig.  16.) 
tritt  jetzt  der  Punkt  Af,  an  die  Stelle  der  Curve  C  die  Curve  O'PD 
ite  der  geometrische  Ort  des  Punktes  P, ,  welcher  die  Strecke  EF 
halbirt,  da  die  Ebene  MEF  den  Kegel  in  einer  Ellipse  schneidet, 
deren  grosse  Achse  gleich  EF  ist,  deren  Schwerpunkt  also  in  Pt 
liegt  *). 

In  Figur  18b  entspricht  Pt"  dem  Punkt  Pt  in  Fig.  18a;  be- 
schreibt man  aus  O"  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  GH  und 
zieht  dann  durch  PL"  die  Sehne  JK  normal  zu  Xy  so  ist  JK  die 
die  kleine  Achse  der  genannten  Ellipse.  Bezeichnet  man  die  beiden 
Halbachsen  mit  a  und  &,  so  dass  also 


EPX  =  FPt  —  a,    JPt"  =  KFt"  —  b 

ist,  so  ist  die  Fläche  F  der  Ellipse  gleich  ab  .  n.     Die  in  Fig.  16. 
mit  r  bezeichnete  Länge  ist  jetzt  null,  also  ist 


q  =  R  =  MPX 

und  demnach  ist  das  dem  Winkel  di  entsprechende  Element  d  V  des 
Tolumens,  EFIJL,  durch  folgenden  Ausdruck  gegeben: 

dV-=a.b.n.Q.dö-*>it.a.b.Q.  dd\ 

Construirt  man  nun: 

*  K     »        r    e* 

wo  K  eine  beliobige  constante  Länge  und  «  mit  8  veränderlich  ist, 
10  wird 


*)  Die  Carre  ist  eine  Hyperbel  der  Gleichung 

*(Z—  *)  — r* 

deren  Asymptoten  nicht  etwa  dnreh  den  Pankt  M ,  sondern  durch  den  Punkt 
Q  geben,  welcher  die  Strecke  MD  halbirt;  die  Asymptoten  sind  parallel  an 
AD  und  BD  nnd  treten  an  die  Stelle  der  Carre,  wenn  l=zr  wird,  also  M 
nit  A  zusammenfallt. 
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"fi" 


Das  Tutegral  rechts  ist  ein  Flichenintegral  und  kann  durch  graphi- 
sche Integration  gelöst  werden.  (Vergl.  du  aof  Seite  M6)  unter  4) 
genannte  Werk;  Anhang  zum  Abschnitt  1)).  Wenn  man  die  Lange 
e  abtragt  nach  MN,  so  legt  der  geometrische  Ort  von  N  ein«  Corre 
O'NM  fest,  die  in  Fig.  18a  zufällig  dnrch  den  Punkt  o'  geht,  weil 

K  —  r 

angenommen  nnd  zufällig  anch 


Das  obige   Integral   stallt  den   Inhalt  der   Flache  des   Correnau- 
schnitts  MO'N  dar.    Es  ist  demnach: 

Volumen  (ABFE)  —r.x.  Flache  (MO'NPM) 


In  Fig.  19.  ist  eine  (gemeine  Cykloide  ICß,  deren  Grundkreia 
den  Halbmesser  a  habe,  gezeichnet,  so  dais  also  stattfindet: 

Äc  —  2iT,    OA  —  AB  —  «üc,    Bogen  oc  —  Bogen  CD  —  Aa 

Die  Cnrven   or,U  nnd  DB,  zwei  Cykloidenhalften  für  denselben 

Halbmesser  des  Ornndkreises,   bilden   die  EvoloU   der  ersten  Cy- 

kloide.    Letztere  soll  in  der   JF-Ebeno  die  Spur  eines  zur  2-Achso 

parallelen   Cylinders  sein.    In   der  Cylimlerfläche  bewegt  sich   der 

Schwerpunkt  i>,  einer  begrenzten  ebenen  Flache  F  so,  dass  sine  mit 

der  Ebene  F  dieser  'Fliehe  fest  verbundene  Ebene   beständig  eine 

ebenfalls  zur  z- Achse  parallele  Cylinderfl&che  berührt,  deren  Grnnd- 

ie  Evolute   ist    Es  sollen  die  Integrale  aufgestellt  werden 

von  der  Flache  F  beschriebene  Volumen,  wahrend  der  Schwer- 

i  (im  Qrondriss)  yon  O  nach  .C  nnd  weiter  ton  C  nach  B 


genügt  die  Betrachtung  der  Bewegung  für  die  erste  Cylin- 
3;  was  für  diese  gefunden  wird,  gilt  in  umgekehrter  Folge 
inigens  gleichen  Umstanden  anch  für  die  zweite  Hälfte.  Ver- 
mit  dem  ersten  Beispiel  tritt  jetzt  die  Cykloide  OCB  an  die 
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Stelle  der  Corve  C  in  Fig.  16.  and  ihre  Evolute  an  die  Stelle  von 
M.  Ein  Unterschied  gegen  jenes  Beispiel  soll  hier  darin  liegen, 
dass  die  Fläche  F  nicht  in  die  Berflhrnngsebene  TtPt  des  Evoluten- 
Cylinders  fällt,  sondern  dass  die  Normale  der  Ebene  F  nach  der 
früheren  Bezeichnungsweise  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel 
A,  j»  und  v  bildet,  für  die  Anfangslage  Ton  F. 

Wird  nnn  das  Volumen  für  die  erste  Cylinderhälfte  OC  mit  V 
bezeichnet ,  so  ist  nach  §  7,,  Gleichung  17) ,  wenn  man  *  —  «*  und 
y—v  statt  x  nnd  y  schreibt: 

rfF  =  Fxy  .  do+((y-v)FtM  —  (»  —  u)FMt)da 

Hierin  bezeichnen  x  und  y  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
P,  der  Gurre  OCy  u  nnd  v  die  Coordinaten  des  zugehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunkts Tl9  für  welchen  der  Krümmungshalbmesser 


TtPt  -  Q 

sei,  während  6  der  Winkel  ONPt  ist  Die  Formel  ist  berechnet  für 
rechtläufige  Drehung  dd,  d.  h.  für  eine  Drehung  von  rechts  nach 
links;  sie  gilt  aber  auch  unverändert  für  die  hier  vorliegende  rück- 
läufige Drehung,  denn  mit  dd  wechseln  gleichzeitig  FyM  nnd  TXM  ihre 
Vorzeichen  (vergl.  §  4.). 

Für  die  Oykloide  ist  nun: 

die  Länge  der  Normalen  —  NPt  —  V2ay 

die  Länge  des  Krümmungshalbmessers  =  TtPt  —  9  —  2}/ 2  ay 

Daraus  folgt: 

EF—w  —  u  =  —  2\2ay  —  y* 

y— t,  _      2y,  da  *  als  Ordinate  negativ  ist 

Bezeichnet  man  nun  weiter  den  Steigungswinkel  der  Bewegung  mit 
%  so  ist 


f.dS 


Ist  *  veränderlich,  so  bleibt  tg*  in  der  folgenden  Entwicklung  unter 
dem  Integralzeichen.  Ich  will  annehmen,  dass  4  eonstaut  sei,  so 
dass  sich  die  Bahn  des  Schwerpunkts  Pt  auf  der  abgewickeltes 
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Cylinderfl&che  als  eine  gerade  Linie  darstellt;  dann  ist  die  Gesast- 
steignng  von  O  bis  C,  da  der  Bogen  OC  gleich  4a  ist,  gtekfc 
4a.  tgjy. 

Werden  nun  die  verschiedenen  Werte  in  die  Gleichung  für  dl 
eingeführt,  so  erhält  man: 

man  erkennt  leicht,  dass  der  Factor  von  Fyt  gleich  dx  ist. 

In  dieser  Gleichung  sind  nun  noch  die  veränderlichen  Pro- 
jectionen  von  F  durch  Fy  A,  <p  und  durch  d,  bzhw.  y  auszudrücken. 
Ist  die  Gleichung  der  Ebene  von  F  in  der  Anfangslage 

cosA  .  ff-j-cosp  •  y+cosv  .  2—  p  —  0 

• 

so  ist  sie  nach  einer  rückläufigen  Drehung  um  den  Winkel  i  so 
eine  Folge  von  Achsen,  welche  sämtlich  der  Z-Achse  parallel  sind, 
von  folgender  Form,  für  die  der  Wert  von  q  nicht  bestimmt  zu 
werden  braucht: 

cosA(cosd  .  x  —  sind  .  y)-J-cosji(cosd  .  y-J-sin d  .  z)-\-v*  z —  q  —  0 

oder: 

(cos  A  cos  d-J- cos  f*  sin  d)ac  —  (cos*  .  sind  —  cos/»  .  cosd)y 

+  C01V  .  *  —  q  —  0 

Daraus  entnimmt  man: 

Fgg  —  F.  cosv 

Fvt  —  F(cosA  .  cosd+cosff  .  sind) 

FXM  —  F(— cosA  .  sind+cosjf  .  cosd) 

Wenn  man  diese  Werte  in   dV  einsetzt  und  reducirt  und   darauf 
zwischen  den  Grenzen  2n  und  O  integrirt,  so  erhält  man: 

2a 
T-  F(cos|*+cosv  .  tg  ihi^J   -jJ==. 

0 
=  4F.  a (cos (i -j- COS v  .  tgiy) 

Der  Winkel  A  kommt  in  dem  Resultat  nicht  vor;  es  ist  also,  da 

cosA  —  1 — COS*fi  —  cos*v 

das  Vorzeichen  von  A  die  Grösse  des  beschriebenen  Volumens  ohne 
Einfluss.    Da  die  wälzende   Ebene    TXPX    in  ihrer  Anfangslage   mit 
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der  XZ  Ebene  zusammenfällt  and  demnach  mit  der  fest  mit  ihr  ver- 
bundenen Ebene  T  einen  constanten  Winkel  p  bildet,  so  hätte  man 
mit  Benatzung  des  allgemeinen  Satzes  in  §  6.,  Seite  346  (Gleichung 
15)  dieses  Resultat  ohne  Weiteres  niederschreiben  können.  Nach 
diesem  Satze  ist  nämlich  das  bei  der  Drehung  (ohne  Steigung)  be- 
schriebene Volumen  gleich   Fcosfi    /  q  .  dö 

Wäre  die  Fläche  F  an  Grösse  nicht  constant,  sondern  veränder- 
lich, z.  B.  so,  dass  aus  dem  Aufangswert  F .  y  1  —  —^  für  y  —  y 

hervorginge,  so  würde  der  veränderliche  Factor  l/l—^j  noch  mit 

unter  das  Integralzeichen  zu  bringen  sein.    Man  würde  in  diesem 
Falle  erhalten: 

V  —  .F(cos  fi  +  cos v  .  tgiy)  -t-=   I  y%2a  +  y  .  dy 

0 

— 3 Fa(coS(i  +  v.  tgfj) 

Wenn  /"beständig  seiner  Anfangslage  parallel  bleibt,  im  übrigen 
aber  dieselbe  Bewegung  ausführt,  so  kann  man  sich  diese  rein  fort- 
schreitende Bewegung  rückwärts  aus  der  bisher  betrachteten  zu- 
sammengesetzten Schraubenbewegung  dadurch  abgeleitet  denken,  dass 
F  mit  der  wälzenden  Ebene  TlPl  nicht  fest,  sondern  drehbar  ver- 
bunden ist,  und  zwar  drehbar  um  eine  zur  Z  Achse  parallele  Achse, 
welche  durch  den  Schwerpunkt  Pt  geht.  Dreht  man  F  jedes  Mal 
nach  der  Drehung  dö  um  die  augenblickliche  Drehachse  Tt,  um  jene 
zweite  Achse  um  denselben  Winkel  dö  zurück,  so  wird  bei  dieser 
zweiten  Drehung  algebraisch  ein  Volumen  null  beschrieben,  da  ihre 
Achse  eben  durch  den  Schwerpunkt  geht.  Die  beiden  Drehungen 
bilden  zusammen  ein  Drehungspaar,  welches  nach  Seite  259  und 
262  die  Wirkung  einer  rein  fortschreitenden  Bewegung  von  der 
Grösse  q  .  dö  hat.  Die  für  dV  entwickelte  Formel  gilt  in  diesem 
Falle  unverändert;  da  aber  F  der  ursprünglichen  Lage  parallel 
bleibt,  so  sind  die  unveränderlichen  F  die  Projectionen  von  I  con- 
stant und  können  bei  der  Integration  vor  die  Integralzeichen  gesetzt 
werdon.    Da 

Fyg  —  F .  cosA,    Fxt  *=»  F .  cesp,    F,y  «  F.  cosv 

so  erhält  man 

Arch.  d.  Math.  u.  Phj«.    2.  Reihe,  T.  XIII.  95 
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2a    2a 

0  0 

2a 

+  C08V.  tgrij   [/g^^J 

0 
=  Fa\it .  co8Jl-t~2cosp-{"4tgi7 .  cosv} 

Man  hätte  diesen  Wert  auch  einfach  in  der  Weise  ermitteln  könnet 
dass  man  den  Schwerpunkt  von  F  erst  durch  die  Strecke 


OÄ  —  an 
dann  durch  die  Strecke         

AC  —  2a 

und  endlich  in  der  zur  Z-Achse  parallelen  Cylinderseite  C  durch  die 
ganze  Steigung  4  a  .  tgiy  führt. 

Ist  F  veränderlich,  so  hat  man  auch  in  diesem  letzten  Falle 
den  veränderlichen  Factor,  ebenso  wie  es  oben  angedeutet  wurde, 
unter  die  Integralzeichen  zu  bringen. 

Februar  1889.    (Eingesandt  Januar  1894.) 
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XXI. 

Mathematisch-Geschichtliches  aus  dem  Codex 
latinus  Monacensis  No.  14908 '). 

Herausgegeben  durch 
M.  Curtze  in  Thorn. 


Aus  dieser  Handschrift  hat  zuerst  Gerhardt  eine  Algebra  in 
deutscher  Sprache  aus  dem  Jahre  1461  veröffentlicht.2)  Ich  will 
mir  erlauben  einige  andere  Stücke  arithmetischen  Inhalts,  ebenfalls 
in  deutscher  Sprache,  hier  zum  Druck  zu  bringen,  mir  vorbehaltend, 
weitere  Stücke  von  eben  solchem  Interesse  hier  oder  anderweitig 
folgen  zu  lassen. 

I. 

Clm.  14908,  BUt.  32'— 34. 

|  Ain  yede  zai  ist  gelich  ader  vngelich ,  vnd  was  gelich  ist,  82' 
daz  ist  glich  glich  als  alle  zal ,  dye  gewachsen  ist  mit  dup- 
5      Heren  an  ainnem  anzufahn  alz:  2,  4,  8,  16,  32,  64  etcetera, 


1)  Der  fragliche  Codex  ist  ein  Band  in  klein  Oktar  von  504  Bltt,  von 
welchen  etwa  die  H&lfte  mit  arithmetischen,  die  andere  H&lfte  mit  geometri- 
schen Abhandlangen  gefüllt  ist.  Der  hauptsächlichste  Schreiber  war  ein 
Frater  FYidericus  ord.  S.  Benedicts  professus  Monas t er ii  S.  Emerami  Ratisb. 
diocesis,    Anch  die  unten  veröffentlichten  Stücke  sind  von  seiner  Hand. 

2)  Qerhardt  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  1870, 
S.  141— 143.  — 

3.  gerade  oder  angerade  (par  oder  impar).  — 


aus  dem  Codex  Monacensis.  389 

wann  es  gat  mit  glichen  ausz  vnz  auf  ainsz ;  oder  glich 
vnglich  alz  alle  zal,  dye  von  vngelicher  duplierer  zal  erwachsen 
ist  alz:  6,10,  14,  18,  22,  26  vnd  des  glychen,  wann  alz  bald 
sye  ain  mal  getailt  wirt,  so  ist  sye  nit  mer  zetailen  in 
tzwe ;  oder  vnglych  glych  alz  alle  zal  dye  sich  taylen  lat  in  10 
glych  tail,  aber  nit  ze  end  ausz  alz  24  lat  sich  taylen 
in  2  mal  12,  vnd  12  in  2  mal  6,  aber  6  lat  "nit,,  sich  taylen 
dann  in  vnglich  tail,  daz  ist  3  vnd  3,  dye  paid  vnglich 
sind,  vnd  wachsen  ausz  glych  glych  zal,  wann  ainer  in  den 
andern  multipliciert  wirt,  als  da  stat:  15 


3 

1  5 

7 

9  |  11 

13 

4 

8 

16 

32   64 

128 

12 

!  40 

|  112 

288  704 

1661 

33 


oder  der  erst  vngelich  in  der  gelychen  ainen  vnder  im, 
welchen  man  wil,  also  auch  mit  den  andern.  20 

Dye  vngelich  zal  ist  auch  dreyerlay.  dye  erst  ist  vn- 
gesamelt  -  ausz  ander  zal,  alz  sine  regxda ,  wann  kain  ander 
zal  |  erzelt  dye  zal,  alz:  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  28,  29,  31, 
37.  Aber  dye  ander  vngelich  zal  ist  gesamelt  ausz  ander 
zal,  alz:  9,  15,  21,  27;  alz  9  kommet  ausz  3  mal  3  vnd  15  25 
ausz  3  mal  5. 


Ausz  der  zal  finstu,  daz  dye  gesamelt  ist  ausz  der 
ersten  vnglychen  zal',  vnd  samein  sich  selb  nit,  darumb, 
wann  man  25  scheezt  gen  9  oder  gen  15  oder  21,  so  wer 
sie  vngesamelt.    Daz  ist  der  drit  tail  der  vnglychen  zal.        30 


Von  den  glychen  zal  sind  etlich  gancz  gerecht,  etlich  ge- 
brechend, etlich  vberflussig.    Die  .vberflussig,  alz  12, 24;  wann 

12  hat  56,  vnd  «  4,  vnd  j  3,  vnd  g  2,  vnd  jol,daz  macht 

16,  daz   ist  4  zevil.    Aber  dye  gebrechent  8,  14;  wann  8 

hat  n  4 ,  ivnd  t  2,  vnd  g  1,  daz  macht  7,  vnd  gebricht  ains. 


35 


4.  par  par.  —  6  —  7  par  im  par.  —»10,  impar  par.  — 22 — 23.  vngesamelt  = 
Primzahl  —  24.  gesamelt  =  zusammengesetzte  Zahl.  —  27 — 30.  Relative 
Primzahlen. 
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Zwichsen  den  czwayen  vnmassen  findet  man  daz  gancz 
gerecht,  daz  nit  zevil  noch  zewenig,  hat  alz  6,  28;  wann 

2'  3'  6  von  6  *8t  3'   2)   *'  ^e  mac^en  e^en  *>;    von  28 

2'  4'  V  14'  28    14,  7l  4'  2'  *'  dye  machen  dan  28*  d*""*1* 
40    Wirt  dye  zal  perfectus  numerus  gehayssen,    vnd   sind  wenig 

zwichsen  ainem  vnd  10  ist  aine  6,  |  von  6  zw  100  auch  aine  2&,    33 
zwischen  1000  anch  aine  496,  zw   10000  anch  aine  8128. 
Wiltu  aber  finden,  wye  dye  werden,  so  secz  all  glych  glyche 
zal  alz  vil  dn  wilt,  an  ainem  anzefahen  also 

45  1,    2,    4,    8,    16,    32,    64,    128 

tue  dye  ersten  zw  der  andern,  daz  macht  3,  vnd  mnltiplizir 
in  dye  lesten  gesamelte  zal,  daz  ist  2,  vnd  2  mal  3  ist  6, 
daz  ist  dye  erst  gancz  gerechte  zal.  Darnach  samel  1,  2, 
4,  daz  macht  7,  multiplicir  daz  in  dye  lesczt  samirte  zal, 
50  daz  ist  4  mal  7  ist  28,  daz  ist  dye  ander  perfecte  zal.  Wer 
aber,  daz  et  wann  ausz  dem  snmeren  ain  zal  kerne,  dye  nit 

sine  regula,   daz  ist  primus  vnd    incampositus  were,   80  behalt 

dye  sum  vnd  gang  farbas,  alz  1,  2,  4,  8  macht  15,  dye  15 
sind  nit  sine  reguld,  darumb  sumir  dar  czw  16,  daz  macht 
55  31, daz  ist  sine  regula,  dye  multiplicir  in  16,  so  knmpt  496 
dye'drit  gerecht  zal;  also  tue  furbas  nit  den  andern  glych- 
glychen  zalen,  so  finstu  all  gerecht  zal  £c".  34' 


primus  numerus     secundus  perfectus.     tercius  perfeetus 

perfectus. 

• 

6 

20 

496 

3 

14 

248 

i 

7 

124 

1 

4 

62 

2 

31 

1 

16 
8 
4 
2 
1 

Quartus  numerus 

perfectus. 

5U*  num.  perf. 

8128 

33550336 

4064 

16775168 

2032 

8387  584 

aus  dem  Codex  Monacensis. 
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Quartus  numerus 

perfectus. 

«5M  num.  perf. 

1016 

4193792 

508 

2096896 

254 

1048448 

127 

524224 

64 

262112 

32 

131056 

16 

65  528 

'S 

32764 

4 

16382 

2 

8191 

1 

4096 

2048 

1024 

512 

256 

128 

64 
32 

16 

8 

4 

2 
1 

Es  ist  auch  eine  lateinische  Bearbeitung  desselben  oder  ähn- 
lichen Inhaltes  in  dem  Bande  vorhanden3).  In  dieser  hat  der  Ver- 
fasser als  fünfte  und  sechste  vollkommene  Zahl  130916  und  20%  128 
angegeben,  welche  bekanntlich  keine  solchen  sind,  da  weder  511 
noch  2047  Primzahlen  darstellen.  Erstero  ist  7.73,  letztere  23.89. 
Unser  Autor  hat  richtig  als  fünfte  vollkommene  Zahl  33550336  ge- 
funden. 

II. 
Clm.  14908.  Bltt.  124' -127. 

124'  IDiuinare. 

Item  ich  wil  wissen,  wie  vil  pfenning  in  dem  peutel 


3)  Bltt.  201'— 205':  Diffinicione*  numerorum.  Die  betreffende  Stelle 
heisst:  Cum  numeri  ab  vnitate  continue  dupli  ad  inuicem  coaceruati  constituant 
numerum  primum,  tunc  ixte  numerus  primus  duetus  per  multiplicationem  in  du* 
ptum  extremum  consiituit  numerum  perfectum.  Exemplum:  I,  2,  4  faciunt  7,  qui 
est  numerus  primus,  duc  ergo  7  in  4  st  resultant  28y  qui  est  numerus  perfectus* 
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10 


15 


20 


25 


30 


oder  im  synn  hast.  Machs  also:  hays  yn  dy  dn,  dy  er  hat, 
zelen  mit  3,  darnach  cum  5,  postea  cum  7,  vnd  alz  oft  eins 
vber  pleibt  mit  3,  so  merk  70,  vnd  alz  oft  1  vber  p  leibt 
mit  5,  merk  21,  vnd  mit  7  merk  15. 

Postea  adde   ülos  numeros    in  simul  et  ab   ista    sumrruz    suh- 
trähe  radicem,  hoc  etf,  muhiplioa  3  per  5  et  7,  erit  105,  alz    oft 

da  magst,  vnd  wz  do  pleibt,  alz  vil  hat  er  ym  sinn  oder 
in  pentel.  Item  das  exempei  get  nit  hoher  den  alz  verr  dy 
radix  wirt,  daz  ist  auf  105,  vnd  man  sol  dar  vber  nit  nemen. 

Du  fragst,  warumb  nymbt  man  70  anf  3  vnd  21   auf 
5  etc».    Also  mags.  wildu  haben  dy  zal  anf  3,  so  multiplicir 
5  per  7,   vnd  was  kompt,    daz  dividir  per  3,  vnd  monet     1 
vber,  so  ist  dy  selb  zal  recht;   pleibt  aber  mer  vber  dann 
1,  so  duplir  dy  selben  zal,  vnd  darnach  dividir  mit  3,  vnd 
pleibt  dan  aber  mer  vber  dann  1,   so  addir  dyselben  zal.  125 
daz  thn  alz  lang,  bis  1  vber  pleibt.  Desglichen  wiltu  haben  | 
dy  zal  anf  5,  so  multiplicir  3  per  7,  wirt  21,  daz   dividir 
per  5,  so  pleibt  1  vber,  dar  vmb  ist  21  recht  auf  5;  vnd 

Wildu  dy  zal  haben  anf  7,  'multiplica  3  per  5,    erit  15;    illud 
diuide  per   7,    manet  in     residuo   1,    ideo   15  est  verus    numerus 

super  5,  dezglichen  dy  andern. 


70 

21 

15 

15 

10 

6 

40 

45 

36 

3 

5 
105 

7 

2 

3 

30 

5 

3 

4 

60 

5 

28 

21 

36 

21 

28 

36 

63 

36 

28 

3 

4 

84 

7 

2 

3 
42 

7 

2 

7 
126 

9 

128    175     120 
5        6        7 
210 


216 
5 


225 

8 

360 


280 
9 


1144    936    1782 
9      11        13 
1287 


Von  dreyen  dingen. 

Item  3  gesellen  haben  3  ding.    Nu  wiltu  wissen,  wel- 

35    eher  daz  oder  daz  hab.    So  gib  ainem  ding  dy  zal  1,  vnd 

dem  andern  2,  dem  dritten  3  |  darnach  sprich  zw  it  ainem,  125' 

czu  welchen  du  wild:   duplir  dy  zal  deines  dings,  vnd  der 

merck  gar  wol.  darnach  sprich  zu  dem  andern:  multiplicir 


Si  seguentem  queris,  fac  similiter:  1,  2,  4.  8,  Iß  faciunt  31,  gui  est  numerus 
primus;  duc  ergo  31  in  16,  et  resultant  496,  gui  est  numerus  perfectus.  Seguens 
est  8128,  sequens  est  130816,  seguens  est  2096128,  et  deineeps  per  eandem 
arttm  tot  reperientur,  guantum  placuerit,      (203,  13 — 23). 
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dy  zal  deins  dings  mit  9,   don  merck  auch,    darnach  sprich 
zw  dem  driten:  multiplizir  dy  zal  deins  dings  mit  10.    dar-    40 
nach  haysz  dy  drei  samen  zesam  thun,  vnd  waz  dann  komen 
ist,  daz   subtrahir  ab  60,  vnd  waz  do  pleibt,  daz  merk  vnd 
lueg,  wie  oft  da  8  daaon  angst  subtrahiren,  vnd  magstu  1 
mal,  so  hat  der,  der  sein  hat  dnplirt,  daz  ding,  dem  da  1 
hast  geben;  magstu  aber  zwir,  so  hat  er  daz  ding,  dem  da    45 
2  hast  geben,  dezgleichen  mit  3.  vnd  waz  dann  pleibt,  wenn 
da  8  daaon  zeuchst,  daz  mustu  auch  merken,    wann  pleibt 
1  vber,   so  hat  der,   der  sein  ding  mit  9  multiplicirt,   daz 
ding  mit  1;    pleibt  2,   so  hat  er  daz  ding  mit  2,  dez  glei- 
chen mü  3,  vnd  wenn  man  dy  czwen  waysz,  so  ist  der  dritt    50 
126  auch  bekannt  | 

Item  nym  dir  ein  zal  für,  wie  vil  du  wild,  so  wil  ichsz 
wissen.  Sprich  also  zu  ym :  duplir  dy  zal,  darnach  haysz  yn 
addiren  5,  darnach  haysz  in  multiplicirn  mit  5,  darnach 
haysz  yn  addiren  10,  darnach  multiplicirs  mit  10,  vnd  wenn  55 
nu  daz  geschehen  ist  vnd  gemacht  ist,  so  nym  von  der 
ganczen  zal  350,  vnd  waz  vbrig  pleibt,  daz  tail  in  100,  so 
kumpt  dy  summa. 

duplir  —  zal 


Addir.     ^  * 
350     {  Multipl.y  °  60 


addir.     x  1ft 
multipl./  1U 

Da  fragst,  war  vmb  sol  man  die  zall   350  subtrahiren 
vnd  kayne   andre   nit    wiltu  daz  wissen,  so  nym  dy  ciain-    65 
sten  zal  für  dich,  daz  ist  1.  Nu  duplir,  vnd  machs  nach 
der  regel,  so  kumpt  450.    Nu  zeuch  von  der  zal  ein  zal, 
daz  denn  noch  100  pleibt,  daz  ist  350,  et  üleo. 


Würfel. 

Nota  des  gleichen,  wenn  ir  3  mit  einem  wurfel  wer-  70 
fen,  vnd  wild  wissen,  wie  vil  ydlicher  hat  geworfen ,  sprich 
zu  dem  ersten:  duplir  dy  zal  deiner  äugen,  dy  du  geworfen 
hast:  darnach  haysz  yn  addiren  5  vnd  multiplicirn  mit  5. 
darnach  sprich  zw  dem  andern,  daz  er  addir  sein  äugen, 
darnach  haysz  multiplicirn  mit  10.  darnach  sprich  zw  dem  75 
driten,  daz  er  |  addir  auch  sein  äugen.  Darnach  nym  von 
der  summ  350,  vnd  waz  do  pleibt  an  der  ersten  stat  au 
der  linken  hannt,  daz  hat  der  erst  geworfen. 


1  :=-^"    *=■  *-  -  :.  -    f  t£  im  &  Tu 
.    ;  »=-:-  z~  zi  ns^--  k  ni:  bober  da  tu. 
=-^  ■="-  ac  x  z  i:  ^natwIdirrterL 
It  ~-s" .  »ettj  17«;  um  70  ni  3 

Mathema  <  .Ä  -  ^  TO  ^  te  ^  ^  ; , 

la  "    "W.  k  K  jr  <e::  a.  reit:  jwibl  uer  ocr 

1,  k  izilt  jj  K-2-ai  zt.  wd  dinucb  diridir 

pltilrl  du  iter  me:  >!<t  dm  I.  so  uJdir  d) 

du  lim  ili  Iii*,  bis  1  ti*r  pfciü  Dff:ljcben  fn. 

dv  a!  isf  S,  »  BBitipüdr  3  per  7,  irirt  21,  ■ 

i  J0  per  5,  so  pleibl  I  vber,  dir  vma  i«  a  retbt . 

wtldn  dj  a)  bibrn  m/  7,  «■'V-«  -1 1*  i,  • 

Abb    diese  *'■"'*  f8"  7>  ■0'"  '"   "'*'  ;>  "*"  /J  "  * 

dentscher  Spn  «jw  J,  d#zglich«n  d;  indem. 

mir  erlauben  e  „,    ,. .  ,B    ,n     *       «    « 

in  deutscher  S  ;ü    5l    '"     '° 

weitere  Stücke 

folgen  zu  lasse 


J  j  I 

«6 

3     3     5        3     1 

10        1           60 

s  a  * 

!     1     I 

3     3     7  1      3     7  1 

(1        i          13t 

ran  drejen  diogen. 
,.„  j  mfla  habea  3  ding-  **■  «Uta 

"T-irdii  hl  S>PbliDein  dil** 
-*    .-ber  a-  « j  ^  ^  j  i  to3Ch  sprich  * 

js  ti-  -  ^  ufafit  d.r  nl  dein«  dk 
:a  *?..:■:■  »    -Vj  ^  „  im  „Jen; 
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erit  39;  nunc  tmdtiplica  39  cum  5,  erit  195 ;  adde  10,  erit  205; 

illa  mtätiplka  cum  10,   facü  2050.    Nu  merck'  sein  regel,  et 

5      est  350,  dy  zeuch  ab  von  der  snm,  vnd  waz  vber  pleibt,  daz 

tail  in  100,  et  sie  factum  est.     Et  idem  est,   cum  vis  scire,  quod 
tmus  iaceret  cum  tribus  taxülis. 

Auch  hier  ist  keine  Spur  einer  Begründung  des  Verfahrens  vor- 
handen, die  unser  Verfasser  in  ganz  angemessener  Weise  liefert, 
Alle  diese  Spielereien  sind  bekannt,  aber  alle  erst  aus  dem  16.  Jahr- 
hundert, während  unsere  Handschrift  in  den  Jahren  1456  bis  1464 
geschrieben  ist. 

HI. 

Clm.  14908.  Bltt.  28'— 29'  und  39. 

|Multipliciren.  28' 

Item  multiplicir  10  in  ein  ander  zal,  daz  ausz  in  allen 

10    3  10       3 

paiden  3  komen.  Secz  also  y  r~    Nu  multiplicir  y^in' 

3 
komen  3,  also  wenn  ich  10  ganze  multiplicir  in  jr,  so  komen 

5      3  ganze  vnd  nit  mer.    Wann  man  prüch  multiplicirt,   so 
nemen  sy  ab. 

Diuidiren. 

Item  tail  10  in  2  tail,   also  wenn  ich  den  grosseren 
durch  den  clayneren  tail,  daz  7  komen  im  quocient,  ader  30, 
10    wie  man  wil     Machs  also,    wildu  haben  7,  so  addir  albeg 
1  darezu,  wirt  8.    Secz 

8-io<£lf 

Nota  tail  2J  in  2  tail,   also  wenn   ich  den  grosseren 

15    tail  durch  den  claineren  tail  diuidir,  daz  3£  komen     Mach 

15 
nach  der  yeezigen  regel,    so  wirt  der  clainer  tail    öe  i  der 

50 
grosser  ^ 

Item  tail  15  in  4  vnd  3,  daz  albeg  der  ein  quocient 

18 — 23.  Das  heisst  natürlich,  es  soll  15  im  Verhältnis  von  4:  3  geteilt 
werden.  2  4  ist  dann  der  Proper tionalit&tefactor.  Es  gehört  die  Aufgabe  also 
wirklich  zur  Gesellschnftsrechnnng. 


8»7 

kmnb.    Macha  also:  addir  4  et  3,  erit  7.  Nu  aaehs  als  eil 
ander gesellschaft  7  Am/  15  ^*rf  4?  fort  84.  A*rwm  7  <tmt    ÄO 

15  9tiu2  3?  Facti  6f     A'tmc  «toiwfr  8*  per  4,  /<ic*f  2f,  «vww*  «Ji- 

Nota  tail  5  in  4  tail,  wenn  ich  daz  erst  in  das  ander 

29   diuidir,  daz  3  |  körnen,  vnd  wenn  ich^dai  ander  in  das  3  dl* 

nidir,  daz  4  körnen,  vnd  wenn  ich  das  drit  in  das  viord  dl-    86 

nidir,  das  5  komen.    Wildn  daz  wissen,  so  nym  für  dich  dy 

zal  in  der  proporcion,    alz  mans  nennt,    vnd  addirs,  fruit 

76,  est  diuisor. 

I       1  -  « 

j\l2-*8 
V    60  — 3H 

Progressio. 

Addir  albeg  zesam  daz  erst  vnd  daz  leczt,  vnd  daz  selb 
mnltiplicir  mit  dem  halben  der  zal  der  posicionom,  35 

Exempium.     1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10.    Addlr   1   zw 
10,  wirt  11 ;  daz  moltiplicir  mit  5,  facit  55. 

Item  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  IL    Addir  1  ad  11, 
erit  12:  mnJtiplica  per  5J,  facit  66, 

Kot*.    3,  5,  7,  9,  11,  13,  15  fariuni  63.  40 

Ite»  im  fracüa.    J,  lj,  2*,  3j,  4J,  £J,  CJ,  7i      A4*> 
et    vitimmm,   fc*it   6:   itv>«p.>.a   p';r    jm^a^Vtam 
koc  er*  4,  ü:it  32, 

Im  öcr  crcc  Tu?*     *-  **  *.Li*  t*-*  *»*-".»:  v*     '.  *  <".;*  ,?£*    <#** 
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30  III.    Ain  rotund  bat  ain  dyameter  14  eilen  lang.     Sag, 

wye  woyt  ist  es  vmb  vnd  vmb,  vnd  wie  vi!  bat  es  qua- 
derelen  ?  Machs  also:  multiplicir  14  durch  3f ,  so  kompt  44, 
so  vil  bat  es  vmb  vnd  vmb.  Darnacht  multiplicir  14  mal 
44,  macht  616;  zuch  dar  von  },  daz  vbrig   sind  q  nadereien 

35    des  rotund. 

IV.  Ain  bom  ist  40  schlich  hoch;  der  etat  bei 
ayaem  wasser,  daz  ist  von  dem  bom  30  schuh  brait  vber 
das  wasser.  Sag ,  wye  w  eyt  ist  von  dem  gipfel  des  bomes 
vber  das  wasser   an    die  erd?  Machs  also:   maltiplicir  den 

40    bom  in  sieb  selb,  ist  40  mal  40,  macht  |  1600,  vnd  das  wasser   91 
in  sich  selb,  30  mal  30  ist  900.    tue  zesamen  1600  vnd  900, 
ist  2500.  Silch  radicem  darvon,  daz  ist  50;  so  weyt  ist  von 
dem  Gipfel  hin  vber. 

V.  Ain  laiter  ist  hoch  50  eilen,  vnd  lainet  an  ainem 
45    turn,  der  auch   50   eilen  hoch  ist.    Mann   ruket  sie   roden 

herdan  von  dem  turn,  dz  sye  30  eilen  vnden  von  dem  tum 
Btat.  Sag,  wye  weyt  ist  dye  laitern  oben  herab  gerokt? 
Machs  also:  dye  laiter  multiplicir  in  sich  selb,  dz  ist  50 
mal  50,  macht  2500.    Maltiplicir  dye  vnter  weyto    in  sieb 

50  selb,  30  mal  30  macht  900;  zuech  ab  denselben  quadrat  von 
2500,  dennocht  belybt  1600.  Such  dy  wurcz  von  1600,  daz 
ist  40,  so  hoch  lainet  dye  laiter  an  dem  turn  Nun  ist  der 
turn  50  eilen  hoch,  daz  ist  ain  zaichen,  daz  dye  laiter  oben 
abher  nit  mer  dann  10  elen  gerockt  ist.    also  ist  es  in  allen 

55    andern  geliehen  dingen.  34' 

VI.  Ain  bnrg  ist  vra  mauret.  vmb  die  gat  ain  grab, 
der  ist  ausen  vmb  2200  vmb  vnd  vmb,  vnd  von  der  mauren 
der  bürg  ist  35  eleu  vber  den  graben;  dye  maner  ist  dick 
3£  elen.    Sag,   wye   weyt  ist  dye  mauer?  Machs  also:  tail 

60    2200  in  31,  daz  macht  700.    So  weyt  ist  der  dyameter  des 

graben  vber  vnd  vber  dich  (I)  bnrg.   Von  dem  dyameter  zfich 

ab  dye  weyte  dez  graben  zwemal,  daz  ist  2  mal  35,  macht 

70,  vnd  belybt  630.  daz    multiplicir   wider  durch  3f,   daz 

n,a*ht  i960,  so   weyt  ist  dye  mnr  vmb   vnd  vmb.    Wollest 

sen,  wye  weyt  dye  maur  in  wendig  wero  vmb  vnd  vmb, 

-  dye  dycke  der  maur,  daz  ist  2  mal  3},  macht  7. 

tiplicir  durch  34,  so  knmpt  22,  dye  zuch  ab   von 

in  weyten  der  mauren,'  daz  waz  1980,  darnacht  belybt 

weyt  ist  inwendig  dye    maur.     Also  tno  auch    in 

ern  dez  gelychen,  |  (Fig.  3.)  9S 


aus  dem  Codex  Monacensis. 
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VIF.    Der  ain  turn  ist  60  elen  hoch,   der  ander  50, 

sind  100  elen  weyt  von    ain  ander,    auf  yedem  siezt 

falk,   vnd  vehen  zemal  an  zu  phligen  zw  dem  luder,      80 

fluegt  ainer  so  bald  alz  der  ander.    Sag,  wo  leyt  daz 

ler?  Multiplicir  dye  hoch  ytlichsz  turns  in  sich  selb;  60 

60  ist  3600,  vnd  50  mal  50  ist  2500 ;  zuch  dye  min- 

\n  von  den  meren,   bleybt  1100.    duplir  dy   weyte  der 

m,  daz  macht  2Ö0,  dann  tail   1100  in  200,  so   kumpt      85 

dann  tail  dye  weyt   der  turnen   in  2,  so  kumpt  50; 
;n  turn  zuch  ab  5J  des  höhern  turnsz  vnd  gib  es  dem 
irn  tureu,   so  kompt  dem   nidern  55$,  vnd  belybt  dem 
>rn  44$,  do  leyt  daz  luder   so  weyt   von  yeden  turn, 
tu  es  probirn,  so  multiplicir  die  höhe  itlichsz  turnes  in      90 
[selb,  alz  60  mal  60  ist  3600,  tue  darzw  dye  multiplicirt 
m  desz  luders,  daz  ist  44£  mal  44},  so  kompt  1980J, 
lacht  alles  5580 j.    Such  radicem   dar  von,  vpd   waz 
:urapt ,  daz  ist  dye  weyte  von  dem  luder  vncz  an  dye 
des    60   eligen   turnes.    Also  tue    och   dem  andern      95 
so  kumpt  dye  vorig  zal,  vnd  wirt  recht.     [Crastine 
ianie.]    (Fig.  4.) 

III.    Such  zwo  zal,  vnd  zuch  von  yeder  |  vnd  J,  vnd 

iplicir,  waz  ir  ieder  belibt,  in  sich  selb,  vnd  waz  ausz 

tiden  komme,  daz  tue  zesamon,   daz   es  mach   169.    100 

die  wurcz  von  169,  daz  ist  13.    Nu  multiplicir  dye 

|in  sich  selb  £  J  also:  1  mal  3  ist  3,  vnd  1  mal  4  ist 

zesamen,  macht  7.  Such  dy  wurcz  von  25,  ist  5. 
nun  aber  dye  3,  vnd  multiplicircz  durch  dy  wurcz 
ersten   zal:   3  mal  13  macht  39,   daz  tail  durch  die    105 

der  andern  zal,  dz  ist  5,  so  kumpt  dir  7j,  daz  ist 
lin  zal.  Nun  multiplicir  dy  4  auch  durch  dy  ersten 
;,  dz  ist  4  mal  13  macht  52,  daz  tail  durch  dy  wurcz 
indem  zal,  dz  ist  durch  5,  so  kumpt  10|,  daz  ist  dy 

zal.    Nun  multiplicir  7|  in  sich  selb,  vnd  10g  auch    110 
>h  selb,  so   kumpt  zesamen  169.    Dann  such  ein   zal, 

du  $  vnd  i  dar  von  zuhest,  dz  7$  belyb,  vnd  ain 
*e,  dazlOg  belib  |  daz  sind  dye  zwo  ersten  zal,  dy  man 

sol. 

I  —  VI  brauchen  wohl  kaum  einer  weiteren  Erläuterung. 
j\  VII  der  Ort  des  Luders  bei  c,  die  Höhe  des  einen  Tur- 
,,   die  des  andern    ■=-  b,    die  Entfernung  der  beiden  Turme 

sei  die  Entfernung  des  c  von  dem  ersten  Turme  —  «  — a?, 


ath.  n.  Phya.    2.  Reihe,  T.  XIII. 
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also  die  von  dem  zweiten  — k--|-«.    Dann  musi  nach  der  Aufgabe  seit 


folgt.    So  rechnet  aber  unser  Verfasser. 

Aufgabe  VIII  verlangt  dem  Wesen  nach  die   Zahl  169  i 
Quadrate  zu   zerlegen,  ist  also  eine  unbestimmte  Aufgabe. 
Verfasser  löst  sie  derart,  dass  er  die  Identität 


©"■ 


welche  ans  dem  bekannten  Pythagoräischen  Dreiecke  3,  4,  5  unmit- 
tclbar  folgt,  mit  169  vervielfacht.  Dadurch  erhält  er  die  beiden 
Zahlen  7j  und  10$.    Die  eigentlichen   gesuchten  Zahlen   sind  dann 

Während  bei  dieser  Aufgabe  davon  keine  Rede  ist,  dass  es  eine 
unendliche  Zahl  von  Lösungen  geben  mnss,  ist  dies  der  Fall  bei 
einer  andern  Aufgabe,  die  füglich  als  eine  Verallgemeinerung  der 
la  yen  Aufgabe  betrachtet  werden,  könnte,  welche  ich  nebst  einigen 
andern  unbestimmten  Aufgaben,  die  der  sogenannten  reguta  rirgimm 
angehören  als  Scbluss  dieser  vielleicht  schon  etwas  zu  ausgedehnten 
Mitteilung  hersetzen  will. 

V. 

am.  14904,  Bill.  152' -153;  Bla.  SB'— 87. 

I.    Nota.    Qnidam  dominus  dives  habet  4  bnrsas  de- 

nariorum,   in  unaquaque  tantum,   quantum  in  alia  de  dena- 

rüs,  quos  vult  distribnere  in  viam  eiemosine  (1)  qvatuor  ordi- 

■    -n~,t   scilicet   czeylen   (!)   pauperum.     In    primo    ordine 

lerum  sunt  43  pauperes;  in  seenndo  sunt  39  pauperes; 

;rcio  sunt  35  panperes;   in   qnarto   sunt   31    pauperes. 

iam  bursam  distribuit   equaliter   primo   ordiui ,   in  fin» 

n  remanent  sibi  41  itu,  quod  ad  complendum  ordinem 

innt  sibi  2  denarii.    Secuudam  bursam  distribuit  equa- 


aus  dem  Codex  Monacensis.  403 

liter  secundo  ordini,  iu  fine  tarnen  non  potest  complere,  sed 
habet  in  residuo  33,  sicque  ad  complendum  ordinem  de- 
ficiunt  ei  6  denarii.  Terciam  borsam  distribuit  equaliter 
tercio  ordini,  in  fine  tarnen  remanent  sibi  25,  sicque 
ad  complendom  ordinem  deficiunt  ei  10  denarii.  Qnartam  15 
bursam  distribuit  qnarto  ordini  equaliter  in  fine  tarnen 
est  residuum  17  denariorum  sicque  in  14  denarii  de- 
ficinnt ad  complendum  ordinem.  Queritnr  nnnc,  qirot 
fuerunt  denarii  in  vna  bursa. 

In  summa  quaestio  habet  hoc:    Invenias   unum  numerum,    20 

qui,  dum  diuiditur  per  43,  post  integra  quocientis  manent 

in  residuo  41;  iterum,  dum  dividitur  per  39,  manent  in 

residuo  33;   iterum,   dum  dividitur   per  35,    manent  in 

153      residuo  25;  iterum,   dum  dividitur  per  31,   in  residuo 

manet  17.     Licet  autem  non  sit  solum  vnus  numerus,  qui  talis     25 
est  verum  infiniti  sunt  signabäes.     5458590. 

85 ;,8    II.  Item.  100  haup  viech  vmb  100  fl,  ochsen,  kue  vnd  schaf, 
ye  1  ochsen  vmb  10  fl,  1  kue  vmb  5  fl,  1  schaf  vmb  t  fl. 
Queritur,  wie  uil  sein  der  ochsen,  kue  vnd  schaf?  Respon-    30 
ditur:  1  ochsz,  9  kue  vnd  90  schaf. 

III.  Item.  20  haup  vichs  vmb  20  fl,  ochsen,  schaf 
vnd  gaysz,  ye  1  ochsen  vmb  3  fl,  1  schaf  vmb  1 J  fl  vnd 
1  gaysz  vmb  $  fl.  Queritur  gc?  Responditur:  2  ochsen, 
5  schaf,  13  gaysz. 

IV.  Nota.  12  personen,  Ritter,  Knecht  vnd  Junckfraw,    35 
sollen    tailen    12  proteynen    ritter  2  prot,   1  Knecht  £, 
einer  Junckfraw  $  tail.    Queritur  wie  vil  gc?    Respon- 
ditur: 1  Junckfraw,  6  knecht  vnd  5  ritter. 

Y.    Item  12  menschen  Ritter,   pfaffen,    knecht  vnd 
Junckfraw    sollen  tailen  12  <J.n.     der  ritter  sol  haben  2    40 
86       der  pfaf  1  $.,  der  knecht  J,  dy  Junckfraw  1  haller.    Re- 
sponditur, 4  ritter,  2  pfafen,  2  Junckfraw,  4  kneeht. 

VI.  Item  30  person  sol  tailen  30  meczen.  der  man 
nymbt  3  meczen,  dy  fraw  2,  daz  kind  £.  Queritur  gc? 
Responditur:  3  man,  5  fraw,  22  kinder.  45 

VII.  Item  100  person  ut  supra.  Responditur:  6 
man,  30  fraw,  64  kind. 

VI  II.  Item  90  person  ut  supra.  Der  man  sol  haben 
3,  dy  fraw  2,  daz  kind  £.  Responditur:  6  man,  20  fraw, 
64  kinder.  50 
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IX.  Item.  100  viech  pro  100  fl,  ye  1  pferd  pro  3  fl, 
1  ochsen  pro  1  fl,  24,  1  schaf  pro  1  fl.  Queritur  gc? 
Responditur:  23  pferd,  29  ochsen,  48  schaff. 

X.    Item  4  stein  sullen  wegen  all  gewicht  vnz  auf  40. 
55    Queritur  wie  uil  ydlicher  stain  hab  ain  gewicht.  Responditur. 
Der  erst  hat  1  %  der  ander  3    der    drit  9,  der  vierd  27. 
gc*.    Multiplicir  mit  3. 

Dass  Nr.  I.  als  die  ta  yen  Regel  auf  4  Bedingungen  ausgedehnt 
angesehen  werden  kann,  ist  klar.    Die  Zahl 

5458590 

ist  die  drittkleinste  Zahl,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
entspricht.    Es  ist 

5458590  -  43  .  126943  +  41 

—  39.139963  +  33 
=  35.  155959  +  25 

—  31  .  176083  +  17 

Nach  der  Ta  yen  Regel  würde  so  zu  rechnen  sein :  Für  1  durch  43 
gewonnen  setze  1227135,  für  1  durch  39  gewonnen  setze  14929G0, 
für  1  durch  35  gewonnen  setze  155961,  für  1  durch  31  gewonnen 
setze  763035,  addire  alles  und  dividire  die  Summe  durch  1819515, 
so  erhältst  du  als  Rest  der  Division  die  gesuchte  Zahl. 

Es  ist  41  .  1227135  -  50312535 
33.  1492960-49267680 
25  .  155961  —  3899025 
17  .    763935  —  12971 595 


116450835 


Es  ist  aber    61  .  1819445  —  110992245 


also  ist  die  gesuchte  Zahl  —     5458590 

wie  unser  Autor  sie  angegeben  hat,  und  allgemein  jede  Zahl  von 
der  Form 

1819™** +5458  590. 
'*t  man  noch  n  —  —  l  und  —2,  so  erhält  man  die  beiden  klein- 


aus  dem  Codex  MonacensU.  405 

sten  Zahlen,  welche  der  Aufgabe  entsprechen:  3639045  und  1819500, 
daher  ist  die  allgemeine  Form  der  Zahl  auch 

a—  1819545  n -45. 

Alle  übrigen  Aufgaben  sind  in  der  bekannten  Art  der  regula 
mrginum  oder  regula  coeci  gerechnet,  welche  übrigens  in  der  ganzen 
Handschrift  nicht  auseinandergesetzt  ist.  Es  sind  eben  nur  die 
Aufgaben  und  ihre  Resultate  mitgetheilt  worden.  Da  bei  viel  ein- 
fachem Aufgaben  die  Rechnung  in  extenso  durchgeführt  ist,  so  ist 
dies  doppelt  verwunderlich. 

VI. 

Clm.  14908-    BltU  504'. 

504'        Omnis  quadratus,  cuius  prima  figura  est  par,   ut  per 
4  diuisibilis. 

Omnis  quadratus  in  primis  locis  habet  parem  numerum 
eiffarum. 

Nullus  quadratus  reeipit  in  primo  loco  2,  3,  7  vel  8,      5 
sed  „alios"  bene. 

Omnis  quadratus   fit  simpliciter  vel   subtraeta  vnitate 
per  3  diuisibilis. 

Subtrahendo  a  quadrato  duplem  sue  radicis  minus  1 
habetur  immediate  precedens,  vel  addendo  sibi  duplum  plus    10 
1  oecurrit  immediate  sequens. 

Si  quadratus   fuerit  impar,  remota  1  per  4  est  diui- 
sibilis. 

Si  prima  figura  fuerit  impar,  seeunda  semper  est  par. 

Nunquam  omnes  figure  possunt  esse  impares,  sed  bene    15 
pares. 

Quando  4  est  in  primo  loco,  semper  par  est  in  seeundo 
loco. 

Quando  6  est  in  primo  loco,  semper  impar  in  seeundo 
loco.  20 

Omnis  cubicus,  cuius  prima  figura  est  par,  est  in  8  di- 
visibilis,  et  numerus  quociens  est  etiam  cubicus. 


410  Amt  kor  und  Davids: 

+  [2g(*  +  c)  +  ac  -  ab  +  2c»  —  2b*](a-\-p)* 
+  [ab  —  ac+2p(b  -<>)](&  —  c  —  g)- 
+  [f»(*+«)+«(*-<0-*f-<*]  X  2(a+j>)f&-c-g) 
oder 

+  [2p(b  —  c)  +  ab  —  ac](b— c— g)* 

oder 

«  +  Vi(H'c)(q-b+c)a+2(b+c)(q^b+c)p'](a+p) 

+(ac-ab)[{a+p)*-(b-c-q)*] 
+  [2p(b-c)](b-c-q)' 
+  [p(b+c)-(b-c)(b-c-q)-2bc']2(a+p)(b-c-q) 


oder,  weil  sich  einige  Teile  gegenseitig  aufheben, 

=  +  [-2a(6+c)(Ä-c-g)(a+p)H-(ac-aÄ)[(a+p)2-(i-c-5)«] 
+  [2p(6-c)](6-c-9)» 

oder 

-f  2p(b— c)'b-  c-q)* 

—  2a(b—c)(b-c—q)*-2p{b-c     q)*—2bc  .  2(a+p){b-~c -q) 

oder 

=  -  2a(b+c)(a+p)(b-c-q)-\- (ac-ab)[(a+p)*+(b-c-q)*] 

—  2fo  .  2(a+p)(b  -  c— q) 

oder 

-  (ac+bc)[(a+p  ?-2(a+p)(b  ■  c-q)+(b-c-q)*] 

-  (ab-\-bc)[(a+p)*+2(a+p)(b-c-q)+(b-c-q*] 

oder 

—  c(a  +  b(a  +  p—{b  -c  —  q)']* 

-  b(a  +  b)[a  +  p  +  (b-c-q)]* 

Die  Gleichung  (6),  resp.   (7)   läset  sich    nun  folgendermaßen 
schreiben; 


Zwei  algebraiteh  Aafaahtn  mit  LS>ung«l. 
+  |p(4-«)-a5||rp(J-«)+o3][(«+p)'-(»-«-9)*] 

oder  weiter  entwickelt 

0-      («+J+t)'(a*+2»P+!>,)['»  -ri!-2(i-«)5+3"]    W  | 

-H(»-c)V-'"yilK-<»-'>'+2«»>+2<s-<*i       <W  I 

+p'-3l  I 

+2(o+i)c|p(i-e)-o5il(»    »+«)*+2(«-J+"'P       W  , 
+'2ia-  fc+"  a+rs+2P3+9a] 

-2(a+c)b[r[b-e-a,][(<i+i-c)H-2t«+t'-°)P         ('> 

-2(«+i-c)9+p>    2M+3"] 
Die  Entwicklang  dieser  Gleichung  führt  aaf  die  Form: 
Ap'+AY+Bp'f+Cp'+Cq'+Dr'q+O'rt+Ep'+Ey+I'M 

+67p+G"5+J/  - 
Als  Coefrjcienten  ergehen  eich: 


A 

—  (•->)    in  (S)| 

A' 

=  a»           ans  (ß) 

B 

=      ;a+6+c)*    aus 

(•)     1 

-(»-<)" 

m  [■ 

-  lHo+4)C+(«  +  ^] 

—  o1 

<«  ' 

C 

_       2n(i-.)' 

ans  (0) 

) 

+2<«+6)rfs-<) 

.,    M 

=  o 

-2(o+c)6(»-e) 

„    (J) 

i 

C 

=  — 2n'(fi-c)          ai 

i»  (P>  ) 

_  2(a+»)~ 

.  <r> 

^  n 

+  2(o  +  .)Jo 

,  (»)  ' 

D 

2(«  +»+*)'<•- 

-e)     ans 

(«)  i 

+  2(»-c)"(S-e) 

„ 

(S) 

+  4(0  +  i)c(l-<) 

" 

">      -  0 

-S(«  +  i)e. 

<r>  ( 

+  1(.  +  <1'H-') 

., 

(«) 

+  2(«  +  c)Jo 

» 

(»)  < 
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n* 


(a+b+e)> 

.  2a    aas  (o) 

-2a» 

»    (/») 

+2(a  +  b)c(b- 

-<0      • 

„  (r) 

—  4(a  -f-  b)ea 

.,   (r) 

—  2(a+e)b(b- 

■•)       i 

„  (*) 

—  4(a-f-c)6a 

»  (*) 

0 


(a+b+c)*(b— e)*  aus  («) 

+(6-c)»[a»-(6-c)«]  „     (0) 

+4(a+i)c(i-c)(a-S+e)  „     (y) 

-4(a+c)i(6-c)(a+ft-c)  „     (ä) 

=  -  2(6-c)»[(a+*)(a+c)-Hc] 


£'  =      (a+H-c)*a* 

— 4(a-{-S)ca(a— 6-f-c) 
— 4(a+c)«a(a-|-a— e) 


aus  (o)   \ 

(y) 


»» 


9- 


>1 


i 


=  —  2a*[(a+b)b+(a+c)c 


0 


+4(a+&)c?(i— w)(a  +&+c) 

—  4(a  +  i)ca(a  -  &  +  *)  „     (y)   >  —  0 
+  4(a+c)6(6  —  c)(a+Ä  -  c) 
+  4(a  -f-  c)ba{a  -\-b—  c) 

G    —       2(rt  +  A-f-c)2a(Ä—  c) 

+  2(a  -|-  6)c(6  —  c)(a  —  *  -f  c)* 
—  2(a+c)ä(*  — c)(a+6  — c)* 

G    =  —  2(a-f£+c)*a*(&  -c) 

—  2(a  +  *)ca(a-*-|-c)*  M     (y)  }  -  0 

+  2(a-fc)fta(«  +  *—  *)2 
/f  —  (a+6-f  <j)V(ft  —  <0*    aus  («) 

Die  Gleichung  (8)  verwandelt  sich  demnach  in 

0  -  (£— c)V+«*«*+2[(a+*)ö-Ka+c)%fg* 

— 2(6-c)S5[(a+6;(a+c)+*(?]p8  -  2«*[(a+&)&+(a+c)c]3» 
+a*(6-c)*(a+o+c)»  (9) 

Macht  man  die  Substitution  (5)  auch  in  Oleichung  (1),  so  geht 
diese  über  in 
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oder 

«[(«+5  +  .-P)'-rt  =  («+»+«)  (p-«>" 
oder 

o(S+o)(o+6+«)-o^^-■(4+<)J',  «I 

Sobatituirt   mau    den    hieraus   für  q*   folgenden   Wert    in   die 
Gleichung  (9),  so  folgt  zunächst: 

(»_,)t,i+|;a(j+.)(^4+,)_(i+,)pT 

K[(«+»)»+(»+«)**[<H-«)(« 

-2(i-e)"[(..+6X«+e)+fcV 

-2o[(«+»)H-(»+«M"(H-«)(«+H-=)-(H-«>p*l 

+«■(4— .fta+H-»)'  —  0 
Hit  a  tnoltiplicirt  kommt 
Wi_,,)i+a(j+B)n_J(i+,)[(^j)^(lff,),]|p< 

-|2n'(4+«)'(»+»+')-2«<H-')<«-|-H-e)](«+»)'+(«+«)»] 
+2.(i  -  e)>[(„+4)(«+e)+Je]  -  2«<(S+.)[(<,+i)S+('>+*llp' 

+"'(H-')'("+H-<)'-2»V+0<»+i+«)[(»-H)s+(»+*l 

+a1(S-o.l"(a+M-«)'  -  0 
oder 

-»<[«+*+'>'+ fc"M«,+'>»+«+2>4>' 


.f(°+T+t+H'-+-° 


Hieraus  ergiebt  sich 


oder 
daher 
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P*  -  ±  V-±h +e  CV(«  +  b)(a+c)±  Yb  e\ 


(14) 


Um  nun  ferner  q  zu  bestimmen,  gehe  man  auf  Gleichung  (10) 
zurück.    Hierin  ist 


also  nach  (13) 


aq*  -  (b+v)  [a(«+i+c)  -pi]; 


aq*-(b+c)la(a+b+c)-^^ßa+b)(a+c)+bc±2Y(a+b)(aic)bc\\ 


(b+e) 


9*  =^j^!(a+*-H),  -(a+i)(a-h?)-6c+2|/(«-|-*)(a-|-c)6C} 


6+c 


_JE_{(a+i)6+(a+c)eq:2y(«+6Xa+c)6c} 


also 


"  ±  V-^+i  tVCa+^T  V(a+c)c] 


(15) 


Da  jede  der  Grössen  j>  und  q  in  Betracht  der  Vorzeichen  4 
verschiedene  Werte  hat,  von  den  Vorzeichen  innerhalb  der  Klam- 
mern aber  entweder  die  beiden  oberen  oder  die  beiden  unteren 
zugleich  gelten,  so  ergeben  sich  für  jene  Grössen  8  Wertpaare,  die 
sich  folgendermassen  schreiben  lassen: 


p  -  ±  Vä^b4Tc  [V(«+*X«-M  +  VH 


4  Paare 


(16) 


2 
und 


-  ±|/a^pjV(«+*>*-V(a+<0c] 


p  =  ±  V^ä+c  [*W*>(«+«)  -  VH 


4  Paare 


(17) 


±  KJfe"C  ty<a+b)b + *w<*j 


Oder,  wenn  zur  Abkürzung 


l/q((q+ft)(q+c)  _  l/^+oKH-«)  _  ^      j 


+*+< 


1/ 


*(«+«)(«+*) 


gesetzt  wird, 


-«.  vi 


abc 


+b+c 


\ 


(18) 
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■+(»  +  r) 


o-±(S-G)  I 

P-±(«-')     1 

s  =  ±OB  +  S)J 


4  Pure  (19) 


4  Paare  (21) 


Aas  den  Gleichungen  (5)  ergiebt  sich  dnrch  einfache  Rechnnng 
2»  =  »+«+«-p+8    1 


a+»+« 


(21) 


und  mit  Hülfe  der  Gleichangen  (19),   wenn  darin  beispielsweise  dio 
beiden  oberen  Vorzeichen  gelten: 

3,-a+S+c--,— (H_8-f£) 
2.  =  «+4+c— r-(«  +  8  —  S) 

Alle  8  Wortpaare   von   y  und  a  sind,  nenn   zur  weiteren  Ab- 


n+i+c, 
gesetzt  wird,  folgende: 

2»,  -  •-' — <St-8+(J)     2»,-.-r-(H+äS_II)  , 
2„  =  .-r-(a+S_(£)    Ss,_.-,_<«-»H-I>    ( 

2y,  -«-H-+ia+8-U)   2.,  -  i-M-(ü-«ä+«0  j    ""■'" 
2».  -  ■+M-(«-a+«E)  2.4=  .+'+(«+»-«0  ' 

2y6  -  s+r+f-S+SJ+G)     2.,  =  s+r  -(»+9+6)  |     nus  (20) 


Um  nnn  noch  die  hierzu  gehörigen  Werte  von  a  zu  finden, 
erwäge  man,  dsss,  nenn  am  Anfange  der  Rechnung  statt  x  etwa 
a  eliminirt  worden  wäre,  sich  statt  der  Gleichung  (21)  folgende 
Gleichnngen  ergeben  bauen: 

2}  _  „+»+e-p'+o/    1 
2«-„+J+c-,W    j  W> 

und  statt  der  Gleichungen  (19)  hatte  man  erhalten: 
,'-±  (B+r) 

a'-±(e-si) 

Demnach  ist 

2»-.-r  -(H-a+ff)  2«  =  .-* 

2y-i-r-(-ä  +  9  +  tt)  %,-,-, 

2, -,+r  +  (_9  +  !B  +  E)  2.-.+  r 

2»-.  +  r+(Sl-9  +  (£)  21  =  >+r 
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Wird  diese  Gleichung  durch  a-{~b-\-c  dividirt  and  mit  a  molti- 
plicirt,  so  kommt 

1  /     abc 

±[ft+c  ~!/-*-\y  a+b  +  c-  *(2a+b+c  -f-n) 

,„.,,,  l/q(a +  »)(«+«) 

±(2a  +  6+c-y-,)^      a+b+e~ 

and  hierin 

l/_£^_  =  r     und    l/a(a+6)(a+f)  _ 

gesetzt,  giebt 

±[b+c-y-z]r  -  2o>±3t)  +  [6+c-y-S][a±a)       (10) 

[y_|_i_6_<.](a±3t)±(6+c-J,  — z)r  —  2a(a±«) 
[y-f-z-j—cj^J-Stir]  -2a(a±H) 

J,+  ,)-.*  +  <>+-£yi—  (11) 

Nach  dem  Gange  der  Rechnung'  können  in  (9)  die  Vorzeichen 
beliebig  wechseln;  aber  in  (10),  und  also  auch  in  (11),  muss  die 
Einschränkung  gemacht  werden,  dass  die  Vorzeicheu  von  91  in  beiden 
Teilen  mit  einander  correspondiren.  Demnach  hat  y+*  in  Glei- 
chung (11)  höchstens  4  Werte,  wie  dieses  auch  die  Gleichung  (9) 
andeutete;  nämlieh: 

,  .    .       ,   2a(a  +  St) 

/  (i2) 

Die  letzten  Glieder  dieser  vier  Gleichungen  können  nnn  weiter 
umgeformt  werden,  wenn  berücksichtigt  wird,  dass 

ws  —  g(a+&)(q+g)        s      «*« 

w   —      a+b  +  c      '       r    ~a+£-f-c 
und  also 

ist.     Es  ist  nämlich 
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MH-*)  =  2«*+2<iSl  -  a*-|-9[*-rH-2o?l  -  («+«+*■)(*+«-»•), 
und 

2<.(a-«)  -  2a*-2091  -  «3+9I«-r»-2«St  -  (a  -*+r)(«-*_r) 
Die  vier  Werte  von  y-|-s  sind  demnach: 
H-«-H-6+o-r+1     \ 

Zwar  lassen  Eich  nun  auch  die  Gleichungen  für  s-f-y  nnd  für 
z-f-i  leicht  hinschreiben ;  allein  910  können  zur  Auffindung  der  Worte 
für  x,  y,  r  nicht  weiter  benutzt  werden,  da  mau  nicht  weiss,  welcbo 
3  von  diesen  12  Gleichungen  man  jedesmal  herauszugreifen  hat,  um 
Oberhaupt  richtige  Werte  und  demnächst  Wcrtsystcmo  zu  finden. 
Man  ist  daher  genötigt,  zu  Gleichung  (1)  zurückzukehren.  Setzeu 
wir  darin 

.+»+„=. 

und  für  s-h'  den  ersten  Wert  (13),  also 

,+,_,_,+«  (14) 

so  kommt 


oder 


i    ,r./„  1/  *•     .  i/(«+t)i«-HT 

r  _l      **       i    (»+»)(-+«)     „  l/~ST~ 

4-2  |A<-W'+«>      „  l/M4'  i  («+•) 

-[•+„-4^+-+.-^-^ 


-  2M-f-2fe-2i(«-!i)- 
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Es  ist  aber 
and  demnach 

\yz  «  2sa+b*+c*+2bo— #4-r*--<£*+r*-2«(r— ») 

—  2r*— 2©<£ 

{erster  Term  —  a*+a*-f-2a(&-f  c)} 

Ä  Ä2^_r2-j-n24-2^— 2*r  -2r«— («+€)* 


Dies  von 
subtrahirt : 


4yz  -  (,-r+Ä)*  —  («  +  (5)* 

(y-|-Ä)2=:(Ä-.r-|-a)*  (U) 


,+._._,.  +  «        J  <15> 

Also 

2yi  —  «-r+a  +  C+€    und    2y2-«— r+Ä  — ©  — <5 

und 

2^  «*  —  r+H  —  5?  —  <£     und     2z*  —  #  —  r+*-f«  +  G 

Verfährt  man   mit  der  zweiten  Gloichung  in  (13)   auf  gleiche 
Weise,  so  erhält  man 

4yz==(s+r+%)*— (e-<5)f 

und  es  ergeben  sich  dann  zwei  andere  Wertpaare  für  y  und  z 
nämlich 

2y8  =  *+r+Sl-|-8  — <£     und    2y4  —  s+r  +  %  -©  +  <£ 
2*8«»*+r-f  «_«+<£    und    2*4  —  «  +  '+*+  «  -  « 

u.  s.  w.  Im  ganzen  ergeben  sich  8  Wertpaare  für  y  und  *,  wobei 
man  bemerkt,  dass  alle  8  Werte  von  %  mit  den  8  Werten  von  y 
übereinstimmen.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  in  Bezug  auf  die  Werte 
von  x.  Um  nun  noch  diese,  nämlich  xu  x^  xs  .  .  .  ,  auf  dem  kür- 
zesten Wege  zu  bestimmen,  setze  man  nach  Analogie  der  Glei- 
chungen (15) 

y+x  —  «  —  r  +  \l 

y-«-±(*+H) 

daher 

2y  «Ä  — r  +  (£  +  S(  +  ö     uno     2y  —  «  —  r-f  <5  —  «  -  ö 

und 

2«  —  •  —  r+<5  —  «-»    und    2a;  — *-r  +  (£+«  +  » 
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Der  erste  dieser  Werte  von  2y  ist  jener  oben  gefundene  Wert 
Ton  2yt,  and  daher  muss  der  darunter  stehende  Ausdruck  auch  dor 
Wert  von  2xt  sein.  Um  den  anderen  Wert  von  2x  registiren  zu 
können,  ist  es  erforderlich,  auf  dem  oben  gezeigten  Wege  noch  y6 
oder  y6  .   .   .    zu  bestimmen;  denn  der  Wert 

findet  sich  nicht  unter  den  ersten  vier  Werten  von  y.    Demnach  ist 
nun  das  erste  Wertsystem: 

2*,  -«-  r  —  «-©  +  «,        2y1-*-r-j-«  +  ©  +  4 

2*,  -,  — r  +  H-ö  — C 

(in  Uebereinstimmung   mit  dem   7ten   Wertsystem  von  Herrn  Dr. 
Amthor). 

Es  lassen  sich  nun  leicht  auch  die  übrigen  Wertsystemc  auf- 
stellen. 

Anmerkung  1.    Hätte  von  Gleichung  (7)  an  die  Ent 
Wicklung  einen  anderen  Verlauf  genommen,    wäre  nämlich 
unter  dem  Wurzelzeichen  rechts  nicht  ys,   sondern  y+* 
entfernt  worden,  so  hätte  man  erhalten: 

±2\/b&  =  (a+b+c)(2a+b+c-y—z) 

±2V(^b)(a+e)[±VZ(^b+e)  ±V*z] 

und  man  hätte  in  der  Weiterentwicklung  auf  diesem  Wege 
auch  zu  Gleichung  (11)  gelangen  können;  aber  man  wäre 
über  die  Geltung  der  Vorzeichen  im  Unklaren  geblieben' 
Durch  eine  vorläufige  Untersuchung,  die  hier  durch  An* 
deutungen  gegeben  werden  mag,  kann  allerdings  jene  die 
Vorzeichen  in  (11)  betreffende  Einschränkung  gefanden 
werden. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  &,  e  positive  Grössen 
sind,  kann  z.  B.  in  Gleichung  (1)  keine  der  beiden  unbe- 
kannten Grössen  jr,  *  negativ  sein;  auch  können  nicht  beide 
zugleich  negativ  sein.  Ferner,  keine  dieser  Grotten  kann 
in  dieser  Gleiebnng  fiber  a-\-l-\-r  hinausgehen,  und  solle« 
aneh  c&e  andern  beiden  Grand^eichangen  gelten,  *o  Maas 

■ad  x  <  «-r*+*    »tsn. 


Ferner:  In  GieitL^ig  <1,  kOitea  sie  VorrekJuen  tkfct  fce> 
beteg  gelte»:  es  XLt»e*  z,  H,  Forc&en,  wie 
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-f-d  —  e  —  +/*+  g 

oder 

-d  +  e-+f+g 

ausgeschlossen  werden.  Ueberhaupt  muss  in  diesen  Formen 
das  -  Zeichen,  wenn  es  vorkommt,  auf  jeder  Seite  vor- 
kommen, und  zwar  auf  jeder  Seite  einmal,  so  dass  die 
doppelten  Vorzeichen  in  (7)  mit  einander  correspondiren, 
denn  es  lässt  sich  nachweisen,  dass  Formen,  wie 

±2l/^  -  (a+b+c)(2a+b+c    y-z) 

+  2Y(a+b)(a+<s)(a+b+c— y)(a-f-&+c—  *) 

in  welchen  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen 
gelten  sollen,  nicht  möglich  sind. 

Anmerkung  2.  Benutzt  man  das  erste  Wertsystem 
zur  Substituirung  in  den  rechts  stehenden  Ausdrücken  der 
Grundgleichungen,  so  ergeben  sich  durch  einfache  Rech- 
nung auch  folgende  Resultate: 

_  (-.&+r4.^)(g^r+g)l/a(q-}-JH-c) 
ZXl~  a-r+'A  V  bc 

(q-r+gXc-r-HS)!  /b'a+b+7) 

ZZl  ~  c-r+i  V        ab 

U.      8.      W. 

Anmerkung  3.    Es  seien  in  einem  Zahlenbeispiel 

a  —  840,    b  «  660,    c  =  1188 
also 

--26*8,    ,  =  )/-*__«» 

dann  sind  die  8  Wertsysteme  in  der  von  Herrn  Dr.  Amthor 
aufgestellten  Ordnung: 
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Jte,  -  1066        2y,  -    756  2H  -  1680 

2t,  —  5280        2y,  —  1680  2*,  —    756 

2r,  =      96  2y,  =  3696  2*s  — 1620 

2«4  -  4320  2y4  —  4620  2*4  —  3696 

2*»  =  4620  2y(  =  4320  2*&  -      96 

2*8  -  3696  2y„  =96  2a,  —  4320 

2a,  -  1680  2rt  —  5*80  2*,  —  1056 

2ir8  =    756  2s,  -  1056  2«,  =  5280 


Zweite  Aufgabe. 

II. 

-"    (1)        m'  -  2rj»+o(j"+.>) 

(4) 

-"    (2)        to«  -  2™,+6(z'+*") 

(5) 

„  ^  2r-  -  -  -*     (3)        «■  -  2«y+c(^+,»)  (6) 

)ei 

o»6»c*  —  r*[o«6»+0M+6V+  2roJe]  (7) 

A.    Aafltlstmg  von  Herrn  Dr.  Amthor. 
Klimioirt  man  a  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (4),  so  kommt: 


oder,  mit  cd*«*  mnltiplicirt; 

^-4a«6ot^«J7^-4a»6*c^,» 
Sei  nun 

«jy*1— r».y—  B  —  tj 


■o  folgt: 


426  Amthor  und  Davids: 

l^^y^zr^  _^_CJ*       (i3) 

und  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  kommt  daber,  wenn  man  aucb 
aus  der  2ten  und  5ten,  sowie  aucb  aus  der  3ten  und  6ten  Glei- 
chung äbnlicbe  Gleichungen  wie  die  vorstehende  entwickelt,  darauf 
hinaus,  die  Lösung  des  folgenden  Systems  von  Gleichungen  zu  finden : 


Aar 
ar-\-bc 


nt  -  f£  VJ^'  -»-*]' 


^«-[^Vi^-t-i^  cn> 


Jr-j-co 


wobei  die  Gloichung  (7)  oder  die  ihr  äquivalenten  Gleichungen  (11) 
in  Betracht  kommen. 

Setzt  man  nun 
a  -  ^.i  — *V  Va*11^*  +cV  VP=^  +a*b*  Y?=r*  1 

oder,  was  dasselbe  ist: 


(15) 


y+«-—  >/^-1 


(16) 


r 


I       A  W    &  /-ä • 

«+0  =  —  yc1—  r* 


so  gehen  die  Gleichungen  (14)   mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
(11)  über  in 


Zwei  algebraische  Aufgaben  mit  Lösungen,  427 

*«  -  ^^  IH-r-v-tV 

4«S  -  «=${**  H-HT  }  (.7) 


^  =  — ^«äo —  l«+p-$— »/J 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (7) 

a*b*c*  —  r*[a*b*+a*c*-\-b*e*  +  2rabc] 
oder 

—  2a*cr«  —  [aV+aV+iVJi^-aW 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2ra6c,  so  folgt: 

oder  für  2r5a£c  den  Wert  aus  der  vorhergehenden  Zeile  gesetzt: 

—  4ai**cV  -  [a*4«+fl»c*+iV][aW-r!(tt^  +  oV  +  JV)] 

—  2o*£ Vr 

-  a^VfaV+aV+Mc1]  -r*[a*b*  +  a*c*+b*e*]* 

—  2aWc»r 

—  aW^aV+aM-fäV] 

—  r«[a4&4  +  aV-J- ^v^  2a*b  V+  2a  W + 2a»6M] 

—  2a  Wr 

Addirt  man  beiderseits  4a*ftsc*r*,  so  folgt: 

4aWrV-r2)  =  a*&*c*  +  M»+*W 

-  rV&*-f-  oV+  &M— 2a*£V+2a*&*c*-f-2a*£V] 

—  2a»&Vr 

—  a4$4(<j  _  r«)  -f  a  V(fc*  -  r«) + b  V(a* — r«) 

+  2a4ft,c»r*  —  2a,*4t^r»  — 2a»6Vr(cr+aÄ) 

Fügt  man  rechts  noch  -\-2al&<?r  —  2a*blc*r  hinzu,  so  folgt  ferner: 

4aWc*r*(a*-  r»)  —  o*M(c*  —  **)  +  «M**  -  fJ)  +  6*c*(af— r1) 

+  2aVctr(ar-f-fc)  —  2a*b'c*r(br+ac) 

—  2a*&Mr(cr-{-a£) 

und  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  [11) 
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1  -  iysf^V^ 


B.    Auflösung  Ton  €•  Davids. 

Wird  (3)  quadrirt  und  der  Wert  von  u?»  in  (6)  substituirt,  'so 
erhält  man: 

oder 

,(g— s)(6— y)  r¥       r V    ,    2r*xy       2rxy       % 

4r  «6  a2  ""    fc* "  "*"    a*     "•"     c     tz  "*"y 

Ans  (7): 

r»    ,    r  i/(o»-r»)(6»-7*j 

^  +  c-  "  ±  V «4» (8) 

worin  nur  das  obere  Zeichen  gelten  kann,  wenn  a,  &,  c,  r  positive 

Grössen  vorstellen.    Dass  von  diesen  Grössen  in  (8)  r  die  kleinste 

ist,  ergiebt  sich  sehr  leicht,  wenn  man  in  (7)  links    d*  -*  r*    setzt 

Wird  nun 

a*—r*  durch  t%  und  &*  — r*  durch  m1 

bezeichnet,  so  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 


*i/c-?x^)-±e+7) 

analog }  (9) 


•£*!.  r ,  t  .  r 


der  reckten  Säte  nm  giiran  int    klamsi.  sie  n&rx  äa.  txT4*m 
linken  Seite  twiwtt:  veräen  nc  cnnx  i^jr:, 


oder,  wem*  bcwiriifiu  .'  nacrt 


'(-)=H(-)v'7i=^7 


fe 


2r|     i  — 9     1    * — x        »#—  w 


tI  ^  i  -. 


quadratisch  behandelt 


Wird  in  dieser  Gleichung 

fa»_r»-  —  (8) 

gesetzt  and  wird  dann  mit  /  mnltiplicirt,  so  kommt: 

analog  \  (lü) 


ran 
Daher: 


±,|/V±|/..+  7-±rj/'7-±j/„.+  7 

±  -  |^T' ±r  ]/'' f "  =  ±  \/°'+7-  +  |/"+  T 
qoadrirt 


(II) 
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Nun  ist  der  Gleichung  (8)  gemäss  : 

rah 

c     ' 
und 

daher 

± 2«  j/l'+r>+(i--r')|  +  «n-r')'+*  (13) 

oder,  (9)  in  Betracht  gezogen, 


c 


Die  vier  letzten  Teile  unter  dem  Wurzelzeichen  sind  aber  nach 
(9): 


r 
Also: 


■C-r-?)(^)-*(T+")' 


-«±4?+=j-«-±i.[«+ »(?+=)]    «•) 

Wenn  in  Gleichung  (23)  hinsichtlich  des  Gebrauches  der  Vor- 
zeichen auch  eine  Einschränkung  derart  statt  finden  sollte,  dass 
entweder  nur  die  oberen  oder  nur  die  unteren  gebraucht  werden 
dürfen  —  und  dies  ist,  wie  sich  nachweisen  läset,    wirklich  der  Fall 
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ähnlich  wie  in  System  I  Gleichung  (7)  — ,  so  würde  diese  Ein- 
schränkung doch  in  (14)  nicht  mehr  gelten,  und  daher  können  in 
(15)  von  den  doppelten  Vorzeichen  -|~  UD<1  —  beliebig  gebraucht 
werden.  Aus  dieser  letzten  Gleichung  gehen  daher  vier  Formen 
hervor: 

1)  («+<+r)  (f?+  y)  -  -(2P+2«I) 

2)  (a-/-r)(^+  y)  -  +W-201) 

3)  (a-H-r)  (^  +  y)  -  -  (2/»+  2«<) 

4)  (a-H-r)f»+^)-+(*[._2«0 

oder,  da 

2J*+2a/=f2+a*— r*4-2a/  —  (a-|-/-|-r)(a-J-/  _r) 
und 

2/2  — 2«/  — J*4-a*-r*--2a/  — (a-/-fr)(a  -/  — r)  ist, 

1)       X  +  7 a-l+r 


2)        f+--+«-/  +  r 


3>      6+T~-tf-/-r 


my   .    nz  , 

4>     X+ 7 -+«-'  — 


(16) 


Versuchen  wir  jetzt  die  Werte  von  y  und  «  festzustellen.    Es  ist 
nach  (13),  (14)  und  (16,  1): 


mn 


*•[—.. 7-^+7.  v]-~ (.+1-^ 

my  »• 

h  ■  c 

lubstituirt : 

▲rtk.  4.  Math.  «.  Phjt.  2.  B«ih«,   T.  IUI  S8 


Amlho 

r  »nJ 

ÜOBl'd»: 

[— l+r-. 

+  »]7 



4r' 

—  2lwm(o  + 

l-r|  — 

m«(Zr 

—  2rn) 

-|-inn+im-^-/n — «r 

~  4 

+  ~4>— 

Hierzu  auf  beiden  Seiten  die  Ergänzung  addirt,   dann  die  Qua- 
dratwurzel ausgezogen  und  mit  2  multiplicirt,  giebt : 

und  ferner 

woraus  zwei  Wertpaare  für  y  und  *  hervorgehen,  nämlich: 


Ferner,  ans  der  zweiten  Gleicbaug  in  {16)  gebt  hervor: 


r-(«-'+'-»+")7 r 


—  I+r-.+.±(»- 


-fc— r 
>  +  <■  +  * 
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nV      r  nz  mn(a  +  l-r)* 

—  2fom(g  +  l  — r)  —  mn(2r»  —  2ra) 

""  4r* 

-|-mii-|-na-|-/n  —  nr 

__  ~2(/+m  +  n)(g+Z  — r)*)4-2m»+4na  +  4/n  — 4nr 

"~~  4 

+      4r* 

Hierzu  auf  beiden  Seiten  die  Ergänzung  addirt,  dann  die  Qua- 
dratwurzel ausgezogen  und  mit  2  multiplicirt,  giebt: 

2n*  , 

—  -  n— J  -m+r  -a±(b  +  c) 

und  ferner 

— r-  —  m  —  /  —  n-J-r  —  a^f(b-\-c) 

woraus  zwei  Wertpaare  für  y  und  *  hervorgeben,  nämlich: 
'  2nz 


c 
o 

'   2my 


=  m  —  /   -a-f-r —  a  —  6  — c 


2fl9 

—  ■—  n  —  / — m-l-r  —  a  —  b  — c 
c  ' 

ß ; 

2my 

— -  «m —  / — n-J-r — a-f-0-f-c 

Ferner,  aus  der  zweiten  Gleichung  in  (16)  geht  hervor 


*)  Ei  ist 

Unn  —  r\l-\-tn-\-n) 
denn  nach  (8)  ist 

rac 

b 
oder 


In  =  ^"-+r. 


oder 


im.  nm-C^  +  rA  («.*-»»; 


Durch  r  dividirt  und  mit  abc  multiplicirt,  entsteht  die   Gleichung  (7). 
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nV     ,          ,            ,    ,n*       2(l-\-m+n)(a— l+r)+2mn  -4n(a—l+r)\ 
-^-—(a-l+r-m+n)— j 

mn  .  2ra 


und  hieraas 

2nz 

—  «  a  —  Z-f-r  ~w-fni(i-c) 


Dies  giebt  zwei  andere  Wertpaare  für  *  and  y,  n&mlich 

(     2^  «m—  Z-  n-fr-}-a  —  &  +  c 


/   —  —  n_/_m_|_r.J_a_&-J-c 


2my 


m 


—  Z— .n+r-|-a  +  *  — « 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  in  (16): 

2nz 


$ 


t 


=  n  —l  —  m  — r  — a-\-b  —  c 
c 

\   —~  —  m  — Z — »  —  r  —  a— 6-f-c 

,  2a*  ,  .    , 

.'  «  n  — Z  — m —  r  —  a  —  b-\-c 

\  e 

I   — -   «  in  — Z  -  n  —  r — a-(-6  — c 

I  c 


2i» 

—  =  w  — Z  -wi —  r4-fl-6 — r 
c 


0 

2my 


—  m  —  l      n  —  r-fa-fHc 


4r3 


*•• 
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Um  die  zugehörigen  Werte  von  x  zu  finden,  bilde  man  der  Glei- 
chung (17)  gemäss  folgende  Gleichung: 

woraus  man  nach  Analogie  erhält: 

*2nz 


\ 


c 


n  —  l  ~  m-f-  r  —  Ä  -f"  (a  "h  c) 


J  2/x 

f  —  =  /—  m  —  n+r — b  —  (a-{-c) 

2nz 


\ 


c 


n  —l  — m-\-r  —  h  —  (a-\-c) 


i  2U 

f    -  •  —  Z  —  m  —  n  +  r  -  A  +  (a  -f-  0 


j  2/r 
a 

Hiervon  ist  der  erste  Wort  von  *  mit  dem  von  ö  und  der  andere 
mit  dem  von  ß  übereinstimmend,  und  dahin  gehören  demnach  auch 
die  eben  gefundenen  Werte  von  x.  Auf  gleiche  Art  ergeben  sich 
nun  auch  die  übrigen  Werte  von  x.  Die  8  Wertsystemo  können 
nun  am  passendsten  in  folgender  Orduung  zusammengestellt  werden: 

2lx 

— *  =  Z  —m  —  n-\-r  —  a-f-i-f-c 

y  (  -5?L  _  m_ /_ n  +  r— b+a+c 
— -  — «  n  —  /  —  m-{-r  -  c-\-a-{-b 
«  Z —  m  —  n —  r-\-a  — b  —  c 


a 

Zmyt 


m  —  Z — n  —  r-J-ft —  a  — 


— *   «  n  _  2  —  m  —  r-4-c  -  a  —  b 
c 

2/a*«        _  iii» 

— -  —  Z  —  m—  n-r-r  +  a4-ö  -c 
a 

^s  «=,  m  —  Z — n -f-r  —  6  — a  —  c 
— -   «=»  n —  Z — m  +  r-f-c  --  a-j-* 


€ 
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2te4 

——  =Z—  m  —  n—r — a  —  £-f-c 


0  <   -y   =  m  — J  — n  — r-fÄ-|-a-|-c 

2n«4 

-  «=  w  -/  — m— r  — c-f-a— 6 

2&5 

— —  — »  Z  — m  — n+r-|-a —  ft-|-c 

P    ^  — £— =  m  — Z— n  +  r-f-fc —a-f-c 

2»*5 

■■  n  —  Z— m-f-** — c  —  a  — £ 

c 

2^ö 

-  -    ÄZ —  »*  —  n  —  r~a-\-b  —  c 

2w^6 
*/    <  —7 —  *=*  m  —  Z —  n — r  —  b-\-a —  c 


2nr 


c 


'6 

«=  n  —  ^  -m  — r-f-c-f-a  +  Ä 


2/j:7 

=  Z  —  m*=*  n-\-r  —  a  —  b  —  c 

a  ' 

•     1  "2my7 

ö    \~h  -=m — Z — w -j- r -}- 6 -J- a  —  c 

2w*7 

—  n  —  Z  —  m  -\-  r  -\-  c  -f-  a  —  6 

=  *  —  m  —  n  —  r-\-a~^-b-\~c 


a 


2my8 

— -  — =//i  -    —  n  —  r  —  b  —  a-\-e 


2«*«  ,  1 

=  n  —  Z  -  »*  —  r-J-c-f-a-f-^ 


c 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Werte  von  u,  v,  w  festzu- 
■tellen.  Begnügen  wir  uns  in  dieser  Hinsiebt  mit  dem  Werte  von 
n  des  Wertsystems  /.    Es  ist  nach  (1) 


ru        rz        .  ry    ,  c« 

tt,  =  2r«f oder    —  r  —  ,-+r  —  — 


oder 


r(Z-|-t/*-{~M —  r-f-6  — «  —  c)        r(Z-|-m-f-w  —  r-f-tf— a  — b) 
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Anmerkung  1.  Hinsichtlich  der  Vorzeichen  in  Glei- 
chung (11)  gilt  wieder  Gleiches  wie  in  meiner  6ten  Glei- 
chung zu  I.  Was  dort  in  Anmerkung  1.  behauptet  wurde, 
kann,  auf  Gleichung  (11)  in  II.  bezogen,  allerdings  be- 
gründet werden,  jedoch  ist  diese  Begründung  nicht  ohne 

Schwierigkeit. 

• 

Anmerkung  2.    Es  sei 

o  -  975,  b   —  825,  c  =  1287,  r  —  495 
also 

J  =  840,  m  =  660,  n  =  1188 

dann  ist 

,   2535         705 

*i  =  i y*  yi  —  H 2,  **  "  "*" 

10725         4125 

*t  — 7*  y«  — 21  ** =  "~ 

*3  -  ±    0,   y3 2475,   *,  «  -f  715 

*4  -  -  1170,  y4  —  -f-  765,  *4  =  —  1053 

xb  —  H -4,  y6  =  +  165,  j5  =  -  1573 

*6  =  — -4,  y«  =  -  1875,  H  =  +  1235 

14625                   1755 
«r  "* 7.  t/6".-    225,  *,  —  H jj 

6435 
a-8  -  H ?,  y»  =  -  1485,  ^ 2431 
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XXIII. 


Miscellen» 


1. 

Eisige  quantitative  Fragen  über  zwölf  Kugeln,  die  eine  Kugel 

berühren. 

Es  ist  bekannt,  dass  12  und  niebt  mehr  gleiche  Kugeln  eine 
gleiche  Kugel  berühron  können  ohne  sich  zu  durchdringen.  Diese 
12  Kugeln  lassen  Raum  zwischen  sich,  der  jedoch  bei  keiner  Anord- 
nung zur  Einfügung  einer  gleichen  Kugel  hinreicht  Von  den  vielen 
Arten  den  überschüssigen  Raum  zu  bestimmen  wollen  wir  nur  einige 
untersuchen. 

Eine  Kugeloberfläche  K  werde  von  12  Kugeloberflächen  A',, 
K%9 .  .  .  Ku  berührt  Ihre  Mittelpunkte  seien  3/,  3/,,  4/2,  .  .  .  Ml2. 
Vorausgesetzt  sei,  dass  keine  Kugeln  eiuander  durchdringen.  Wir 
ziehen  nur  solche  Anordnungen  in  Betracht,  wo  alle  Kugeln  um 
eine  Axe  regelmässig  gruppirt  sind.  Soviel  sei  allgemein  bemerkt; 
wir  wenden  uns  nun  zu  den  einzelnen  Bestimmungsweisen. 


Sind  die  Kugeln  Ku  .  .  .  K1%  einander  gleich,  so  ist  das  Mass 
des  Raumes,  den  eine  von  ihnen  auf  K  einnimmt,  ihre  centrale 
Protection  auf  K  für  das  Centrum  M.    Es  ergibt  sich  die  Frage: 

„Wie  verhält  sich  die  Summe  der  Projectionen  aller  12  he- 
rrührenden Kugeln  zu  Kl" 

Die  Protection  von  &t  auf  K  ist  eine  Calotte.  Calotten  der- 
selben Kugel  verhalten  sich  wie  ihre  Pfeile.    Ist  r  der  Radius  von 
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K,  und  sind  die  Radien  der  übrigen  Engeln  nnter  sich  gleich  and 
zunächst  «=»  p,  so  sind  die  Pfeile  der  Calotte  und  des  ganzen  K  (als 
Calotte  gedacht)  

Bezeichnet  also  P  die  Projection  von  Kt  auf  K,  so  ist 

P_         V^+27) 


2. 

Hieran  knüpfen  sich  nnn  folgende  Fragen: 

„Wievielmal  ist  im  Falle  lauter  gleicher  Kugoln  die  Projection 
„einer  Kugel  in  K  enthalten?" 

Für  0  •=  r  findet  man  die  Zahl: 

K  4 


P       2- V3 


4(2  -f  V3)  -  14,928  2432  (2) 


Von  so  vielen  Kugeln  würden  die  Projectionen,  abgesehen  von  ihrer 
Integrität,  die  Fläche  K  bedecken. 

3. 

„Welchen  Teil  von  K  nehmen  für  q  —  r  die  Projectionen  aller 
„Kugeln  ein?" 

Aus  Gl.  (2)  ergiebt  sich  die  Zahl: 

^  _  3(2  -  V3)  =  0,803  8476  (3) 

4. 

Wir  fügen  zum  System  der  12  Kugeln  die  20  notwendigen 
Zwischenräume  oder  Minima  des  Zwischenraums  hinzn  und  fragen 
nach  dem  Verhältniss  der  so  vermehrten  Projectionen  zu  K. 

Berühren  Kx,  Jfg,  K3  einander  und  K,  so  sind  ihre  Mittelpunkte 
die  Ecken  einer  gleichseitigen  Pyramide  MMX  M2  Af8,  deren  Seiten- 
kanten —  r-f-p,  Kanten  an  der  Basis  —  2?:  Die  Ecke  M  hat  3 
Seitenwinkel  —  g>  und  3  Flächenwinkel  =  y,  wo 

8in$<jp  —  ^JrS      cos?  — 


r 


T5'     """        ('+<•)' 
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C08<p  r*-f-2rp— p» 

C0S*  ~  1+Ä  "    2r(r  +  2p,  (4) 

Die  Projection  des  ebenen  Dreiecks  MtM%M&  auf  JT  ist  das  sphä- 
rische Dreieck 

_  Jtfr*  —  (3^  —  2R)r*  (5) 

Sie  umfasst  3  Sectoren  der  3  Calotten  P  für  den  sphärischen  Centri- 
winkel  ty  und  das  von  den  Calotten  eingeschlossene  gesuchte  Bogen- 
dreieck  Q;  daher  ist 

3ib 

Q-(3if/-2R)r«-||P 
—  (3y— 2R)r*— 1(2— V3)tf** 
=  (^^  tf;  -  2R V»  -  0,035  990  Rr»  (6) 

nnd  die  Summe  aller  Projectionen 

12P'  =  12P+20Q  =>  2{15V3if/  -4(3^3  -l)R}r* 
-0,893823  a- 

Vermehrte  man  also  die  Projection  jeder  Kugel  um  ihren  Anteil  an 
dem  Minimum  der  Zwischenräume,  so  würden  noch 

y,  =-  13,4031 

so  vermehrter  Kugelprojectionen,  abgesehen  von  ihrer  Integrität, 
auf  K  Platz  haben,  mithin  der  anfänglich  genannte  Satz  durch  die 
Grösse  des  Raumes  nicht  bewiesen  sein. 

5. 

„Wie  gross  können  die  einander  gleichen  Kugeln  Kt  .  .  .  K1% 
„höchstens  sein  um  die  Kugel  K  zu  berühren?'4 

Bilden  die  Mittelpunkte  ein  regelmässiges  Ikosaeder ,  und  be- 
rühren sich  die  Kugeln  zu  je  dreien,  so  ersieht  man  leicht,  dass  die 
Kugeln  nicht  grösser  werden  können,  da  die  Zwischenräume  ihrer 
Projectionen  ihre  kleinsten  Werte  haben.  In  diesem  Falle  ist  die 
Ecke  des  Tetraeders  MMlMiM3  nach  Gl.  (5) 

Jlf— 3^  —  2R  (7) 

und  20  derselben  müssen  den  räumlichen  Vollwinkel  d.  i.  8R  ein- 
nehmen.   Nun  ist  nach  Gl.  (4) 

r*-f  2r^  —  f*  —  2r(r-|-2f)COSy 


1 
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Nach  61.  (7)  aber  ist,  sofern   M  ein  Zwanzigstel   des  Voll  Winkels 

8R 

V5  -  1 

*  =  $R;      cosi}>—  -L— i — 


also 


woraus: 


9      3—  V5   ,    .  rt  x 

>* 5—  r(r+2p)-  0 


Q  _  r-/5— 2V>5+3     2V5r  =  l,108516r  (8) 


„Wie  gross  kann  eine  Kugel  sein,  wenn  die  übrigen  der  Mittel- 
„kugel  gleich  sind?u 

Es  sei  angenommen,  dass  die  Kugeln  in  regelmässigen  Kränzen 
um  eine  Axe  (Axe  der  *  für  M  als  Anfangspunkt  der  «y»)  liegen, 
und  zwar  Mt  am  positiven,  Mtt  am  negativen  Ende  der  *  Axe,  J/t 
bis  MB  ein  Fünfeck  in  der  Ebene  *  —  *  mit  dem  Eckradius  «,  M5 
bis  Mu  ein  Fünfeck  in  der  Ebene  z  —  %t  mit  dem  Eckradius  », 
bildend.  Kt  berührt  die  5  Kugeln  K%  bis  A"€,  jede  der  letztern  zwei 
der  Kugeln  K7  bis  Kl%  and  diese  wieder  sämtlich  A18.  JT]S  habe 
den  Radius  $,  alle  übrigen  den  Radius  r.    Kürze  halber  sei 

«  -  |R 
Legt  man  die  xz  Ebene  durch   J/f,   so  werden   die  Coordinaten  *; 


y;  a  von 

-Ml, 

-     0;                                       0 

2r 

M2,    JMj,  .    .    .  3/6 

.•=  ti,     ucos2e,  .    .    .  ;             0,    usin2a  . 

.    .;      * 

3f7,    -Mg,  .    .    .  Mn 

=  UjCOSE,    U|COs3c  .    .    .  ;    ttjSiuf,  .    . 

• ;        *i 

Mit 

0;                                      0; 

~(r+9) 

die  Bedingungen  der  Berührungen  von 

KKX 

4r*  —  4r* 

KKt,  etc. 

u*+**  =  4r* 

Ji^ixff  etc. 

u*+(*— 2r)»  —  4r» 

j\<gi\f)  etc. 

u*—  2uu,COSf-f  wif+(*i  -*)1  **  4r* 

tftf7,  etc. 

uS+zt*  =  4r* 

/c7Ajj,  etc. 

V+^+'+e)'  -  (r+rt1 

£ATJS 

H-e)1        =  W-d* 

wpraus  nach  Elimination  von  •**+•*  und  bt* +*g*: 
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m  —  r;     ti  =*  V3  .  r 
V3*,  cos*+«,  —  2r;    «,*-fV  =  4r*  (9) 

0*+*)*i  +  2r*  -  0  (10) 

Die  GL  (9)  werden  erfüllt  durch  (t*,  —  0  und) 

4V3rcosg.  3cos?*— 1 

**""  3cos«f+i;    *1"s-"2r3cost«  +  l 

nachher  Gl.  (10)  durch 


Nnn  ist 


daher 


2r 
*  — 3coa^i+l 

V5+1 

C08£  =  — f- 

ä  /o?V5+l         16V3  .  r 
u,  -  4V3  — Qj—r  -  7v>6_1  =  1,89 133  99r 

ft  12 1/5 -7  22r 

*'  -  ~  2  ~ 6f—r  =  -12^5+7-  -°>6502563'* 

,.V5-1  16r 

•  =  ±  —  n—  r  =  Wb-^rx  -  2,0757105 r 


7. 

„Wie  gross  können  zwei  diametral  liegende  gleiche  Kugeln  soin, 
„wenn  die  übrigen  gleich  der  Mittelkugel  sind?44 

Die  Anordnung  sei  wie  im  vorigen  Falle,  nur  soien  die  Radien 
von  Kt  und  K12  beide  -»  p.  Dann  wird  das  Gesamtgebildo  von  der 
xy  Ebene  symmetrisch  geteilt,  mithin 

t»j  —  i»;    »i  =  —  * 

Die  Berührungsbedingungen  reduciren  sich  auf  droi: 

„*+«»  =  4r» 

2u*(  1  —  cos  *)  +  4«*  =  4r* 

woraus: 

2r*  „  6r* 

j  «—  — : —  ;     vr  — 


r-f-f'  1  4-  C086 

Dies  ergibt  die  Werte ; 

i 
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u*«ry6|/l-^  —  1,821 1860r 

*  -  ri/2  1/-7E  -1  —  —A—r  -  0,5845005r 
f   Vb  V5 

f  -  r     (|/^-l)  -  ^KVÖ+1)  -  r  -  l,4C91871r 

8. 

Die  12  Engeln  mögen  in  4  regelmässigen  Kränzen  zu]  je  3  nm 
die  Axe  liegen,  nnmerirt: 

so  dass  ihre  Mittelpunkte  4  zur   Axe  normale  Ebenen  *j,  #,  — si9 
•«*  bestimmen.     Wir  fragen  zuuächst: 

„Wie  gross  können  höchstens  die  einander  gleichen  6  Kngeln 
„der  2  äussersten  Kränze  sein ,  wenn  die  6  übrigen  Kngeln  gleich 
„der  Mittelkugel  K  sind?" 


Dio  Antwort  geht  aus  einer  einfachen  Betrachtung  hervor. 

Setzt  man  «,  —  0,  fallen  also  die  Mittelpunkte  des  2ten  and 
3ten  Kranzes  zusammen  in  die  Acquatorebene,  so  umschiiessen  6 
Kugeln  K±  bis  A"9,  etwa  in  der  Reihenfolge 

ÜT4  K7  K^  K§  Kg  K,j 

gerade  die  Mittelkugel,  indem  sie  sich  successive  in  6  Punkten  be- 
rühren. Verschiebt  man  aber  von  da  aus  die  2  Kranzebenen,  so 
werden  stets  mindestens  3  Berührungen  aufgehoben  und  der  Raum 
für  die  2  äussersten  Kränze  eingeengt.  Folglich  ist  die  gewählte 
Anordnung  *x  —  0  nicht  nur  möglich,  sondern  auch  notwendig. 

Auch  in  Betreff  der  2  äussersten  Kränze  gehen  wir  vom  ein- 
fachsten Falle  aus  und  nehmen  alle  Kugeln  einander  gleich  an. 
Bringen  wir  sie  zur  Berührung  mit  den  angrenzenden  Kränzen,  so 
bildet  jeder  Mittelpunkt  der  ersteren  mit  2  Mittelpunkten  der  letz- 
teren und  dem  Mittelpunkt  M  die  Ecken  eines  regelmässigen  Tetra- 
eders, weil  alle  4  Abstände  gleich  dem  doppelten  Radius  sind.  Man 
hat  also  die  3  Tetraeder 

{M^^M-jM)  {M%MbM%M)  (MzM6i\fBM) 

Nun  liegen  MAMMH  in  einer  Geraden.  Die  Projectionen  der  Pyra- 
midenspitzen Mt  und   Mt  auf  MKM%  halbiren    die  Strecken  M^M 
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und  MM%.  Folglich  ist  die  von  ihnen  begrenzte  Strecke  gleich  dein 
doppelten  Radius.  Diese  Strecke  ist  wieder  als  Gegenseite  eines 
Rechtecks  —  MvMt\  daher  berühren  sich  Kt  und  2TÄ ,  analog  je  2 
Kugeln  jedes  äussern  Kranzes.  Grösser  kann  keine  Kugel  werden. 
Die  Autwort  ist  also:  „Wenn  keine  Kugel  <  K  ist,  so  können  bei 
der  genannten  Anordnung  nur  alle  Kugeln  =  K  sein." 

Damit  ist  offenbar  die  Frage  nach  dem  Maximum  der  Kugeln 
eines  äussern  Kranzes,  wenn  alle  andern  »  K  sind,  schon  abge- 
schnitten; denn  die  Antwort  folgt  schon  aus  geringerer  Voraus- 
setzung. 

Die  Frage  nach  den  möglichen  Stellungen  von  lauter  gleichen 
Kugeln  ergibt  jedoch  noch  2  Lösungen.  Die  Mittelpunkte  Mx,  Af2, 
Mz  waren  nämlich  die  Spitzen  von  3  Pyramiden,  deren  Grundflächen 
keine  Seite  gemein  haben.  Zwischen  diesen  3  Dreiecken  liegen  3 
andere.  Alle  6  Blossen  nur  in  M  zusammen.  Man  kann  nun  die 
entsprechenden  Pyramiden  auf  der  andern  Seite  der  Aequatorebene 
entweder  auf  dieselben  Dreiecke  als  Grundflächen  bauen  oder  auf 
die  3  andern.  Beide  Fälle  ergeben  2  wesentlich  verschiedene  Ge- 
samtfiguren. 

Die  Berührungsbedingungen  sind: 

woraus  übereinstimmend  hervorgeht: 

2r  2  V  2r 

w==v3;  *  =  -y3;  "*""2r 

Die  Kugeln  Kx  bis  Ktt  auf  K  central  projicirt  geben  12  Ca- 
lotten,  deren  Inhalt  in  Gl.  (3)  gefunden  ist.  Zwischen  ihnen  liegen 
8  gleichseitige  concave  Bogendieiecke.  Erstere  sind  auch  schon  be- 
rechnet und  ihr  Inhalt  iu  Gl.  (6)  angegeben. 

Um  letztere  direct  (d.  h.  nicht  als  Rest)  zu  berechnen,  gehen 
wir  von  der  vierkantigen  Centralecke  aus,  deren  Kanten  durch  die 
Mittelpunkte  der  4  Bogen  gehen,  z.  B.  MM , ,  MM4,  MM^  MMt. 
Die  4  Mittelpunkte  sind  die  Ecken  eines  Quadrats  über  einer  Seite 
=  2r.  Hiernach  sind  die  Seitenwinkel  der  Centralecke  (M )  —  |i*, 
für  die  Flächenwinkei  t|',  findet  man  daraus 

cos^/j  —  —  i    also    Vi—  2R  —  V 

und  die  Ecke  wird 


(M)  =  4*,  —  4B==4K  —  4*  (11) 

Die  Centralprojection   des  obigen  Quadrats  auf   A','  d.  i.  (M)r*  nm- 
fasst  non   ausser  dem  gesuchten   Bogenviereck  Q,  noch   4  Sectoren 

der  Calotte  P  für  don  Centriwinkol  *>„  zusammen    —  ^'f;  folglich 

ist,  mit  Anwendung  von  Ol.  (3), 

Q,  =  (4R— 4*»)r»-(2R— y.)2(2- V3)r* 

Demnach   sind   die  verschiedenen  Figuren   anf  K:    Kugclprojcctiou, 
Calotte 

P  =  2(2  -  V3)Jfr*  —  0,535  8984  Br* 

Projection  des  Raumes  zwischen  3  Engeln,  sphärisches  Bogendrcieck 

a  =  (j  V3*-2R)r»  -  0,035 990 Rr» 

Projection  des  Raumes  zwischen  4  Kugeln,  sphärisches  BogenTicreck 

Q,  —  [4(V3  -l)fl  — 2V3(f>(r«  -  0,913 650 Ar1 
wo 

i>  —  arctg2y  2  =  0,883  6531  R 

Werte  die  (sogar  unabhängig  von  y)  die  Relation 

K  —  12P+8Q+6Q,  -  SBr* 

behufs  ihrer  Controle  erfüllen. 

Die  hier  getroffenen  2  Anordnungen  zeichnen  sich  durch  die 
Eigenschaft  ans,  dass  13  gleiche  Kugeln  sich  in  36  Punkten  be- 
rühren, und  keine  einzeln  verschiebbar  ist  ohno  eino  Berührung 
aufzuheben.  Die  Mittelpunkte  der  12  äusseren  Kngeln  bilden  ein 
gleicbkantigea  Polyeder  eingeschlossen  von  6  Quadraten  und  6  gleich- 
seitigen Dreiecken,  ist  also  ein  tessarakaidekaeder  eingeschrieben 
in  eine  Kugel  von  einem  Radina  gleich  der  Kante. 

R.  Hoppe. 


»g  zur  Losung  des  Problems  der  Dreiteilung  des  Winkels. 

nntlich  ist  eine  elementare  Losung  des  Problems  der  Tri- 
as Winkels  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben  worden.  Diese 
bat  in  Hatuematikorkreisen  erst  zur  Hypothese  und  später 
rzengung  geführt,  dass  eine  elementare  Lösung  des  Pro- 
»rbaupt  unmöglich  sei.     Dio  hiefor  beigebrachten  Beweise 
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scheinen  mir  jedoch  weder  einwandfrei ,  noch  streng  genng  zn  sein, 
nm  die  Aussichtslosigkeit  jedes  Lösungsversnches  nach  dieser  Rich- 
tung hin  zn  begründen.  Die  im  Nachfolgenden  gegebene  Lösung, 
bei  welcher  lediglich  elementare  Hilfsmittel  angewendet  werden,  be- 
ruht auf  der  Theorie  der  Nftherungsmethoden;  liefert  jedoch  ein 
Resultat  mit  jedem  gewünschten  Grade  von  Genauigkeit.  Die  hiebci 
angewandte  Methode  kann  immerhin  als  „elementar4  bezeichnet 
werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Nftherungsmethoden  nicht 
ohne  weiteres  unter  den  Begriff  des  höhern  Calcüls  zu  subsumiren 
sind.  Dies  scheint  bei  vorliegender  Lösung  jedoch  tatsächlich  der 
Fall  zu  sein,  da  wie  erwähnt,  nur  elementare  Hifsmittel  zur  An- 
wendung kommen.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet,  dürfte 
die  nachstehend  gegebene  Lösung  für  die  Beurteilung  der  Lösbarkeit 
des  Problems  jedenfalls  von  priucipieller  Bedeutung  sein. 

Es  sei  ABC  der  in  drei  Teile  zu  teilende  Winkel. 

Man  schneide  mit  dem  beliebig  gewählten  Radius  Aa  auf  den 
beiden  Schenkeln  die  gleichen  Strecken  Aa,  Ab  ab  und  ziehe  durch 
die  so  bestimmten  Punkte  a  und  b  die  zu  den  Schenkeln  AB  und 
AC  parallelen  Geraden  ay  und  bz.  Werden  nun  in  gleichen  Ab- 
ständen von  a,  resp.  mit  stetig  wachsenden  Halbmessern  Kreisbögen 
beschrieben  a6,  albl, .  .  . ,  a*°6*°,  so  sind  je  zwei  zwischen  den 
parallelen  Geraden  AB  und  &s,  bzhw.  AC  und  ay  liegende  Kreis- 
bögen eines  und  desselben  Kreises  einander  gleich,  z.  B. 

Da  die  von  den  Geraden  ay  und  bz  eingeschlossenen  Kreisbögen 
vom  Schnittpunkt  o  nach  beiden  Seiten  hin  stetig  wachsen,  muss  es 
notwendig  einen  von  den  Geraden  ay  und  bz  begrenzten  Kreisbogen 
geben,  welcher  gleich  ist  zweien,  von  den  Geraden  AB  und  6*, 
bzhw.  AC  und  ay  abgeschnittenen  Bögen.  Zur  Auffindung  dieses 
Kreisbogens  genügt  die  Erwägung,  dass  derselbe  einerseits  von  der 
Geraden  ay  bzhw.  bz  geschnitten  werden  muss,  mithin  seine  End- 
punkte in  den  Geraden  selbst  liegen  müssen,  andrerseits,  dass  der 
eine  Endpunkt  in  der  Linie  liegen  wird,  welche  die  Halbirungs- 
punkte  der  aufeinander  folgenden  Kreisbögen  a6o,  .  .  .  atlc9i  ver- 
bindet. Da  sich  diese  Curve,  wenn  man  hinreichend  viele  Kreis- 
bögen halbirt,  mit  jedem  beliebigen  Grade  von  Genauigkeit  con- 
struiren  lässt,  so  kann  auch  ihr  Schnittpunkt  »mit  der  Geraden  bz 
so  geuau,  als  man  wünscht,  bestimmt  und  damit  der  Teilungspunkt 
gefunden  werden.  Eiu  zweiter  Teilungspuukt  e  kann  auf  ganz 
aualoge  Art  innerhalb  der  Fläche  Ab*oa*  gefunden  werden.    Selbst- 
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Aerständlich  lassen  sieb  zwei  symmetrische  Teilungspunkte  in  ähn- 
licher Weise  auf  der  Strecke  bo  resp.  octl  bestimmen. 

Bemerkt  möge  noch  werden,  dass  ein  auf  der  angegebenen 
Lösung  beruhender,  von  mir  constrnirter  Apparat  vom  Kaiser!. 
Patentamte  in  Berlin  für  patentfähig  erklärt  wurde. 

Lothar  v.  Koppen  in  Manchen. 
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Methode  und  Principien. 

Nene  Bahnen  in  der  Weltanschauung  und  Naturanschauung.  Von 
Dr.  F.  C.  Albert  Kaiser.    Dresden-A.  1892. 

Dieser  neue  Versuch  einer  kosmischen  Theorie  mag  vielleicht 
auf  den  ersten  Seiten  der  Schrift  einige  Hoffnungen  erwecken,  dass 
darin  den  kosmischen  Fragen  eine  freiere  Kritik  zuteil  werden 
würde.  In  der  Tat  fängt  die  Schrift  damit  an  den  Blick  zu  erweitern 
und  der  Voreingenommenheit  entgegen  zu  treten,  gibt  an,  welche  Sätze 
sie  als  sicher  voraussetzt,  und  legt  Wert  auf  Verständlichkeit.  Was 
letztere  betrifft,  so  ist  es  ja  offenbar  unmöglich  ohne  Entlehnung 
von  Begriffen  etwas  zu  erklären:  wir  stützen  uns  teils  auf  exaet 
wissenschaftliche,  teils  auch  auf  vulgäre  Begriffe,  indem  wir,  was 
diese  vermissen  lassen,  prüfen  und  ergänzen.  Dies  geschieht  auch 
hier  meistenteils,  und  wenn  mitunter  die  Prüfung  geläufiger  Begriffe 
nnd  Vorstellungen  unterbleibt  oder  inexaete  Sprache  geführt  wird, 
so  wird  der  Leser  wol  entgegenkommend  die  Richtigstellung  selbst 
übernehmen.  Beispiele  solcher  inaxaeter  Rede  sind  der  Misbrauch 
des  Wortes  „Tatsache"  für  Sätze,  die  der  Verfasser  nicht  anfechten 
will,  der  Ausdruck  „übernatürliche  Ursache"  statt  unbekannte  Ur- 
'  sache  u.  a.  m.  Aber  von  da  an ,  wo  der  Verfasser  seine  Hypothese 
entwickelt,  hört  die  Verbesserlichkeit  seiner  Redeweise  auf.  Gerade 
der  wichtigste  und  elementarste  Begriff,  der  der  Ursache,  über  dessen 
Bedeutung  sich  das  gemeine  Denken  gar  keine  Rechenschaft  zu  geben 
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uiis  hierüber  sowie  über  alles,  was  das  Bach  im  Dunkeln  lässt, 
nicht  den  geringsten  Aufschluss.  Hoppe. 

Principles  of  tho  algebra  of  physics.  — 

The  imaginary  of  algebra  being  a  continuation  of  the  paper 
„Principles  of  the  algebra  of  physics*'.  — 

On  the  definitions  of  the  trigonometric  funetions.  — 

The  fundamental  theorems  of  analysis  generalized  for  space.  — 

On    exaet   analysis   as    the   base    of   language.    — By 

Alexander  Macfarlane,  M.  A.,  D.  Sc,  L.  L.  D.,  Fellow  of  the 
Royal  Society  of  Edinburgh,  Professor  of  physics  in  the  university 
of  Texas.    Norwood  Press  4891.  1892. 

Die  4  ersten  Schriften  enthalten  die  genauem  Bestimmungen 
und  Einführungen ,  mittelst  welcher  der  Verfasser  bestrebt  ist  die 
Quaternionentheorie  exaet  zu  machen,  nebst  historischen  Angaben; 
die  letztgenannte  Schrift,  Abdruck  aus  Transactions  of  the  Texas 
Academy  of  Science,  die  Anwendung  dieser  Theorie  für  eine  Welt- 
spräche.  Hoppe. 

Uniplanar  algebra,  being  part  I  of  a  propaedeutic  to  the  higher 
mathematicai  aualysis.  By  Jrving  St  ring  harn,  ph.  D.,  Professor 
of  mathematic8  m  the  university  of  California.  San  Francisco  1893. 
Berkeley  press. 

Algebra  bedeutet  die  Lehre  von  der  allgemeinen  Grösse,  wie  sie 
der  Analysis  zugrunde  liegt.  Die  Methode  ist  die  geometrische. 
Die  Grössen  und  ihre  Addition  werden  durch  Strecken,  die  Multi- 
plication  durch  Proportionen  an  geschnittenen  Parallelen,  die  Poten- 
zirung  durch  Spiralcurven  dargestellt.  Ferner  werden  die  Lehren 
von  den  cyklischen  Functionen ,  von  graphischen  Transformationen 
von  den  Gleichungen  und  complexen  Wurzeln  entwickelt. 

H. 

Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts.  Eine  ver- 
gleichende Plauimetrie.  Von  Dr.  Heinrich  Schotten.  Zweiter 
Band.    Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner. 

Der  erste  Band  dieses  Werkes  ist  nicht  in  diesem  Archiv,  aber 
in  vielen  andern  Zeitschriften  besprochen,  welche  nach  Aussage  des 
Verfassers  sich  sämtlich  anerkennend  darüber  äussern.  Da  darin 
lauter  gesonderte  Themata  behandelt  werden,  so  ist  überhaupt  kein 
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Anlass  auf  den  ersten  Band  zurück  zukommen.  Die  Themata  des 
2.  Bandes  sind:  Richtung,  Abstand,  WinkeH,  Parallelen,  4  Grand- 
begriffe, deren  doctrinäre  und  methodische  Behandlnng  Jahrtausende 
lang  eine  offene  Frage  geblieben  ist.  Es  liegt  hier  ein  Fall  vor, 
der  gar  nicht  einzig  in  der  Geschichte  der  Wissenschaften  dasteht: 
grosse  Anhäufung  von  Litteratnr  ohne  sichtlichen  Fortschritt.  Er 
fordert  natürlich  dazu  auf,  die  grösstenteils  einander  ignorirendcn 
Bestrebungen  durch  Obersichtliche  Nebeneinanderstellung  der  An- 
sichten zusammenzuführen.  Einer  gleichen  Absicht  entsprechend 
zeigt  sich  auch  das  gegenwärtige  Unternehmen,  welches  zunächst 
die  jene  Grundbegriffe  betreffende  und  zwar  auf  die  Lehrmethodo 
gerichtete  Littcratur  zusammenstellt  Um  die  an  einem  analogen 
Unternehmen  gemachten  Erfahrungen  nutzbar  zu  machen,  sei  das 
von  Baumann:  „Raum  und  Zeitu  —  erwähnt,  worin  die  Litteratur 
über  beide  Begriffe  vom  Altertum  bis  in  die  neuste  Zeit  zusammen- 
gestellt ist.  Dass  hier  die  Gesichtspunkte  des  Unterrichts  nicht  ins 
Spiel  kommen,  macht  keinen  wesentlichen  Unterschied;  denn  Klar- 
heit der  Sache  ist  doch  jedenfalls  erstes  Erforderniss,  ehe  man  daran 
denken  kann  sie  zu  lehren.  Baumann  versucht  am  Schlüsse  den  Be- 
griff des  Raumes  aus  allen  Ansichten  als  Resultat  zu  ziehen.  Die 
Aufstellung  ist  6  Seiten  lang  und  enthält  nur  negative  Bestimmun- 
gen. Es  ergibt  sich  also,  wie  sich  erwarten  liess,  dass  der  Gedanke 
verfehlt  war.  Wenn  man  öfters  von  divergirenden  Meinungen  sagt, 
dass  die  Wahrheit  in  der  Mitte  liegen  wird,  so  gilt  in  der  Wissen- 
schaft sicher  das  Gegenteil ,  die  Wahrheit  liegt  stets  ausserhalb  der 
nicht  befriedigenden  Meinungen.  Soll  also  eine  Zusammenstellung 
vieler  'sich  nicht  einigenden  Ansichten  einen  Fortschritt  anbahnen, 
so  muss  sie  mit  einer  Kritik  verbunden  sein  darauf  gerichtet  Un- 
grttndlichkeit  und  Befangenheit  als  Ursache  des  Stagnirens  ans  Licht 
zu  ziehen.  In  der  Tat  lässt  sich  das  Werk  von  Schotten  mehr  auf 
Kritik  ein  als  das  von  Baumanu,  wenn  auch  nicht  in  alleu  Punkten, 
wo  es  zu  wünschen  wäre.  Es  sei  voraus  bemerkt,  dass  wir  die 
Würdigung  des  Verdienstes,  dass  sich  der  Verfasser  durch  das  Werk 
erworben  hat,  nicht  von  der  geübten  Kritik  abhängig  machen  wollen, 
indem  wir  gegen  einen  principicllcn  Punkt  derselben  Einspruch  tuu. 
Einleitend  erklärt  der  Verfasser  Richtung  uud  Abstand  für  die  2 
Elemente,  welche  die  Lage  eines  zweiten  Punkts  B  relativ  zu  einem 
ersten  A  bestimmen.  J.  C.  V.  Hoffmann,  welcher  als  erster  Autor 
anftritt,  sagt  nun:  „Richtung  setzt  voraus  ein  Ziel  uud  einen  Aus- 
gangspunkt44. Schotten  fügt  interpretirend  hinzu,  dass  das  Ziel  nur 
ein  zweiter  Punkt  sein  kann,  uud  erklärt  sich  mit  Hoffmann  darin 
einverstanden,  dass  mit  dem  Setzen  der  2  Puukte  A,  B,  letzteren 
als  Ziel  gedacht,  die  Richtung  gegeben  sei.  Dies  ist  ein  verhäng- 
nissvoller Irrtum     Durch  das  Ziel  B  ist  erst  das  Problem  gestellt, 
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von  A  aus  B  zu  erreichen,  aber  noch  nicht  gelöst.    Ist  von  A  ans 
B  nicht  sichtbar,  so  kann  man  es  in  der  gauzen  Welt  vergeblich 
snchen.    Kann  man  es  sehen,  so  ist  ein  Lichtstrahl  2M,   das  ist 
(geometrisch)  eine  Gerade,  gegeben  und  der  Punkt  B  überflüssig. 
Man  kommt  also,  erst  durch  Berichtigung ,  nur  auf  die  gewöhnliche 
Erklärung  der  Richtung  durch  eine  Gerade  zurück.    Hiermit  ist  in- 
des die  Frage  nach  dem  Begriffe  der  Richtung  keineswegs  erledigt. 
Der  gofundene  ist  offenbar  bedeutungslos;  denn   er  fügt  als  Eigen- 
schaft der  Geraden  nichts  zum  Wesen  der  Geraden  hinzu.    In  der 
Tat  ist  auch  die   absolute  Richtung  ohne  Bedeutung  und   gewinnt 
sie  erst  als  relative.     Beachtet  man   dies,  so  entsteht  die  Frage: 
Wie  kann  man  die  qualitative  Verschiedenheit  der  Richtung  exaet 
quantitativ  darstellen?  — und  findet  ihre  Lösung  in  der  Einführung 
des  Winkels   uud  der  Theorie  seiner  Messung.     So  ist  denn  der 
Grundfehler,  der  bisher  die  exaete  Definition  der  Richtung  vereitelt 
hat,  der,  dass   man  die  Richtung,  ihrer  bekannten  relativen  Natur 
zuwider,  durchaus  hat  absolut  bestimmen  wollen,  anstatt  sich  mit  ihrer 
einfachsten  Darstellung  durch  eine  Gerade  solange  zu  begnügen,  bis 
die  Einführung  des  Winkels  (als  Winkelfigur)  das  Mittel  bietet,  sie 
in  ihrer  Relativität  zu  einer  festen  Richtung  zu  definiren.     Dieser 
Fehler  hat  nun,   wie  die  beigebrachte  Litteratur  zeigt,   verwirrend 
auf  die  methodische  Behandlung  des  Winkels  eingewirkt.    Wo  über- 
haupt die  Betrachtung  von  Richtungen  zugezogen  wird,  findet  sich 
das  Deductionsverhältni8S  verkehrt  aufgefasst,  als  ob  der  Begriff  des 
Winkels  auf  die  Richtungen   der  Schenkel  gegründet  werden  sollte, 
möchten   die  Richtungen  nun  definirt  sein   oder  nicht,  während  in 
Wirklichkeit  der  Begriff  der  Richtung  nur  auf  den  Winkel  gegründet 
werden  kann.    Dem  Verfasser  fällt  es  auf,  dass  die  meisten  Autoren, 
die  von  Richtungen  reden,  den  Begriff  undefiuirt  lassen;  den  Grund 
dieser  Erscheinung  enthüllt  er  nicht.  Hoppe. 


Die  Schalablagcrung8thcorie.  I.  IL  Eine  Erweiterung  der  La- 
place'schen  Nebularhypotheso.  Von  Ferdinand  Kerz.  Leipzig 
und  Berlin  1891.  1892.    Otto  Spamer. 

Soviel  sich  aus  dem  geringen  Teile  der  beiden  Schriften,  der 
wirklich  der  Sache  gewidmot  ist,  entuehmen  lässt,  will  der  Ver- 
fasser, der  Laplace'schcn  Entstehung  der  Planeten  aus  der  Sonnen- 
atmosphäre folgend,  nun  die  besondere  Gestalt  der  Erde  aus  diesem 
Ursprung  herleiten,  namentlich  die  Gebirge  als  von  aussen  ange- 
worfen erklären.  Doch  hätte  er  seine  Ansicht  wol  in  besserer  Ord- 
nung entwickeln  können.  Hoppe. 
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Lösung  des  Probloms:  Die  Quadratur  des  Kreises.  Berichtigung 
der  Zahl  n.  Von  Oscar  Flor,  caud.  phys.  Riga  1892.  ^Alexander 
Sticda. 

Eine  8  Seiten  lange  Rechnung  ergibt:  n  =  3,2.  Wo  liegt  der 
Fehler?  H. 


Entwarf  einer  neuen  .Integralrechnung  auf  Grund  der  Poten- 
zial-, Logarithmal-  und  Numeralrechnung.  You  Dr.  Julius  Berg- 
b  o  h  ra.  Die  rationalen  algebraischen  und  die  goniometrischen  Inte- 
grale. —  Zweites  Heft:  Die  irrationalen, exponentiellcn, logarithmischen 
und  cyklometrischen  Integrale.    Leipzig   1892.    B.  G.  Teubner. 

Der  auch  dieser  Schrift  zugrunde  liegende  Irrtum  des  Verfassers 
ist  noch  derselbe  wie  in  seinen  früheren,  bereits  besprochenen  Schriften. 

Hoppe. 


Die   Quadratur   des    Kreises.     Von  Dr.   Andr.   Ozogowski. 
Ostrowo  1893.    W.  NiesiolowskL 

Am  Schlüsse  einer  Reihe  teils  selbstverständlicher,  teils  unrich- 
tiger Aussagen,  meist  ohne  sichtlichen  Zusammenhang,  wird  ange- 

48 
geben,  der  Kreisumfang  sei  -=  des  Radius.  Hoppe. 


Kritische  Grundlegung  der  Arithmetik.  Von  Heinrich  Kloock. 
Bonn  1893.    Röhrscheid  u.  Ebbecke. 

Der  erste  der  4  Abschnitte  gibt  Aufzeichnungen  des  Verfassers 
im  Auszug  aus  seiner  Schrift:  „Neue  Arithmetik44  —  nach  Zeit, 
Gegenständen  und  Resultaten,  die  Übrigen  eine  Kritik  der  Arith- 
metik von  Euklid,  Euler  und  Dflhring.  In  systematischer  Form  be- 
absichtigt er  die  arithmetischen  Hauptlehren  noch  herauszugeben. 
Ans  der  Kritik,  welche  sich  fast  ausschliesslich  auf  die  Negativen 
und  Imaginären  bezieht,  die  Irrationalen  kaum  erwähnt  und  unter 
den  Erweiterungen  des  Zablbegriffs  gar  nicht  mit  auffahrt ,  lässt 
sich  keine  Andeutung  entnehmen,  welche  definitive  Gestalt  der  Ver- 
fasser den  Lehren  zu  geben  im  Sinne  hat,  zumal  Einfachheit  und 
Entfernung  aller  Subtilitäten  nirgends  als  Ziel  erscheint.  Auf  die- 
jenigen Transformationen  der  Begriffe,  welche  der  erfolgreiche 
Gang  der  Wissenschaft  fordert,  muss  auch  die  principielle  Kritik 
eingehen;  davon  kann  sie  auch  die  Nichtexistcnz  der  eingeführ- 
ten   Rechnungselemente  nicht   entbinden.    Die   Bedeutung    unmög- 


8  LilttrarUeher  Beruht  IL, 

licher  Gleichungen,  die  Rechtfertigung  approximativer  Darstellung 
von  Grössen  u.  s.  w.  alles  dies  ist  bekannt  genug.  Dies  ist  in  ge- 
genwärtiger Kritik  nicht  ganz  unbeachtet  geblieben,  doch  erscheint 
es  nicht  als  leitender  Gedanke.  H. 


Die  nichteuklidische  Geometrie  vom  Altertum  bis  zur  Gegen- 
wart. Eine  historisch-kritische  Studie.  Yon  Dr.  A.  Karagianni- 
des.    Berlin  1893.    Mayer  u.  Müller. 

Die  Schrift  beschränkt  sich  darauf,  charakteristische  Aufstel- 
lungen mit  wörtlicher  Wiedergabe  vorzuführen  und  zu  beurteilen 
ohne  auf  Deduction  und  Begründung  weiter  einzugchen  als  es  die 
Deutlichkeit  erfordert.  Das  Altertum  wird  nur  in  dem  Sinne  als  be- 
teiligt hineingezogen,  sofern  alle  Versuche  den  Parallelensatz  zu  be- 
weisen nichteuklidisch  sind;  um  solche  handelt  es  sich  von  da  an 
nicht  weiter.  Es  werden  dann  die  Aeusserungen  von  Gauss,  Lobat- 
schewski, Riemann,  Helmholtz,  Klein,  Poincar6  und  Weicrstrass  be- 
leuchtet. Zum  Schlüsse  stellt  der  Verfasser,  angeblich  als  Zusam- 
menfassung der  vorhergehenden  Kritik  5  Sätzo  auf,  deren  letzter 
lautet:  „Die  verschiedenen  sogenannten  nichteuklidischen  Geometrien 
sind  tatsächlich  nichts  weiter  als  eine  ganz  willkürliche  fa$on  de 
parier  ohne  wissenschaftliche  Bürgschaft  und  Ueberzeugung."  Dies 
mag  woi  den  Eindruck  aussprechen,  den  auf  ihn  das  Vorgehen  von 
Poincar6  gemacht  hat  Hoppe. 


Grundgesetze  der  Arithmetik.  Begriffsschriftlich  abgeleitet  von 
Dr.  G.  Frege,  A.  0.  Professor  an  der  Universität  Jena.  I.  Band. 
Jena  1893.    Hermann  Pöble. 

Laut  Vorwort  sind  die  negativen,  gebrochenen,  irrationalen  und 
complexen  Zahlen,  die  Addition,  Multiplication  u.  8.  w.  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen.  Was  dann  yon  Arithmetik  noch  übrig 
bleibt,  ist  das  Zählen,  und  hiervon  in  der  Tat  handeln  die  am 
Schlüsse  in  Worten  aufgestellten  Grundgesetze.  In  wiefern  aber 
diese  ziemlich  complicirten  Gesetze  Grundlage  irgend  eines  Teils 
der  Arithmetik  sein  können,  wird  vielleicht  der  2.  Band  enthüllen, 
wenn  er  über  Gesichtspunkte  weniger  schweigsam  ist  als  der  erste. 

Hoppe. 
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Tabellen. 

Vierstellige  togarithaisebe  TafcU  der  aatiiiks»»  ud  IngOM- 
metrischen  Zahlern  Bebst  de»  eHorderiiehea  HüfstabcUem.  Fir  de* 
Scbulgebraach  lad  die  allgeawäae  Praxis  bearbeitet  yo«  KR.  Mil- 
ler.   Stattgart  (1893).    Julia*  Maier. 

Ausser  des  genannten  2  Tafeln  steht  aaf  denselben  32  Seiten 
noch  eine  Tafel  für  die  Logarithmen  von  Summen  and  Differenzen* 
Die  Tafel  der  Briggs'schen  Logarithmen  ist  für  die  Zahlen  1000  bis 
3003  und  300  bis  1000  ausgeführt,  die  der  trigonometrischen  Fnnc- 
tionen  für  alle  Minuten  mit  feinerer  Teilung  für  kleine  Winkel  IL 

Vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  nebst  einigen 
physikalischen  und  astronomischen  Tafeln,  für  den  Gebranch  an 
höheren  Schulen  zusammengestellt  von  C.  Rohrbach,  Dr.  phil. 
Oberlehrer  am  Gymnasium  Ernestinutn  zu  Gotha.  Gotha  1893. 
£.  F.  Thiencmann. 

Die  Logarithmen  sind  ausgeführt  für  die  Zahlen  1  bis  2000. 
Am  Ende  jeder  Zeile  ist  zu  leichterer  Vergleichung  der  Aufang  der 
folgenden  hinzugefügt  Die  Winkclteilung  geht  bis  auf  Zehntel  Grad, 
für  kleine  Winkel  bis  auf  Minuten.  U. 

Fünfstellige  Tafeln  für  die  Zchuer-Logarithmen  der  natürlichen 
und  trigonometrischen  Zahlen.  Hcrausgegcbeu  von  Josef  Schnol- 
linger,  k.  k.  Professor.    Wien  1892.    Manz. 

Der  Verfasser  hat  erfinderisch  dafür  gesorgt  den  Fehler  der  ab- 
gekürzten Angaben  zu  verkleinern.  Die  Anweisung  dazu  ist  nicht 
leicht  zu  verstehen.  Und  sollte  er  während  der  grosson  Arbeit  nicht 
gemerkt  haben,  dass  man  das  Beabsichtigte  viel  leichter  und  viel 
besser  haben  kann?  Statt  des  Buchstabens  oder  Zeichens,  das  er 
hinter  jeden  Decimalbruch  setzt,  brauchto  er  nur  die  nächst  folgondo 
Decimalziffer  zu  schreiben ;' dann  hätte  sich  der  Fehler  auf  ein 
Zehntel  seines  Wertes  verkleinert,  was  er  doch  mit  aller  Mühe  noch 
lange  nicht  erreicht.  Hoppe. 


Sammlung  fünfstelliger  logarithmischer,  trigonometrischer  und 
nautischer  Tafeln  nebst  Erklärungen  und  Formeln  der  Astronomie. 
Von  Dr.  W.  Ligowski,  Professor  an  der  Kaiserlichen  Marine- 
Akademie  und  Schule  in  Kiel.  Zweite  Auflage.  Kiel  1892.  Paul 
Toeche. 
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Laut  Vorwort  sind  die  Tafeln  vor  einigen  Jahren  bei  der  Kaiser- 
lichen Kriegsmarine  eingeführt  worden.  Sie  enthalten  allo  Tabellen, 
welche  für  die  Berechnungen  der  praktischen  Nautik,  bei  Benutzung 
des  nautischen  Jahrbuchs,  nötig  sind,  in  einer  Form,  welche  den 
Gebrauch  der  meisten  derselben  auch  für  andere  Anwendungen  der 
Mathemathik  bequem  gestattet  Die  im  nautischen  Jahrbuch  be- 
findlichen Hülfstafeln,  sowie  einige  weniger  wichtige  Tafeln  sind  in 
dieser  Auflage  fortgelassen  und  dafür  andere,  zur  Abkürzung  der 
Berechnungen  dienende  aufgenommen  worden.  Der  Anhang  I.  hat 
einige  Erweiterungen  erhalten;  unter  anderem  hat  der  Verfasser 
eine  einfache  Methode  gegeben,  nach  welcher  ohne  besondere  Tafeln 
eine  zweite  Corrcction  der  Rcduction  auf  den  Meridian  bestimmt 
werden  kann.  H. 


Physik. 

Die  Mechanik  der  Wärme  in  gesammelten  Schriften  von  Robert 
Mayer.  Dritte,  ergänzte  und  mit  historisch-litterarischen  Mittei- 
lungen versehene  Auflage.  Herausgegeben  von  Dr.  Jacob  J.Wey- 
rauch, Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart 
Stuttgart  1893.    J.  G.  Cotta. 

Die  Abschnitte  des  Buches  sind  folgende:  Bemerkungen  über 
die  Kräfte  der  unbelebten  Natur;  die  organische  Bewegung  in  ihrem 
Zusammenhango  mit  dem  Stoffwechsel ;  Beiträge  zur  Mechanik  des 
Himmels;  Bemerkungen  über  das  mechanische  Aequivalcnt  der 
Wärme;  über  die  Herzkraft;  über  das  Fieber;  über  notwendige 
Consequenzcn  und  Inconsequenzen  der  Wärmemechanik ,  über  Erd- 
beben; über  die  Bedeutung  unveränderlicher  Grössen;  über  die  Er- 
nährung; über  veränderliche  Grössen;  die  Toricelli'sche  Leere;  über 
Auslösung.  H. 

Die  Lehro  von  der  Elektricität.  Von  Gustav  Wiedemann. 
Zweite  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  Zugleich  als  vierte 
Auflage  der  Lehre  vom  Galvauismus  und  Elektromagnetismus.  Er- 
ster Band.  Mit  298  Holzstichen  und  2  Tafeln.  Braunschweig  1893. 
Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 

Der  erste  Baud  enthält:  historische  Einleitung,  Erregung  und 
Eigenschaften  der  Elektricität,  Bcrührungselektricität,  das  Ohm'sche 
Gesetz,  Leitungswiderstand,  elektromotorische  Kraft,  Galvaui'sche 
Elemente  bei  Leitern,  Elektricitätserregung  bei  Berührung  von  Nicht- 
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leitern,  bei  Aenderung  des  Aggregatzustandes,  Elektrisir-  und  In- 
fluenzmaschinen, Strömungsströme,  elektrische  Endosmose.  Bei  einer 
Lehro  von  der  Elektricität  kann  natürlich  an  keine  systematische 
Theorie  gedacht  werden.  Sie  gibt  vielmehr  die  zn  Gebote  stehenden 
Mittel  an,  durch  Beobachtung  und  Rechnung  die  Erscheinungen,  ihre 
Gesetze  und  die  sie  betreffenden  Fragen  zn  untersuchen,  was  viel- 
leicht bisher  in  keinem  Gesamtwerke  so  vollständig  nach  heutigem 
Standpunkte  geschehen  ist  U. 

Einleitung  in  die  theoretische  Physik  von  Viktor  von  Lang, 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  Wien.  Zweite,  umgestaltete 
und  vermehrte  Auflage.  Mit  126  eingedruckten  Holzstichen.  Braun- 
schweig 1891.    Friedrich  Yieweg  und  Sohn. 

Das  Buch  umfasst  die  Mechanik,  die  Lehren  von  der  Schwere, 
dem  Magnotismus,  der  Elektricität ,  den  festen  Körpern,  Flüssig- 
keiten, Gasen,  Licht  und  Wärme.  Es  ist  dazu  bestimmt  den  Ueber- 
gang  von  den  Mittelschulen  zum  Studium  zu  erleichtern.  Bekannt- 
schaft mit  der  Differentialrechnung  wird  vorausgesetzt,  ist  also  vor- 
erst zum  Verständniss  einiger  Beweise  zu  erwerben.  Grösser  als 
diese  Forderung  möchte  jedoch  die  sein,  die  uötige  Vertrautheit  mit 
dem  Experimentiren  zu  erlangen.  H. 


Thermodynamische  theorie  der  capillariteit  in  de  onderstclling 
van  continue  dichtheidsverandering.  Door  J.  D.  van  der  Waals. 
Amsterdam  1893.  Johannes  Müller.  (Verhdl.  d.  Kon.  Ak.  v.  Wet 
te  Amsterdam,  1.  sectie,  deel  1.  Nr.  8.) 

La  Place  und  Gauss  behandelten  die  Capillaritätstheorie  als 
statisches,  Gibbs  infolge  der  neuen  Wärmetheorie  als  dynami- 
sches Problem.  Von  letzterer  Auffassung  unterscheidet  sich  wieder 
die  gegenwärtige,  sofern  jene  unstetige,  diese  nur  stetige  Dichtig- 
keitsänderung zuläs8t.  Grundprincip  des  thermodynamischen  Gleich- 
gewichts ist  hier:  Ein  Stoff  erfüllt  einen  gegebenen  Raum  so,  .dass 
bei  gegebener  Energie  die  Entropie  ein  Maximum  ist  II. 

Ueber  elektrische  Kraftübertragung,  insbesondere  über  Dreh- 
strom. Ein  gemeinverständlicher  Experimcntalvortrag.  Von  Braun, 
o.  ö.  Prof.  der  Physik  an  der  Universität  Tübingen.  Tübingen  1892. 
H.  Laupp. 

Der  ursprüngliche  Vortrag  erläutert  die  auf  der  internationalen 
elektrotechnischen  Ausstellung  in  Frankfurt  a.  M.  in  grossem  Masse 
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vorgeführte  elektrische  Kraftübertragung  zwischen  Frankfurt  und 
Laufen  a.  Neckar.  Die  gedruckt  vorliegende  Wiedergabe  fügt  manche 
Belehrung  hinzu  und  ersetzt  Gezeigtes  durch  Abbildungen. 

H. 


Lehrbuch  der  absoluten  Masse  und  Dimensionen  der  physikali- 
schen Grössen.  Mit  352  Fragen,  515  Erklärungen  und  einer  Samm- 
lung von  561  gelösten  und  ungelösten  Aufgabcu.  Von  Dr.  H.  Ho- 
vestadt    Stuttgart  1892.    Julius  Maier. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Band  von  „Klcyers  Encyklopädie".  Die 
ganze  Lehre  ist  in  eine  Reihe  von  Fragen  und  Antworten  mit  ein-* 
zeln  beigefügten  Erklärungen  zerfällt.  Ausser  eiuer  historischen 
Einleitung  ist  nichts  im  Zusammenhang  vorgetragen.  H. 


On  the  electric  strength  of  solid,  liquid  ond  gaseous  diclectrics. 
By  Alexander  Macfarlane  aud  C.  W.  Picrce.  The  Physical 
Review.    Vol.  I.    Nr.  3. 

Macfarlane  und  später  Steinmetz  hatten  übereinstimmend 
gefunden,  dass  die  erforderliche  elektrische  Spannung,  bei  welcher 
ein  Funke  eine  dielcktrischo  Schicht  durchbricht,  deren  Dicke  um- 
gekehrt proportional  ist  für  liquide  i( nicht  augegeben  welche)  und 
gasförmige  Dielektrika,  für  feste  hingegen  constant.  Aus  den  hier 
beschriebenen  Versuchen  von  Pierce  folgt  aber,  dass  sich  liquide 
(vielleicht  andere?)  Schichten  ebenso  verhalten  wie  feste,  und  nur 
Gase  eine  Ausuahmo  machen  —  eine  Mitteilung  zugleich  als  Lebens- 
zeichen der  neuen  Zeitschrift,  welche  in  New  York  bei  Macmülan 
u.  Co.  seit  Aug.  1893  zweimonatlich  erscheint.  H. 


Beiträge  zu  einzelnen  Teilen  der  mathematischen  Physik,  ins- 
besondere der  Elektrodynamik  und  Hydrodynamik,  Elektrostatik  und 
magnetischen  Iuduction.  Von  Dr.  Carl  Neumann,  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  Leipzig.  Mit  Figuren  im  Text 
Leipzig  1893.    B.  G.  Tcubner. 

Der  Verfasser   constatirt  zunächst,   dass   die  bis  jetzt   aufge- 
stellten mechanischen  Theorien  der  Wärme,  Elektrodynamik  und  des 
Magnetismus  in  ihren  Consequeuzen  zu  Widersprüchen  führeu.   Dem- 
zufolge sei  nicht  darauf  zu  rechnen ,  dass  es  möglich  sei  diese  For- 
schungszweige auf  den  Boden  der  reinen  Mechanik  zu  gründen,  vielmehr 
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scheine  ein  jeder  ausserdem  sein  eignes  Princip  zu  haben.  Eine 
definitive  Grundlegung  könne  erst  auf  längerem  Wege  erhofft  wer- 
den ;  die  gewonnenen  Erfolge  auf  rein  mechanischer  Basis  seien  eine 
Vorbereitung  dazu;  das  erste  müsse  nun  sein,  durch  Anwendung 
auf  allerhand  Aufgaben  die  Consequenzen  zu  studiren.  Derartigen 
Untersuchungen  sei  das  vorliegende  Werk  gewidmet.  Die  Gegen- 
stände siud  bezeichnet:  Präliminarien  (Geometrie  betreffend);  zur 
Elektrodynamik;  Qber  elektrische  Flächenströme;  Aber  elektrische 
Ströme  im  Innern  und  an  der  Oberfläche  eines  Körpers;  zur  Hydro- 
dynamik ;  das  Hamiltou'8cho  Princip  in  seiner  Anwendung  auf  hy- 
drodynamische Probleme;  Aber  die  Analogien  zwischen  Hydrodynamik 
und  Elektrodynamik;  zur  Elektrostatik;  zur  Theorie  des  inducirten 
Maguetismus;  über  die  Verwandlung  eines  gegebenen  Raumes  in 
einen  einfach  zusammenhängenden.  H. 
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Frobenius,  G.,  Gedächtnissrede  auf  Leopold  Kronecker. 
Berlin,  Georg  Reimer.    1  Mk.  50  Pf. 

Kundt,  A.,  Gedächtsnissrede  auf  Werner  v.  Siemens.  Ebd. 
1  Mk.  50  Pf. 

Mayer,  R.,  kleinere  Schriften  n.  Briefe.  Nebst  Mittheilgn. 
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Oben  rauch,  F.  J.,  Mumge,  der  Begründer  der  darstellenden 
Geometrie  als  Wissenschaft.  Eine  mathematisch-histor.  Studie. 
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Sinne.    Progr.    Berlin,  R.  Friedländer  &  Sohn.    1  Mk.  20  Pf. 

Karagiannides,  A.,  die  nichteuklidische  Geometrie  vom  Alter- 
thum  bis  zur  Gegeuwart.  Eine  historiseb-krit  Studie.  Berlin, 
Mayer  <fc  Müller.    1  Mk.  6 »  Pf. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Vorlesungen  aber  Zahlentheorie.  Von  P.G.  LejeuneDirichlet. 
Herausgegeben  and  mit  Zusätzen  versehen  yod  R.  Dedekind,  Pro- 
fessor an  der  technischen  Hochschale  Carolo-Wilhelmina  zu  Brauu- 
schweig.  Vierte,  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  Braunschweig 
1894.    Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 

Die  Vorlesungen  handeln  in  5  Abschnitten :  von  der  Teilbarkeit 
der  Zahlen,  der  Congruenz  der  Zahlen,  den  quadratischen  Resten 
den  quadratischen  Formen,  der  Anzahl  der  Gassen,  in  welche  die 
binären  quadratischen  Formen  von  gegebener  Determinante  zerfallen. 
Vom  Herausgeber  sind  11  Supplemente  hinzugefügt:  aber  einige 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreisteilung  von  Gauss,  den  Grenzwert 
einer  unendlichen  Reihe,  einen  geometrischen  Satz,  die  Geschlechter, 
in  welche  die  Gassen  der  quadratischen  Formen  von  bestimmter 
Determinante  zerfallen,  Theorie  der  Potenzreste  für  zusammenge- 
setzte Moduli,  den  Satz,  dass  jede  unbegrenzte  arithmetische  Pro- 
gression, deren  erstes  Glied  und  Differenz  ganze  Zahlen  ohne  ge- 
meinsame Factoren  sind,  unendlich  viele  Primzahlen  enthält,  einige 
aus  der  Theorie  der  Kreisteilung,  die  Pell'sche  Gleichung,  die  Con- 
vergenz  und  Stetigkeit  einiger  Reihen,  die  Composition  der  binären 
quadratischen  Formen,  die  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen. 

H. 

Arek.  d.  M*tk.  u.  Phjs.    2.  Reihe,  T.  IUI.  2 
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Beleuchtung  und  Beweis  eines  Satzes  aus  Legendre's  Zahlen- 
theorie. Von  Dr.  Hermann  Scheffler.  Leipzig  1893.  Friedrich 
Foerster. 

Der  Satz  lautet:  „Sei  eine  beliebige  arithmetische  Progression, 
deren  Anfang  und  Differenz  relativ  prim  sind,  und  eine  Reihe  be- 
liebiger k  ungerader  Primzahlen  gegeben;  bezeichnet  allgemein  n(z)  den 
zten  Term  der  natürlichen  Reihe  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11, .  . ., 
so  gibt  es  unter  n(k—l)  consecutiven  Termen  jener  Progression 
mindestens  einen,  der  durch  keine  der  gegebenen  Primzahlen  teil- 
bar ist"  Der  von  Legendre  für  diesen  Satz  aufgestellte  Beweis  ist 
ungenügend,  sofern  er  sich  auf  eine  unbegründete  Voraussetzung 
stützt.  Es  werden  zahlreiche  Beobachtungen  gemacht,  dann  be- 
wiesen, dass  die  Voraussetzung,  und  demnächst,  dass  der  Satz  richtig 
ist.  *H. 


Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  ver- 
änderlichen Grösse.  Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Schöpfungen 
Riemann's  bearbeitet  von  Dr.  H.  Dur&ge,  Professor  i.  r.  an  der 
deutschen  Universität  zu  Prag.  Vierte  Auflage.  Leipzig  1893.  B. 
G.  Teubner. 

Nach  einer  ausführlichen  Erläuterung  des  Wesens  und  der  Be- 
deutung der  Imaginären  wird  die  Theorie  in  folgenden  10  Abschnitten 
entwickelt:  geometrische  Darstellung  der  imaginären  Grössen;  von 
den  Functionen  einer  complexen  Variabein  im  allgemeinen;  mehr- 
deutige Functionen;  Integrale  mit  complexen  Variabein;  der  Loga- 
rithmus und  die  Exponentialfunction;  allgemeine  Eigenschaften  der 
Functionen;  über  das  unendlich  gross  und  unendlich  klein  Werden 
der  Functionen ;  Integrale;  einfach  und  mehrfach  zusammenhängende 
Flächen;  von  den  Periodicitätsmoduln.  H. 


Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung  von  Dr.  Otto 
Stolz,  ord.,  Professor  an  der  Universität  zu  Innsbruck.  Erster 
Teil:  reelle  Veränderliche  und  Functionen.  Mit  4  Figuren  im  Text 
Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner. 

Nach  einer  Einleitung,  welche  auf  die  Principien  der  in- 
finitesimalen Analysis  ausführlich  eingeht,  behandeln  10  Abschnitte 
der  Reihe  nach  folgende  Gegenstände :  Ableitungen,  Differentialquo- 
tienten und  Differentiale  von  Functionen  einer  Veränderlichen;  den 
Mittelwertsatz  mit  einigon  Anwendungen;  von  den  höhern  Differen- 
tialquotienten einer  Veränderlichen   insbesondere,  Formeln  für  die 
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Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Taylor'schen  Reihe;  Ableitungen 
und  Differentialquotienten  der  Functionen  von  mehreren  Veränder- 
lichen nnd  der  impliciten  Functionen;  unbestimmte  Integration 
(Allgemeines);  die  der  rationalen  Functionen;  die  von  algebraischen 
Functionen,  insbesondere  der  rationalen  Functionen  von  «  und  einer 
Quadratwurzel  aus  einem  Polynom  2.  Grades  in  «e;  die  von  trans- 
cendenten  Functionen;  das  bestimmte  Integral.  Gegenüber  andern 
Lehrbüchern  für  gleiche  Doctrin  zeichnet  sich  das  vorliegende  aus 
durch  vorwaltendes  Interesse  für  Unregelmässigkeiten  und  Singu- 
laritäten ;  in  Betreff  der  normalen  Elemente  der  Lehre  ist  die  Dar- 
stellung weit  entfernt  von  der  einfachst  und  deutlichst  möglichen; 
auch  braucht  man  das  Ideal  in  dieser  Hinsicht  noch  gar  nicht  an- 
zustreben, denn  kaum  je  war  es  nötig  vom  Gewöhnlichen  oder  längst 
Bekannten  abzugehen.  Beides  drängt  den  Leser  zu  der  Vermutung, 
dass  der  Verfasser  um  jeden  Preis  vermeiden  wollte,  die  infinitesi- 
male Analysis  als  ein  leichtes  Studium  erscheinen  zu  lassen.  Um 
diese  Charakteri8irung  mit  einigen  Beispielen  zu  belegen,  so  sei  zu- 
erst folgende  Stelle  der  Einleitung  (S.  3)  angeführt.  „Wenn  x  den 
Grenzwert  0  hat,  d.  h.  dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein 
werden  kann,  so  sagt  man  auch,  die  Veränderliche  *  wird 
(nicht  „ist")  unendlich  klein".  Hier  ist  zunächst  factisch  zu  sta- 
tuiren,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist.  Von  unendlich  kleinen  Grössen, 
und  zwar  die  es  sind  genau  in  dem  obengenannten  Sinne,  wird  viel 
gesprochen,  aber  niemand  spricht  von  unendlich  klein  werdenden 
Grössen.  Letzteres  ist  so  sinnlos ,  als  wenn  man  von  einer  Grösse, 
die  variiren  kann,  sagen  wollte,  sie  werde  variabel.  Nachdem 
durch  diese  falsche  Aussage  der  Verfasser  sein  Mögliches  getan  hat, 
den  Anfänger  confus  zu  machen,  fährt  er  fort:  „Wir  können  jedoch 
dem  Anfänger  nicht  raten,  diesen  Ausdruck  zu  gebrauchen,  denn  er 
könnte,  da  er  in  früherer  Zeit  oft  auch  einen  andern,  hier  nicht 
berechtigten  Sinn  hatte,  Anlass  zu  Misverständnissen  bieten".  Mit 
dem  andern  Sinne  ist,  wie  die  beigefügte  Note  zeigt,  gemeint:  un- 
endlich klein  bedeute  — <x>.  Dieser  Sinn  ist  offenbar  durch  die 
Worte  der  Definition  „nach  absolutem  Betrage"  ausgeschlossen.  Es 
gibt  grosse  Gebiete  der  Mathematik,  wo  es  sich  immer  um  absolute, 
nie  um  algebraische  Grössen  handelt,  bei  Dreiecken  z.  B.  denkt  nie- 
mand  an  den  Fall  negativer  Seiten.  Ist  nun  überdies  die  Beschrän- 
kung auf  absolute  Grössen  in  der  Definition  ausgesprochen,  so  ist 
ein  MisverBtändniss  von  dieser  Seite  ganz  unmöglich;  die  angebliche 
Besorgniss  erweist  sich  als  leerer  Vorwand.  Dahingegen  ist  gerade 
der  erteilte  Rat  das  Wort  unendlich  klein  nicht  zu  gebrauchen  recht 
dazu  angetan  Irrtum  zu  verbreiten  und  zu  befestigen.  In  unzähligen 
Schriften  wird  das  Wort  richtig  gebraucht  und  ist  hier  unersetzlich. 
Da  aber  leider  in  kaum  einem  Lehrbuch  die  Definition  und  Theorie 
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der  unendlichen  Grössen  zu  finden  ist,  so  wird  der  Anfänger  durch 
jenen  Rat  geradezu  aufgefordert  sich  um  Sinn  und  Bedeutung  nicht 
zu  bekümmern  und  den  Begriff  in  aller  herrschenden  Unklarheit 
aufzunehmen  (vielleicht  damit  er  nie  selbständig  werde,  sondern  stets 
von  seinen  Lehrmeistern  abhängig  bleibe).  Die  Hinzufügung,  statt 
„unendlich  klein"  könne  man  „beliebig  klein"  sagen,  ist  als  irrig 
zurükzuweisen;  denn  t  und  ae  sind  gleichzeitig  unendlich  klein, 
aber  nicht  gleichzeitig  beliebig  klein.  Im  Vorstehenden  war  zwar 
die  Eigenschaft,  um  die  es  sich  handelte,  die  unendliche  Kleinheit, 
falsch  ausgedrückt,  aber  doch  durch  ihre  exact  richtige  Bedingung 
unzweifelhaft  kenntlich  gemacht  Eine  andere  Stelle  (S.  2)  lässt 
beides,  den  Sinn  dessen,  was,  und  den  Sinn  dessen,  wodurch  es  an- 
geblich erklärt  wird,  fraglich.  Sie  lautet:  „Nimmt  die  Veränderliche 
x  Werte  an,  welche  grösser  sind  als  jede  vorgegebene  Zahl,  so  sagt 
man,  ihre  obere  Grenze  oder  ihr  Grenzwert  ist  +00  (in  Zeichen 
lim*  =  +00)"-  Das  Zeichen  00  bedeutet  bekanntlich  „unendlich 
gross".  Warum  nennt  der  Verfasser  nicht  das  Wort,  da  er  es  doch 
sonst  oft  gebraucht?  Eine  Grösse,  die  —  od  ist,  kann  bekanntlich 
über  jede  Grenze  hinauswachsen ,  hat  also  keine  obere  Grenze ;  da- 
her ist  der  Ausdruck  lim  x  =  -f-  00  sinnlos ,  sowie  das  Angegebene, 
was  er  bedeuten  soll.  Soll  nun  vielleicht  die  Behauptung:  man  sagt 
so  —  hei88en,  die  an  sich  sinnlose  Formel  sei  ein  symbolischer 
Ausdruck  für  das  Vorgenannte,  nämlich  dass  x  Werte  annimmt,  die 
grösser  sind  als  jede  vorgegebene  Zahl,  so  ist  leider  die  Erklärung  nicht 
verständlicher  als  das  Zuerklärende.  Ein  Wert  ist  eine  individuelle 
Grösse;  diese  kann  nicht  grösser  sein  als  alle  Zahlen.  Sind  aber 
beliebig  viele  Zahlen  gegeben,  so  enthält  die  Aussage,  dass  Werte 
von  x  grösser  seien  als  alle  diese  Zahlen,  nichts  bestimmendes 
mehr  für  a>,  was  nicht  von  der  Wahl  dieser  Zahlen  abhängig  wäre. 
Da  es  nun  ein  Leichtes  war,  die  Bedingung  eine6  unendlich  grossen 
x  einfach  und  exact  auszusprechen,  so  drängt  sich  die  Frage  auf, 
was  den  Verfasser  bewogen  haben  könnte,  so  dunkle  Rede  zu  führen. 
Vermutlich  wollte  er  durch  kein  Urteil  der  erhofften  Bildung  eines 
Begriffs  des  absoluten  (oder  constanten)  Unendlich  in  den  Weg 
treten  und  strebte  darum  die  Erledigung  der  Frage  über  den  Begriff 
des  Unendlichen  als  eines  variabeln  zugunsten  jener  Chimäre  ver- 
mittelst dialektischer  Künste  hinzuzögern.  Diese  Vermutung  wird 
auch  noch  dadurch  unterstützt,  dass  er  nach  Vorgang  von  Lagrange 
für  die  Principien  der  Differentialrechnung  unendliche  Reihen  in  An- 
wendung bringt,  ein  Verfahren  das  durch  Caucby's  strengeres  Zu- 
werkegehen  längst  gerichtet  und  seitdem  nie  wieder  aufgenommen 
worden  ist  Indem  der  Verfasser  erklärtermassen  die  Theorie  der 
unendlichen  Reihen  und  ihrer  Convergenz  als  bekannt  voraussetzt, 
mithin  von  ihrer  Begründung  nichts  sagt,   ist  offenbar  der  logische 
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Faden  seiner  Dednctionen  hinsichtlich  der  infinitesimalen  Elemente 
aller  Controle  entzogen  nnd  eventuellen  Erschleichungen  Tor  und 
Tür  geöffnet.  Endlich  ist  noch  zn  erwähnen,  dass  infolge  der  grund- 
sätzlichen Vermeidung  des  Wortes  „unendlich  klein",  welches  immer 
von  neuem  umschrieben  wird,  die  Rechnungen  unnfltzerweise  ihre 
natürliche  Einfachheit  einbüssen,  und  der  Einblick  einigermassen 
erschwert  wird.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  höheren  Analysis.  I.  Band.  Lehrbuch  der  Dif- 
ferentialrechnung. Zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  an  Universitäten 
und  technischen  Hochschulen.  Von  Harry  Gravelius.  Berlin 
1893.    Ferd.  Düramler. 

Das  Lehrbuch  ist  in  folgende  10  Capitel  geteilt:  irrationale 
Zahlen;  reelle  Veränderliche  und  ihre  Functionen,  Stetigkeit;  Dif- 
ferentialquotienten; Bildung  des  ersten  Differentialquotienten  der 
elemenntaren  Functionen,  allgemeine  Sätze;  höhere  Differentialquo- 
tienten einer  Function  einer  Veränderlichen,  höhere  Differenzen  und 
Differentiale;  Functionen  mehrerer  unabhängig  Veränderlichen;  Dar- 
Stellung  der  Functionen  durch  Potenzreihen,  Punktmengen;  Theorie 
der  Maxima  und  Minima;  Anwendungen  auf  Geometrie;  complexe 
Veränderliche.  Die  Begriffsentwickelung  der  Irrationalzahl  schliesst 
sich  der  Methode  von  Heine  an.  Bei  der  Grundlegung  der  infini- 
tesimalen Analysis  vom  2.  Capitel  an  werden  keine  Worte  gespart 
die  Begriffe  zur  Klarheit  zu  bringen  und  falsche  Vorstellungen  ab- 
zuwehren. Doch  all  es  dies  wird  schwerlich  den  Erfolg  haben,  wenn 
nicht  gleich  anfangs  der  positive  Sachverhalt  unumwunden  ausge-1 
sprochen  ist,  und  daran  lässt  es  das  2.  Capitel  fehlen.  8ei  zum  Be- 
lege die  8telle  auf  erster  Stelle  angefahrt :  „Man  darf  nicht  sagen, 
die  Veränderliche  sei  dann  einmal  unendlich,  denn  das  Unendliche 
ist  keine  Zahl.  Die  Veränderliche  hat  in  diesem  Falle44  (d.  h.  wenn 
man  sie  unendlich  nennt)  „überhaupt  keinen  grössten  Wert44.  Das 
ist  alles  im  einzelnen  richtig,  aber  es  negirt  bloss.  Was  heisst  un- 
endlich? Alle  Erklärung  fehlt.  Der  Verfasser  wird  nicht  in  Abrede 
stellen,  dass  von  unendlichen,  unendlich  grossen,  unendlich  kleinen 
Grössen  sehr  oft  und  zwar  correcter  Weise  gesprochen  wird ;  über- 
dies gebraucht  er  das  Wort  später  selbst  Hier,  wo  er  sagt,  es  ist 
keine  Zahl,  war  der  Ort  zu  sagen,  was  es  ist  Offenbar  ist  es  sinnlos 
ein  Unveränderliches  unendlich  zu  nennen;  nur  die  Veränderung 
kann  ohne  Ende  fortgehen.  Unter  einer  unendlichen  Grösse  ist  da« 
her  stets  eine  veränderliche  zu  verstehen,  <L  b.  eine  solche,  die  sich 
verändern  kann,  nämlieb  entsprechend  dem  Falle,  von  dem  an 
jener  Stelle  die  Bede  ist    Ist  dies  ausgesprochen,  so  ist  der  Ge- 
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danke,  eine  Veränderliche  sei  (oder  werde)  einmal  unendlich,  von 
selbst  ausgeschlossen,  ebenso  zeigt  sich  aber  auch,  dass  die  Setzung 
des  Ausdrucks  „werde"  statt  „sei"  unendlich,  womit  der  Verfasser 
die  Formulirung  verbessern  zu  wollen  scheint,  keinen  verständlichen 
Sinn  hat.  Die  Theorie  des  Unendlichen  wird  dann  ihres  mystischen 
Nimbus  entkleidet  und  geht  in  einen  elementaren  Lehrgegenstand  über. 
War  der  Verfasser  der  Ansicht,  der  Ausdruck  „unendlich"  böte  dem 
Anfänger  infolge  traditioneller  Unklarheit  noch  immer  eine  Schwierig- 
keit, so  war  es  gewiss  das  verkehrteste  Mittel  zur  Abwendung  jenes 
Hindernisses,  dass  er  denselben  solange  als  möglich  mied;  denn  was 
man  nicht  treibt,  kann  man  nicht  lernen.  Hoppe. 


Vorlesungen  Aber  Mathematik  von  Leopold  Kronecker. 
Herausgegeben  unter  Mitwirkung  einer  von  der  Königlich  Preussi- 
schen  Akademie  der  Wissenschaften  eingesetzten  Commission.  Erster 
Band.  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  einfachen  und  vielfachen 
Integrale.  Herausgegeben  von  Dr.  Eugen  Netto,  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Giessen.  Leipzig  1894.  B.  G. 
Teubner. 

Der  Inhalt  ist  zu  reichhaltig  und  mannigfaltig,  als  dass  sich 
eine  umfassende  Uebersicht  in  der  Kürze  geben  Hesse.  Obwol  ein 
sichtlicher  Fortschritt  nicht  fehlt,  und  Gruppen  und  Untersuchungs- 
gebiete sich  kenntlich  machen,  so  sind  doch  diese  nicht  namhaft 
begrenzt  Wir  begnügen  uns  deshalb  damit,  aus  jedem  Teile  einiges 
hervorzuheben.  Nur  kurze  Zeit  verweilt  die  Schrift  bei  den  Prin- 
cipien  der  Theorie  des  Integrals  einer  Function  einer  Variabein 
über  ein  einfaches  reelles  Intervall  nach  dessen  2  Herleitungen,  ans 
dem  Differential  und  aus  der  Reihensumme.  Bald  geht  sie,  vom 
Integral  einer  Function  einer  Complexen  beginnend,  zum  Inte- 
gral über  ein  Areal  über,  indem  sie  erklärt,  dass  und  warum  bei 
letzterem  viele  Complicationen  wegfallen,  welche  die  Theorie  der 
Integration  über  eine  Linie  schwierig  machen.  Sie  behandelt  weiter 
die  Mittelwertsätze,  das  Dirichlet'sche  Integral,  die  Fourier'sche 
Reihe,  Bernoulli'sche  Functionen,  die  mechanische  Quadratur,  das 
Cauchy'sche  Residuum,  die  Reihen,  den  Dirichlet'schen  discontinuir- 
lichen  Factor,  mehrfache  Integrale,  die  Euler'schen  Integrale,  das 
Oberflächenelement,  das  Potential,  die  Green'sche  Function,  die 
ellipsoidische  Mannigfaltigkeit  H. 


The  principleß  of  elliptic  and  hyperbolic  analysis.  By  Alexan- 
der Jf&cfarlane,  M.  A.,  D.  Sc,  L.  L.  D.    Fellow   of  the  Royal 


20 

of  Edinburgh,  Profcaaor  o£  ufcjuks  im  the  umraity  of 
Texas.  (Read  betöre  the  Mithemticil  Congress  at  Chicago  Aug. 
24.  1893.)    Xorwood  Preas  (18M).    J.  S.  Cmshiag  a.  Co. 

Die  Schrift  betrachtet  vollständiger  die  den  Tenor  betreffende 
Seite  der  Analysis  des  Baames  und  dehnt  die  Untersuchung  auf 
elliptische  und  hyperbolische  Yersoren  ans.  Es  wird  der  Fuuda- 
mentalsatz  der  Trigonometrie  Ar  die  Kugel,  das  Rotations-  and  all- 
gemeine Elliptoid,  fftr  das  gleichseitige  and  allgemeine  zweischalige, 
dann  einschalige  Hyperboloid  untersucht,  dann  Ton  den 
Pincipien  Anwendung  gemacht,  schliesslich  Analoga  zum 
satze  hergeleitet  H. 

E.  Gonrsat,  Vorlesungen  Aber  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Gehalten  an  der  Faculte 
des  sciences  zu  Paris.  Bearbeitet  von  C.  Bourlet  Autorisirte 
deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser.  Mit  einem  Begleitwort  von  S.  Lie. 
Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner. 

Nachdem  durch  die  Arbeiten  von  S.  Lie  die  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  1.  Ordnung  einen  gewissen  Abschluss 
gefunden  hatte,  ist  sie  durch  Goursat's  Werk  „Lecpns  sur  Inte- 
gration des  equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre14, 
dessen  Uebersetzung  hier  vorliegt,  in  einer  für  den  Studirenden  be- 
quemen Weise  und  in  engem  Anschluss  an  die  Arbeiten  von  La- 
grange, Cauchy,  Jacobi,  Mayer  dargelegt  worden.  Ihre  Entwicke- 
lungsgeschichte  hat  Lie  im  Begleitwort  dazugefügt.  Die  Teile  des 
Werkes  sind  folgende :  allgemeine  Sätze  Ober  die  Existenz  der  Inte- 
grale; lineare  Gleichungen,  vollständige  Systeme;  lineare  totale  Dif- 
ferentialgleichungen; Gleichungen  von  beliebiger  Form,  allgemeines, 
Methode  von  Lagrange  und  Charpit;  Methode  von  Cauchy,  Cha- 
rakteristiken; Definition  der  Ausdrücke  (tf>,  <p)  und  {i|>,  qp};  erste 
Methode  von  Jacobi  und  Mayer;  Methode  von  Lie;  geometrische 
Untersuchung  der  Gleichungen  mit  3  Variabein,  Integralcurven,  sin- 
gulare Lösungen;  allgemeine  Theorie  von  Lie;  Berührungstransfor- 
mationen; Theorie  der  Gruppen,  allgemeine  Integrationsmethode. 

H. 


Lecons  nouvelles  sur  l'analyse  infinitesimale  et  ses  applications 
geometriques.    Par  M.  Ch.  Meray,  Profosseur  a  la  Faculte  des 
sciences  de  Dijo.  Ouvrage  honor6  'd'une  souscription   du  Ministere 
de   rinstruetion  publique.     Premiere  partie.    Principes   gen' 
Paris  1894.    Gauthier-Villars  et  fils. 
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Dieser  erste  Teil  enthält  Definitionen  von  Grundbegriffen  der 
infinitesimalen  Analysis  nebst  ihren  nächsten  Consequenzen.  Obgleich 
diese  Grandbegriffe  sowie  ihre  Bezeichnungen  nicht  merklich  von 
den  gebräuchlichen  abweichen ,  so  lehnt  sich  doch  die  ganze  Be- 
handlungsweise  an  keine  Autorität  an ;  vielmehr  weist  der  Yerfasser 
in  der  Vorrede  die  ganze  bisherige  Lehre  mit  lauter  allgemeinen 
Beschuldigungen  der  Ungenauigkeit  und  Wertlosigkeit  ohne  Begrün- 
dung und  Nachweis  von  sich.  Durch  dieses  Bekenntuiss  von  durch- 
aus rein  subjectiver  Bedeutung  enthebt  er  natürlich  sich  und  uns 
von  der  Aufgabe,  irgend  welche  Punkte  kenntlich  zu  machen,  in 
denen  etwa  sein  Werk  principielle  didaktische  Vorzüge  vor  frühern 
Darstollungsweisen  haben  sollten.  Sei  daher  der  Inhalt  nur  kurz 
aufgeführt  Brüche;  Positive  und  Negative,  Functionen;  incommen* 
surable  Grössen,  Varianten  (Variable);  imaginäre  Grössen;  Reihen; 
ganze  Reihen;  Derivirte  der  holotropen  Functionen;  Fundamental- 
eigenschaften der  über  gegebene  Areale  holotropen  Functionen; 
Integration;  zusammengesetzte  Functionen;  wesentliches  Princip  der 
Theorie  der  totalen  Differentialgleichungen;  implicite  Functionen; 
wesentliches  Princip  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichun- 
gen; allgemeine  Integralfunctionen,  Integralgleichungen,  integrirende 
Multiplicatoren;  über  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  ganzen  Poly- 
nome einer  Variabein.  Hoppe. 


Eine  allgemeinere  Integration  der  Differentialgleichungen.  Von 
Emanuel  Puchberger.  I.  Heft  Wien  1894.  Carl  Gerold's 
Sohn. 

Es  ist  hier  von  einer  neuen  Integrationsmethode  die  Rede, 
welche  auf  einen  grössern  Umfang  von  Differentialgleichungen  an- 
wendbar sei,  als  die  bekannten  Methoden.  Die  Schrift  gibt  in  Be- 
treff mehrerer  Beispiele  von  Differentialgleichungen  Andeutungen, 
aus  denen  der  Leser  erraten  soll,  welche  Methode  der  Verfasser  im 
Sinne  hat.    Dem  Referenten  ist  dies  nicht  gelungen. 

Hoppe. 


Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  einer  unabhängigen  Variabein.  Von  Dr.  Lothar  Heffter, 
a.  o.  Professor  an  der  Universität  Giessen.  Mit  3  Figuren  im  Text 
Leipzig  1894.    B.  G.  Teubner. 

In  dem  vorliegenden  Werke  sind  die  bisherigen  Arbeiten  über 
den  genannten  Gegenstand  in  der  dem  Zwecke  entsprechenden  Aus- 
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dehnung  einheitlich  zusammengestellt  and  in  didaktisch  geordneter 
Stufenfolge  zu  einem  Lehrbache  gestaltet.  Die  Reihenfolge  ist  diese. 
Erklärende  Einleitung;  Recursionsformel  und  determinirende  Glei- 
chung; Berechnung  der  Reihencoefficienten  aus  der  Recursionsfor- 
mel ;  Nachweis  der  Reihenconvergenz  bei  einer  Stelle  der  Bestimmt- 
heit; Fundamentalsystem  von  Integralen,  nicht  homogene  Differen- 
tialgleichungen; die  Integrale  bei  einer  regulären  Stelle  and  die 
linearen  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten;  die 
Integration  im  ganzen  Gebiet  der  Differentialgleichung,  Gruppe  der 
Differentialgleichung;  analytische  Gestalt  der  Integrale  bei  einer  sin- 
gulären  Stelle  der  Bestimmtheit;  Recursionsformeln  der  Reihen  in 
logarithmenbehafteten  Integralen  bei  einer  Stelle  der  Bestimmtheit; 
Zerlegung  der  Integralgruppen  in  Untergruppen;  Notwendigkeit  der 
Bestimmtheitsgestalt  der  Differentialgleichung  bei  einer  Stelle  für 
bestimmtes  Verhalten  sämtlicher  Integrale  daselbst;  Fundamental- 
gleichung; die  Integrale  in  einem  Kreisring;  Stellen  der  Unbestimmt- 
heit, bei  denen  sich  ein  Teil  der  Integrale  bestimmt  verhält,  Re- 
ductibilität ;  die  Integrale  in  der  Umgebung  unendlich  grosser  Werte 
der  anabhängigen  Variabein;  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen 
Classe.    Hülfssätze.  H. 


Sophus  Lie  Vorlesungen  über  continuirliche  Gruppen.  Mit 
geometrischen  und  anderen  Anwendungen.  Bearbeitet  und  heraus- 
gegeben von  Dr.  Georg  Scheffers,  Privatdocent  an  der  Univer- 
sität Leipzig.    Mit  Figuren  im  Text.    Leipzig  1893.  B.  G.  Teubner. 

Theorie  der  Transformationsgruppen,  dritter  und  letzter  Ab- 
schnitt. Unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr.  Friedrich  Engel  be- 
arbeitet von  Sophus  Lie,  Professor  der  Geometrie  an  der  Uni- 
versität Leipzig.    Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner. 

Die  Teile  des  ersten  Werkes  sind  folgende.  Die  allgemeine 
projeetive  Gruppe  der  Ebene  und  einige  Untergruppen ;  Theorie  der 
projeetiven  Gruppen  in  der  Ebene;  die  Gruppen  in  der  Ebene;  die 
grundlegenden  Sätze  der  Gruppentheorie;  lineare  homogene  Gruppen 
und  complexe  Zahlen;  einige  Anwendungen  der  Gruppentheorie.  — 
Die  Teile  des  zweiten  Werkes  sind  folgende.  Die  endlichen  con- 
tinairlichen  Gruppen  der  geraden  Linie  und  der  Ebene;  die  des  ge- 
wöhnlichen Raumes;  die  projeetiven  Gruppen  des  gewöhnlichen  Rau- 
mes; Untersuchungen  über  verschiedene  Arten  von  Gruppen  des  n- 
fach  ausgedehnten  Raumes;  Untersuchungen  über  die  Grundlagen 
der  Geometrie;  allgemeine  Betrachtungen  über  endliche  continuir- 
liche Gruppen.  H. 
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Essai  8ur  le  calcul  de  g6n6ralisation.  Par  Gabriel  Oltra- 
mare,  Profcsseur  de  matbematiques  sup6rieures  ä  l'universitä  de 
Geneve.    Genfcve  1893.    Stapelmohr. 

Die  hier  so  genannte  Vcrallgemeinerungsrechnung  geht  von  Ver- 
allgemeinerung des  Begriffs  des  Differentialquotienten  aus,  erweitert 
Functionen  und  wird  u.  a.  auf  Integration  von  Differentialgleichungen 
und  Diffcrenzengleichungen  angewandt.  H. 


Le  calcul  simplifie  par  les  proc6d6s  mecaniquos  et  graphiquea. 
Par  M.  Maurice  d'Ocagne,  Ingenieur  des  ponts  et  chauss6es, 
Rep6titeur  ä  P  ficole  Polytechnique.  Conferences  faites  au  conser- 
vatoire  nationale  des  arts  et  metiers,  les  26  fövrier,  5  et  19  mars 
1892.    Paris  1894.    Gauthier-Villars  et  fils. 

Nomographio.  Les  calcnls  usuels  effectues  au  moyen  des  abaques. 
Essai  d'uno  theorie  generale.  Regles  pratiques.  Exemplcs  d'appü- 
cation.  Par  Maurice  d'Ocagne,  Ingenieur  des  ponts  et  chaussees. 
Paris  1891.    Gauthier-Villars  et  fils. 

Es  werden  die  mechanischen,  tabellarischen  und  graphischen 
Hülfsmittel  zur  Ausführung  numerischer  Rechnungen  im  weitesten 
Umfang  durchgegangen  und  abgebildet.  H. 


Repctitorium  der  Differential-  nnd  Integralrechnung.  Von  Dr. 
Chr.  Job.  Detor.  Dritte  Auflage.  Berlin  1894.  Max  Rocken- 
stein. 

Die  hier  gegebene  kurze  Zusammenfassung  der  Lehren  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  ist  mit  Fleiss  und  Umsicht  so  be- 
arbeitet, dass  nichts  wesentliches  zu  vermissen  ist,  alles  exaet  dar- 
gestellt und  wol  geordnet.  Den  grössten  Teil  bilden  Formeln  and 
Uebungen.  H. 


Zahlentheorie.  Versuch  einer  Gesamtdarstellung  dieser  Wissen- 
schaft in  ihren  Hauptteilen.  Von  Paul  Bachmann.  Zweiter  Teil. 
Die  analytische  Zahlentheorie.    Leipzig  1894.    B.  G.  Teubner. 

Der  erste  Teil  des  Gesamtwerkes,  erschienen  1892,  hat  den 
Titel:  „Elemente  der  Zahlentheorie".  Die  analytische  Zahlentheorie 
begreift  in  sich  diejenigen  Forschungen  im  Gebiete  der  höhern 
Arithmetik*,   welche  auf  analytische  Methoden  begründet  sind.    Die 
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Abschnitte  sind  folgende:  Allgemeines  über  unendliche  Reihen  and 
Producte;  die  Zerfällung  der  Zahlen  in  Summanden;  über  die 
Dirichlet'schen  Reihen;  der  Satz  von  der  arithmetischen  Pro- 
gression, die  Classenanzahl  quadratischer  Formen,  Grundformel; 
Bestimmung  der  Classenanzahl  durch  eine  unendliche  Reihe;  die 
Gauss'schen  Summen ;  Berechnung  der  Classenanzahl;  die  Geschlechter 
der  quadratischen  Formen;  Ausdehnung  des  Satzes  von  der  arith- 
metischen Progression  auf  quadratische  Formen;  zahlentheoretische 
Functionen;  die  Häufigkeit  der  Primzahlen;  die  mittleren  Werte 
zahlentheoretischer  Functionen.  H. 


Einführung  in  die  Functionentheorie.  Eine  Ergänzung  zu  allen 
Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  23  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  von  Dr.  W.  Laska.  Stutt- 
gart 1894.    Julius  Maier. 

Das  Bedürfniss  einer  Ergänzung  sei  es  aller  oder  vieler  Lehr- 
bücher dor  Differential-  und  Integralrechnung  wird  gewiss  gern  ein- 
geräumt werden.  Es  beruht  jedoch  auf  zwei  sehr  verschiedenen 
Desideraten,  dem  Mangel  an  Gründlichkeit  und  den  zu  eng  begrenzten 
Zielen  der  Doctrin.  Die  Ungründlichkeit  erklärt  sich  leicht  aus  dem 
Umstände,  dass  die  Resultate  und  Anwendungen  der  Doctrin  einen 
ohne  Mühe  zu  erringenden  grossen  Gewinn  darboten,  während  der 
Weg,  dazu  mit  voller  Einsicht  zu  gelangen,  wegen  gewisser  Verirrungen 
schwierig  schien.  Zu  den  Erweiterungen  der  Principien  aber  führten 
Untersuchungen,  welche  hauptsächlich  durch  den  genannten  Mangel 
hervorgerufen  waren.  Der  Ausdruck  „Ergänzung"  scheint  nun  den 
Anspruch  zu  erheben,  dass  durch  Hinzufügung  des  hier  Gegebenen 
die  gedachten  Lehrbücher  definitiv  zu  einem  „Ganzen"  werden,  das 
wenigstens  in  don  berührten  Beziehungen  nichts  mehr  vermissen 
lasse.  Die  Bearbeitung  macht  nicht  den  Eindruck,  als  wenn  der  Ver- 
fasser sich  diese  Aufgabe  gestellt  hätte.  Sie  behandelt  nur  einen 
historisch  vorgefundenen  Lehrstoff,  dessen  Eenntnissnahme  der  Ver- 
fasser für  notwendig  hält,  eben  weil  er  vorhanden  ist.  Hiervon  ab- 
gesehen, würde  es  eine  verdienstvolle  Leistung  der  Arbeit  sein,  wenn 
darin  sorgfältig  darauf  geachtet  wäre,  dass  jene  Lehren  für  An- 
fänger verständlich  würden,  wie  es  in  der  Tat  die  Bezeichnung  als 
„Einführung"  verspricht.  In  den  leichtesten  Partien  ist  die  erste 
Bedingung  dazu,  klare  und  bestimmte  Rede,  sehr  wol  erfüllt.  Wo 
es  sich  aber  um  schwierigere  Fragen  handelt,  mithin  umsomehr 
Deutlichkeit  not  tut,  wird  die  Sorgfalt  mehr  und  mehr  ausser  Augen 
gesetzt,  Zeichen  bleiben  hie  und  da  unerklärt,  Beziehungen  werden 
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verschwiegen  (z.  B.  S.  12.  Z.  15,  wo  alle  Rechenschaft  über  die 
Bedoutung  fehlt).  Der  Inhalt  des  Baches  ist:  Grundbegriffe;  ge- 
schichtliche Entwickelang  des  Functionsbegriffs;  Riemann-Cauchy's 
Functionentheorie;  Theorie  der  complexen  Integrale;  Fortsetzung 
der  Functionen-Theorio  nach  Riemann's  Anschauung;  rationale  Func- 
tionen; Theorie  der  Reihen;  die  Reihenfortsetzung;  Begriff  der 
Function  nach  Woierstrass;  die  Differentiation;  Darstellung  der  ein- 
deutigen Functionen. 

Hoppe. 


Josef  Dienger» 

Am  27.  November  1894  morgens  5  Uhr  verschied  nach  langem 
Leiden  der  sehr  bekannte  Professor  der  Mathematik  an  der  techni- 
schen Hochschule  zn  Karlsruhe  Josef  Dienger.  Er  ist  geboren 
den  5.  November  1818  zu  Hausen  an  der  Möhlin,  Amt  Staufen. 
Schon  früh  zeigte  sich  bei  ihm  eine  ungewöhnliche  Begabung  für 
Mathematik.  Er  wurde  deshalb  von  seinen  Eltern  für  das  Lehrfach 
bestimmt.  Seine  erste  Ausbildung  erhielt  er  auf  der  Präparanden- 
schule  zu  Ettlingen,  von  wo  er  mit  den  besten  Zeugnissen  ausge- 
rüstet, im  Jahre  1838  an  die  katholische  Kantonschule  Graubündens, 
welche  damals  in  Disentis  war,  berufen  wurde.  Nach  3 jährigem 
Aufenthalte  daselbst  wandte  er  sich  nach  Genf,  um  sich  in  seinem 
Fache  noch  mehr  zu  vervollkommnen ,  und  in  der  gleichen  Absicht 
besuchte  er  im  nächsten  Jahre  noch  das  Polytechnikum  zu  Karls- 
ruhe i./B.  Im  Jahre  1843  wurde  er  Lehrer  an  der  höheren  Bürger- 
schule zu  Ladenburg  und  im  Jahre  1844  Lehrer  an  der  gleichen 
Anstalt  zu  Sinsheim  an  der  Elsenz.  1849  wurde  er  Vorstand  der 
höheren  Bürgerschule  zu  Ettenheim  und  1850  Professor  der  Mathe- 
matik und  Vorstand  der  mathematischen  Schule  am  Polytechniknm 
zu  Karlsruhe  i./B.  Nach  18  jähriger  erfolgreicher  Tätigkeit  sah  er 
sich  infolge  eines  Nervenleidens  genötigt,  seine  Stelle  niederzulegen. 
Von  seinem  schweren  Leiden  genesen  widmete  er  von  Ende  1868 
an  seine  Dienste  der  allgemeinen  Versorgungsanstalt  im  Grossherzog- 
tum Baden,  welcher  Anstalt  er  bis  1888  als  Director  angehörte. 

Dass  diese  Anstalt  auf  der  heutigen  Höhe  dasteht,  kann  wesent- 
lich als  sein  Verdienst  angesehen  werden,  und  wird  ihm  in  der 
Geschichte  dieser  Anstalt  ein  bleibendes  Andenken  siebern. 

Seit  1888,  also  mit  Vollendung  seines  70.  Lebensjahres,  entsagte 
er  auf  Anraten  des  Arztes  jeder  wissenschaftlichen  Tätigkeit  und 
suchte  in  stiller  Zurückgezogenheit  mit  seiner  Gemahlin  die  Früchte 
seines  segensreichen  Wirkens  zu  gemessen.  Leider  war  ihm  dies 
nicht  lange  beschieden.  Ein  schweres  Herzleiden  stellte  sich  ein 
und  machte  seinem  tätigen  Leben  ein  rasches  Ende. 

Arch.  d.  Math.  u.  Phy«.    8.  &eih«,  T.  XIII.  3 


Ausser  zahlreichen  Abhandlungen  —  es  sind  deren  Aber  100  — 

in  Crelles  Journal  für  die  reine  and  angewandte  Mathematik  Band 

34—36,' 

in  Grunerts  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,   84  Artikel  von 
Teil  7  bis  47, 

in  Terquem  und  Geronos  Nouvelles  annales  des  Math6matiques, 

in  der  von  Tortolini  in  Rom  herausgegebenen  Zeitschrift  Annali  dei 
scienze  mathematiche  e  fisiche, 

in  den  kritischen  Anzeigen  in   den  Heidelberger  Jahrbüchern  der 
Litteratur  1847—1868, 

in  den  Abhandlungen  der  königlich  böhmischen  Gesellschaft   der 
Wissenschaften  zu  Prag, 

in  den  Denkschriften  der  Wiener  Akademie  und 

in  Versicherungszeitschriften  (Annalen  des  gesamten  Versicherungs- 
wesens) 

erschienen  von  ihm: 

1)  Grundzüge  der  algebraischen  Analysis,  Karlsruhe  1851, 

2)  Handbuch  der  ebenen  Polygonometrie,  Stuttgart  1854, 

3)  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  Stuttgart 

1855  (in  3.  Auflage  1867), 

4)  Ausgleichung   der  Beobachtungsfehler  nach   der  Methode    der 

kleinsten  Quadratsummen,  Braunschweig  1857, 

5)  Handbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung,  Stuttgart  1857 

(in  3.  Auflage  1867  in  3  Bänden), 

6)  Abbildung  krummer  Oberflächen  auf  einander  und  Anwendung 

derselben  auf  höhere  Geodäsie,  Braunschweig  1858, 

7)  Studien  zur  analytischen  Mechanik,  Stuttgart  1863, 

8)  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und  Funktionen,  Stuttgart  1865, 

9)  Theorie  und  Auflösung  der  höheren  Gleichungen,  Stuttgart  1867. 
10)  Grundris  der  Variatiationsrechnung,  Braunschweig  1867. 

Von  diesen  Werken  wurde  das  Handbuch  der  Differential-  und 
Integralrechnung  im  Jahre  1861  ins  Russische  übersetzt. 

Diengers  Verdienste  um  die  Mathematik  wurden  auch  von  wissen- 
schaftlicher Seite  gewürdigt,  denn 

1)  verlieh  ihm  die  Universität  Giessen  auf  Grund  seiner  er- 
sten von  ihm  veröffentlichten  Ahhandlung  „die  Lagrange'- 
sehe  Formel  und  die  Reihensummirung  durch  dieselbe"  — 
sie  erschien  im  Jahre  1846  in  Crelles  Journal  Band  34 
Seite  75—100  —  das  Doctor- Diplom  summa  cum  laude,  und 

2)  ernannte  ihn  die  königlich  böhmische  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Prag  zu  ihrem  auswärtigen  Mitgliede. 

Karl  Dienger. 
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Litterarischer  Bericht 


LI. 


Lehrbücher. 

Anfangsgründe  der  Zahlen-,  and  Raumgrössen-Lehre.  Im  Auf- 
trage der  froheren  Königlich  Preussischen  General-Inspektion  der 
Artillerie  and  mit  Zustimmung  der  jetzigen  Königlich  Preussischen 
General-Inspektion  der  Fuss- Artillerie  znm  Gebrauche  als  Leitfaden 
bei  dem  mathematischen  Unterrichte  in  den  Regiments-Schalen  der 
Artillerie,  sowie  zur  Benutzung  beim  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
R.  Foth,  Feuerwerks- Major  a.  D.  Mit  135  in  den  Text  gedruckten 
Holzschnitten.    Vierte  Auflage.    Hannover  1894    Carl  Meyer. 

Die  3.  Auflage  ist  im  25.  litt.  Bericht  S.  1—3  besprochen. 
Zur  allgemeinen  Gharakterisirung  möchte  wol  diesem  Berichte  nichts 
hinzuzufügen  sein.  Der  Plan  des  Ganzen ,  die  Auffassung  der  dem 
besondern  Zwecke  entsprechenden  Aufgabe  und  die  didaktischen 
Grundsätze  sind  unverändert  festgehalten ;  dagegen  hat  der  Verfasser 
nicht  aufgehört  auf  Grund  immer  neuer  Erfahrungen  die  Lehrweise 
zu  vervollkommnen,  einfacher  und  einheitlicher  zu  gestalten.  Was 
im  vorigen  Berichte  als  verfehlt  bezeichnet  worden  ist,  kommt  in 
der  neuen  Auflage  nicht  vor.  Gemäss  dem  Grundsatze,  theoretische 
Lehren,  die  das  Erlernen  erleichtern  und  die  Orieutiruug  fördern, 
dem  Praktiker  nicht  vorzuenthalten,  mag  hervorgehoben  werden, 
dass  auch  an  den  vorgeschriebenen  Grenzen  des  elementaren  Ge- 
bietes stets  die  jenseitigen  Begriffe  nicht  mit  Stillschweigen  über- 
gangen, sondern  exaet  erklärt  werden,  H. 
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Methodisches  Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik  von  Dr. 
Gustav  Holzmttller,  Direktor  der  Gewerbeschule  (Realschule 
mit  Fachklassen)  zu  Hagen  i.  W.,  Mitglied  der  Kais.  Leop.  CaroL 
Akademie  der  Naturforscher.  Erster  Teil,  nach  Jahrgängen  geordnet 
und  bis  zur  Abschlussprüfung  der  Vollanstalten  reichend.  Mit  142 
Figuren  im  Text.  —  Zweiter  Teil,  für  drei  Oberklassen  der  höheren 
Lehranstalten  bestimmt.  Mit  210  Figuren  im  Text  —  Leipzig 
1894.    B.  G.  Teubner. 

Das  Lehrbuch  ist  in  hohem  Grade  eigenartig,  doch  stellt  sich  die 
Abweichung  vom  Gewöhnlichen  nicht  sowol  in  neuen  leitenden 
Grundsätzen,  als  vielmehr  in  gänzlicher  Üngebundenheit  der  Behand- 
lung des  Einzelnen  dar.  Zur  Rechenschaft  über  diese  ist  jedem 
der  beiden  Teile  eine  abgetrennte  (nicht  für  die  Schüler  bestimmte) 
Schrift  beigegeben,  die  uns  indes  zur  Beurteilung  wenig  darbietet, 
da  die  Methode  mehr  mit  Schlagwörtern  als  mit  Gründen  verteidigt 
wird.  Was  das  Buch  selbst  betrifft,  so  zeugt  zunächst  der  Vortrag 
von  ausserordentlicher  Beherrschung  des  Lehrstoffs,  Gewandtheit 
und  Sicherheit  in  Gedanken  und  Ausdruck;  alles  wird  sofort  ohne 
künstliche  oder  umständliche  Kachhülfe  vollkommen  exact  und  in 
bester  Form  ausgesprochen.  Mit  einer  so  hohen  Begabung  ist  je- 
doeh  nicht  immer  eine  erfreuliche  Wirksamkeit  verbunden;  ob  der 
Gebrauch,  den  der  Verfasser  von  seiner  vortrefflichen  Befähigung 
macht,  [eine  solche  erhoffen  lasse,  erscheint  in  hohem  Grade  frag- 
lich. Er  gehört  zu  denjenigen  Autoren,  welche  den  mathematischen 
Unterricht  mit  einer  Propädeutik  beginnen  wollen.  Die  vorgängigen 
Unternehmen  dieser  Art,  welche  während  der  letzten  80  Jahre  auf- 
getreten sind,  haben  einen  guten  Erfolg  nicht  so  überzeugend  dar- 
getan, dass  ihnen  die  Mehrzahl  der  erschienenen  Lehrbücher  nach- 
gefolgt wäre.  Von  allen  jenen  Vorgängern  unterscheidet  sich  nun 
das  gegenwärtige  Lehrbuch  dadurch,  dass  es  die  Grenze  zwischen 
Propädeutik  und  strengem  Lehrcursus  ganz  fallen  lässt  und  aus 
anfänglich  disciplinfreier  Vorführung  allmählich  annähernd  zur  eukli- 
dischen Form  übergeht  Hiermit  ist  offenbar  der  Doctrin  ihre 
Basis  entzogen;  sie  kann  nicht  mehr  als  notwendige  Folge  be- 
stimmter Principien  begriffen  werden.  In  der  Tat  hat  der  Verfasser 
nichts  dafür  getan,  dass  der  Schüler  die  Idee  apodiktischer  Erkennt- 
niss  gewinnt,  so  vielen  Lehren  er  auch  Beweise  folgen  lässt  Er 
sagt  selbst,  dass,,  was  im  Anfang  als  Beobachtungsergebniss  vorge- 
kommen ist,  später  als  gültiger  Satz  angewandt  wird.  Es  scheint 
ihm  also  zu  genügen,  wenn  die  Beweise  als  Plaidoyers  zugunsten 
der  Behauptungen  angesehen  werden  und  das  Vertrauen  auf  deren 
Richtigkeit  erwirken,  deren  Begründung  dem  Lehrer  gewiss  bekannt 
sein  werde.    Gleicherweise  geringschätzig  wie   mit  dem  logischen 
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Zusammenhang  wird  mit  der  Systematik  verfahren.    Die  Lehrsätze 
sind  znmteil  ausgesprochen,  zumteil  in  allgemeinen,  znmteil  in  spe- 
ciell  numerischen  Aufgaben  involvirt,  wo  man  eine  bestimmte  Lehre 
zu  suchen  hat,  nicht  kenntlich   gemacht,   daher  auch   successiver 
Fortschritt  und  jeweiliger  Standpunkt  nicht   zum  Bewusstsein  ge- 
bracht,   vielmehr  nur   mit  grosser  Umsicht  durch  recht  reichlichen 
Lehrstoff  dafür  gesorgt,    dass  in  der  Gesamtheit  keine  Lehre  ver- 
misst  werden  kann.    In  der  Begleitschrift  ist  davon  die  Rede,   dass 
der  Lehrgang  nicht  bindend  sein  solle,  nach  Ermessen  des  Lehrers 
manches  wegfallen  oder  in  andrer  Ordnung  gegeben  werden  könne. 
Das  hätte  Sinn,   wenn  das  Yerhältniss   des   Dargebotenen   und  des 
Freigestellten  das  umgekehrte  wäre,  d.  h.  wenn  das  gedruckte,   un- 
veränderlich in  Aller  Händen  befindliche  Lehrbuch  ein   für  allemal 
eine  deutliche  logische  und  systematische  Verbindung  aufgestellt  und 
es  dann  der  Einsicht  des  Lehrers   überlassen  hätte,  im   besondern 
Falle  Entbehrliches  zu   übergehen.     Hier  wird   im  Gegenteil  dem 
Lehrer  gestattet,  den  logiseben  Zusammenhang  und  die  systematische 
Ordnung,   die  er  etwa  vermisst,  im    besondern   Falle  herzustellen. 
Ferner  ist  der  Verfasser  beteiligt  an  der  Ansicht,   der  geometrische 
Unterricht  müsse  mit  dreidimensionalen   Gebilden   anfangen,   weil 
diese  sich  der  unmittelbaren  Anschauung  darböten.    Wir  wollen  diese 
Ansicht  nicht  voreilig  verwerfen;   man  kann  versuchen,   ob  factisch 
durch  Körperbetrachtung  die  Geometrie  leichter  zugänglich  wird;  der 
Verfasser  beruft  sich  in  diesem  Punkte  nicht  auf  Erfahrung :  es  ist 
eben  nur  sein  Gedanke,  der  ihm  natürlich  und  einwandfrei  scheint. 
Dass  er  sehr  mangelhaft  erwogen  ist ,  findet  man  bald.    Er   setzt 
erstens  voraus,    dass   der    Schüler   mit  dem  alltäglich   gesehenen 
Gegenstände  bekannter  und   s.  z.  s.  befreundeter  sei  als  mit  dem, 
welchen  ihm  die  Schule,  sei  es  auch  nur  auf  dem  Papiere,  neu  dar- 
bietet   Ein  Kind  geht  gleichgültig  an  hundert  Diogen  vorbei,  macht 
dagegen   mit  Lust  und  Eifer   von  einer  neu  erworbenen  Fähigkeit 
bei  jeder  Gelegenheit  Anwendung,  ohne  zu  unterscheiden,  was  mehr 
oder  weniger  interessant  ist ;  das  spätere  Alter  wird  mehr  und  mehr 
wählerisch.    Daher  ist   es  offenbar  vernünftig,    die  unbedingt  not- 
wendigen Lehren,   deren  Wichtigkeit  der  Anfänger   nicht   einsehen 
kann ,   mit  den  jüngsten  Schülern  zu  treiben.    Nun   ist  aber  exaete 
Wissenschaft  nur  möglich  durch  Isolirung   der  einfachen  Elemente. 
Sollten  die  Schüler  durch  eigene  Beobachtung  finden,  dass  der  Weg 
zur  Geometrie  Fixirung  von  Punkten  und  geraden  Linien  erfordert, 
so  müssten  sie  in  wenigen  Jahren  vollenden,  was  die  Wissenschaft 
in  Jahrtausenden  erreicht  hat.    Es  ist  eine  Errungenschaft  aus  alter 
Zeit,   die  durch  den  Unterricht    rein  überliefert  wird   ohne   durch 
Motivirung  der  Methode  irgend  gewinnen  zu  können,   so  dass  heu- 
tige Pädagogen  auf  den  Gedanken  verfallen,  die  ererbte  Methtöftfe 
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sei  ein  blosses  Herkommen.  Das  Znwerkegehen  des  Verfassers 
spricht  dafür,  dass  ihm  jene  wissenschaftliche  Forderung,  bewusster 
oder  unbewusBtermassen,  nicht  fremd  ist,  obgleich  er  den  Blick  da- 
von ablenkt  Seiner  Ansicht  znfolge  mnsste  nnn  einmal  der  Schüler 
dnrch  eine  Reihe  von  Beobachtungen  an  einem  Körper  in  die  An- 
fangsgründe der  Geometrie  eingeführt  werden.  Er  wählt  dazu,  ohne 
den  Grund  auszusprechen,  den  Würfel,  einen  Körper,  der  die  ein- 
fachen Elemente  so  isolirt  als  möglich  vor  Augen  stellt,  indem  er 
das  Zu-Beacbtende  mehrfach,  vom  Nicht- zu-Beacbtenden  so  wenig 
ab  möglich  darbietet,  und  lässt  die  8chüler  eine  Reihe  von  Be- 
obachtungen daran  machen,  d.  h.  er  sagt  ihnen,  was  sie  erkennen 
sollen.  Hiermit  werden  zwei  Ziele,  jedes  mit  halbem  Erfolge,  ange- 
strebt, einerseits  die  Schüler  tu  der  Meinung  zu  verlocken,  als  ob 
sie  die  Wissenschaft  erfänden,  andrerseits  ihnen  die  elementaren 
Gegenstände  der  Geometrie  zunächst  anzuzeigen,  ehe  sie  die  Lehre 
von  ihnen  in  gründlicher  Weise  empfangen.  Beides  möchte  ihnen 
dazn  schwerlich  von  Nutzen  sein.  Um  kurz  zusammenzufassen,  so 
ist  das  Buch  sehr  reichhaltig,  im  einzelnen  correct  und  zuverlässig, 
seine  Einrichtung  aber  wenig  geeignet,  Anfängern  die  Mathematik 
fasslich  zu  machen.  Hoppe. 


Anfangsgründe  der  ebenen  Geometrie.  Nach  den  neuen  Lehr- 
plänen bearbeitet  von  Karl  Schwering,  Direktor  des  stiftischen 
Gymnasiums  in  Düren,  und  Wilhelm  Krimphoff,  Oberlehrer  am 
Gymnasium  in  Paderborn.    Mit  150  Figuren.  — 

Stereometrie  für  höhere  Lehranstalten.  Nach  den  neuen  Lehr- 
plänen bearbeitet  von  Karl  Schwering,  Direktor  des  stiftischen 
Gymnasiums  in  Düren.    Mit  41  Figuren.  — 

Anfangsgründe  der  analytischen  Geometrie  für  höhere  Lehr- 
anstalten. Nach  den  neuen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Karl 
Schwering,  Direktor  des  stiftischen  Gymnasiums  in  Düren.  Mit 
7  Figuren. Freiburg  i.  Br.  1894.    Herder. 

Die  Lehrform  schliesst  sich  der  gewöhnlichen,  im  einzelnen 
bessernd,  an.  Durchgängig  ausgesprochen  ist  eingeschaltete  „Be- 
sprechung" jeder  Lösung  einer  Aufgabe  nach  unmotivirter  und  durch 
keine  Analysis  vorbereiteter  Vorschrift  der  Construction.  Die  Be- 
sprechung umfasst  die  Determination ;  als  Hauptgegenstand  aber  und 
Hauptzweck  erscheint*  die  Orientirung  durch  Hinweisung  auf  alle, 
wenn  auch  grossenteils  selbstverständliche  Punkte,  die  zum  Bewusst- 
sein  gezogen  werden.  Dagegen  weicht  der  Entwickelungsgang  nicht 
nur  völlig  vom  gewöhnlichen  ab,  sondern  es  wird  der  Leser  nicht 
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einmal  zum  Mitwisser  des  Princips  gemacht.  Der  Schaler  wird 
gleich  im  Anfang  in  eine  Menge  verschiedener  verschiedenartiger 
geometrischen  Erkenntnisse  eingeführt,  die  sich  auf  mannigfache 
Elemente  nicht  gerade  der  einfachsten  Gebilde  beziehen.  Einen 
Einblick  in  die  Zusammengehörigkeit  erhält  er  nicht,  und  wenn  er 
wirklich,  was  nicht  wahrscheinlich  ist,  keine  der  Lehren  vergisst, 
so  ist  doch  sein  Wissen  vom  Einzelnen  wenig  darauf  vorbereitet 
es  anzuwenden,  wo  es  nötig  ist  Nun  hat  aber  der  Verfasser  selbst, 
bei  seinem  unsystematischen  Zuwerkegehen,  eine  wichtige  und  un- 
entbehrliche Lehre  mitzuteilen  oder  zum  Bewusstsein  zu  bringen 
vergessen  —  wenigstens  ist  der  angenommene  Fall,  dass  er  es  ver- 
gessen hat,  der  einzige,  der  irgend  Entschuldigung  zuliesse.  Da  er 
in  Erklärung  von  selbst  einleuchtender  Dinge  soweit  geht,  dass  er, 
bei  der  Aufgabe  der  Construction  einer  Figur  aus  gegebenen 
Stücken,  es  besonders  ausspricht,  dass  diese  Figur  an  beliebig  ver- 
schiedener Stelle  des  Papiers  gezeichnet  werden  könne  —  in  der 
Tat  dürfte  auch  diese  Betrachtung  bei  der  Determination  nicht 
fehlen  —  so  war  es  doch  mindestens  ebenso  wichtig  und  zur  Klar- 
stellung der  Begriffe  notwendig  die  geometrische  Addition  superpo- 
nirbarer  Raumgrössen  zu  lehren.  Die  Addition  der  Strecken  auf 
einer  Geraden  kommt  im  Anfang  nicht  vor:  hier  war  gerade  kein 
Anlass  davon  zu  sprechen.  Die  Addition  der  Bogen  eines  Kreises 
ist  schon  in  anderm  Falle:  sie  liegt  begrifflich  der  Teilung  des 
Kreises  in  Grade  und  Messung  der  Bogen  durch  Grade  zu  Grunde, 
von  der  im  Anfang  die  Rede  ist;  doch  wird  ihr  auch  hier  keine 
Aufmerksamkeit  zuteil.  Soll  man  dies  etwa  in  dem  Sinne  verstehen; 
das  Nähere  brauche  der  Schüler  nicht  zu  wissen,  weil  er  zur  Bogen- 
messung  ein  Instrument  hat?  Das  hiesse  denn  doch,  das  Ziel  des 
mathematischen  Unterrichts  sehr  niedrig  steckenl  Schlimmer  wird 
das  Unterlassen  aller  Erklärung  bei  der  Addition  der  Winkel.  Eine 
Definition  des  Winkels  wird  zunächst  ausdrücklich  abgelehnt.  So- 
weit ist  allerdings  das  Zuwerkegehen  ganz  corrcct:  der  Winkel  ist 
zunächst  die  aus  2  Geraden  bestehende  Figur;  eine  Grösse  wird 
er  durch  die  Addition  mittelst  Aneinanderlegen.  Letzteres  ver- 
schweigt das  Lehrbuch;  es  bestimmt  die  Grösse  des  Winkels  durch 
Messung  des  um  seinen  Scheitel  beschriebenen  Kreisbogens.  Da 
soll  also  der  Leser,  um  den  Sinn  der  Aussage  zu  begreifen,  dass 
ein  Winkel  dopelt  so  gross  als  ein  andrer  ist,  erst  beide  in  Graden 
ausgedrückt  denken  (was  beiläufig  im  allgemeinen  gar  nicht  genau 
möglich  ist,  und  das  Zuerklärende  schon  vielfach  involvirt).  Bald 
darauf  wird  der  Satz  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks  als  Lehr- 
satz aufgestellt,  und  es  folgt  ihm  unter  der  Bezeichnung  „Beweis!* 
eine  Betrachtung,  von  der  man  leicht  genug  sieht,  dass  und  warum 
sie  zur  Begründung  nicht  genügt    Da  freilich  vorher  alles  darauf 
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eingerichtet  ist  keinen  exacten  Begriff  von  der  Grösse  ein««  Winkels 
aufkommen  zu  lassen,  so  konnte  der  Verfasser  sich  wol  gegen  jedes 
Einwand  der  Schüler  gesichert  glauben.  So  wird  denn  der  Schüler 
über  ein  ganzes  Gebiet  elementar  geometrischer  Begriffe  beharrlich 
in  Unkenntnis  erhalten,  damit  er  die  Unrichtigkeit  eines  angeblichen 
Beweises  für  den  Satz  über  die  Winkelsumme  des  Dreiecks,  der  be- 
kanntlich gar  keine  notwendige  Folge  der  vorausgehenden  Lehren 
ist,  nicht  fähig  sein  soll  zu  bemerken! 

Der  Vortrag  der  Stereometrie  besteht  in  Vorführung  und  freier 
Besprechung  einzelner  Körper.  Eine  universelle,  geordnete  Lehre 
von  der  Lage  der  Ebenen  und  Geraden  fehlt  ganz.  Es  wird  nur 
vorübergehend  einiges  daraus  mitgeteilt  und  ein  unentbehrlicher  Satz 
ezact  bewiesen.  Bevorzugt  unter  den  mannigfaltigen  Gegenständen 
sind  überall  die  Inhaltsberechnungen.  Die  Beobachtungen  erstrecken 
sich  auch  auf  die  Kegelschnitte. 

Die  „Anfangsgründe  der  geometrischen  Geometrie"  bestehen  in 
der  Einführung  der  ebenen  Coordinaten  und  deren  Anwendung  auf 
Gerade,  Kreis  und  Kegelschnitte.  Hoppe. 


Die  Grundlebren  der  ebenen  Geometrie.  Ein  Leitfaden  für  den 
Unterricht  mit Uebungsaufgaben.  Von  Jos.  Lengauer,  Professor 
am  k.  alten  Gymnasium  zu  Würzburg.  Vierte,  umgearbeitete  Auf- 
lage der  Ebenen  Geometrie  von  A.  Stege  mann.  Kempten  1898. 
Jos.  Kösel. 

Die  2.  Auflage  ist  im  231.  litterarischen  Bericht  S.  30  be- 
sprochen. Bei  der  Neubearbeitung,  welche  durch  Lengauer  zuerst  in  3. 
Auflage  in  Ausgabe  gekommen  ist,  haben  manciie  nicht  unwichtige 
Aenderungen,  Verbesserungen,  Ergänzungen  und  Vermehrungen  statt- 
gefunden: Beweise  sind  gekürzt,  eine  reichhaltige  Sammlung  von 
Rechnungs-  und  Constructionsaufgaben  ist  hinzugefügt  worden.  Erst 
in  4.  Auflage  ist  eine  zu  mis  billigen  de  Anordnung,  diu  bis  dahin  be- 
stand, durch  Rückkehr  zur  gewöhnlichen  verbessert  worden,  indem 
jetzt  die  Fundamentalaufgaben  zum  Lehrsystem  gehören.  Angezeigte 
Fehler  sind  berichtigt.  Dagegen  steht  auf  Seite  3  der  4.  Auflage 
die  unwahre  Behauptung :  „Gebilde,  welche  für  einander  gesetzt  werden 
können ,  werden  gleich  genannt."  Wer  dies  stets  täte,  müsste  un- 
zählige absurde  Folgerungen  einräumen,  er  müsste  z.  B.  alle  Drei- 
eke  einander  gleich  nenuen;  denn,  lässt  sich  irgend  ein  Drei- 
eckssatz an  einem  beliebigen  Dreiecke  A  beweisen,  so  kann  man  für 
dieses  Dreieck  auch  ein  beliebiges  anderes  Dreieck  B  setzen,  und 
B  hiesse  dann  gleich  A.    Dass  an  jener  Stelle  hinzugefügt  ist:  „Es 
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wird  stets  angegeben  werden;  unter  welcher  Bedingung  ein  Gebilde  ein 
andern  erteilen  kann"  —  macht  das  Unwahre  nicht  wahr.  „Ersetzen" 
ist  ein  relativer,  aber  nicht  mehrdeutiger  Begriff.  Seine  Beschinknng 
anf  Falle  quantitativer  Gleichheit  ist  ah  Verstoss  gegen  anerkannten 
Wortgebranch  unzulässig  nnd  würde,  wenn  man  sie  gelten  Hesse,  die 
gegenwärtige  Erklärung  der  Gleichheit  zu  nnll  machen.  Sollte  eine 
Definition  der  Gleichheit  schwierig  scheinen,  so  ist  sn  beachten,  dass 
alle  unsere  Kunde  von  geometrischer  Gleichheit  durch  Congruens 
vermittelt  ist  Innerhalb  der  linearen  Geometrie  bestehen  je  iwei 
gleiche  Gebilde  aus  congruenten  Teilen,  und  alle  Beweise  der 
Gleichheit  nach  gewöhnlicher  Methode  beruhen  auf  diesem  Um- 
stände. Folgende  Definition  trifft  daher  das  Wesen  der  Sache: 
Zwei  Gebilde,  deren  entsprechende  Teile  einander  congruent  sind, 
heissen  einander  gleich.  Will  man  aber  den  Begriff  der  Gleichheit 
in  seiner  Totalitat  zum  Ausdruck  bringen,  d.  h.  so»  dass  krumme 
Linien  nicht  ausgeschlossen  sind,  so  darf  man  auch  die  Gleichheit, 
sofern  sie  nur  einfachster  Fall  der  Grössenvergleichung  ist,  nicht 
gesondert  von  der  Ungleichheit  (Grössen-Comparation)  behandeln. 
Sind  die  Begriffe  Grösser  und  Kleiner  definirt,  so  wird  nach  dem 
bekannten  Verfahren  der  Grenzeneinscbliessung  die  Gleichheit  in 
Fällen,  wo  sie  nicht  direct  evident  ist,  daraus  deducirt  Auch  dies 
stimmt  mit  der  gebräuchlichen  Lehrmethode  aberein.  Endlich  ist 
auch  die  hier  erforderte  nachträgliche  Erweiterung  anfangs  nur  in 
engerem  Umfange  aufgestellter  Begriffe  ein  bereits  anerkanntes 
Lehrverfahren,  ganz  analog  dem,  welches  beim  Begriffe  der  Multi- 
plication  geübt  zu  werden  pflegt  Hoppe. 

Anfangsgründe  der  Trigonometrie.  Pensum  der  Untersecunda. 
Herausgegeben  von  Dr.  H.  Lieber,  Professor  am  Friedrich-Wilhelm- 
Real-Gymnasium  in  Stettin,  und  F.  von  Lühmann,  Professor  am 
Gymnasium  in  Königsberg  i.  d.  Neumark.  Mit  6  Figuren  im  Text 
Berlin  1893.    Leonhard  Simion. 

Das  Buch  erteilt  einige  Kenntniss  von  der  Trigonometrie, 
hinreichend  um  die  leichtern  Rechnungsaufgaben  zu  lösen ;  doch  ist 
die  Begrenzung  des  Gegebenen  weder  ausgesprochen  noch  ein  Princip 
ersichtlich,  nach  dem  sie  sich  richtet.  So  kommen  zwar  Winkel  > 
1  Rechter  und  negative  Functionswerte  vor,  doch  wird  nur  bezüglich 
auf  diese  Fälle  das  Nötige  angegeben,  das  Allgemeine  darüber  und 
die  Periodicität  nicht  als  Gegenstand  der  Lehre  betrachtet.  Gonio- 
metrische  Relationen  fehlen  nicht  ganz,  wol  aber  die  Formeln  für 
die  Functionen  der  Summen  von  Winkeln.  Soviel  indes  Aufnahme 
gefunden  hat,  ist  correct ,  in  guter  Ordnung  und  leichtfasslich  be- 
handelt, so  dass  das  Pensum  wenigstens  nicht  grösser  scheint,  all 


37  Litterarischer  Bericht  LI. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Von  Dr.  Karl  Hohn, 
Professor  der  Mathematik  an  der  k.  s.  technischen  Hochschule  zu 
Dresden,  und  Dr.  Erwin  Papporitz,  Professor  der  Mathematik 
und  darstellenden  Geometrie  an  der  k.  s.  Berg- Akademie  zu  Frei- 
berg. In  zwei  B&nden.  Erster  Band.  Mit  zahlreichen  Figuren  im 
Text    Leipzig  1893.    Veit  u   Comp. 

Die  Bedeutung  der  darstellenden  Geometrie  kann  man  unter 
drei  Gesichtspunkte  stellen.  Sie  löst  erstens  ein  geometrisches 
Problem,  das  sich  wenn  man  will  auch  erweitern  und  verändern 
l&sst.  Zweitens  ist  sie  ein  Organ  stereometrischer  Forschung,  durch 
welches  innerhalb  dreifacher  Variation  eine  zweifache  isolirt  er- 
scheint. Drittens  dient  sie  als  angewandte  Geometrie  technischem 
Zwecke.  Im  vorliegenden  I.  Bande  waltet  der  zweite  Gesichtspunkt 
vor.  Es  soll  mittelst  der  Darstellung  eine  umfassende  räumliche 
Anschauung  gepflegt  werden.  Das  Mittel  der  Darstellung  ist  die 
Projection.  Die  Projectionslehre  ist  in  vortrefflicher  Weise  so  be- 
arbeitet, dass  sie  von  Anfängern  ohne  Mühe  verstanden  wird:  die 
höhere  projective  Geometrie  wird  nicht  als  bekannt  vorausgesetzt, 
sondern  die  Projection  von  Ebene  auf  Ebene  ganz  ausführlich  be- 
handelt und  dabei  die  grundlegenden  Begriffe  entwickelt,  alle  Lehren 
und  Erklärungen  jedoch  concinn  und  ohne  Umschweife,  entsprechend 
dem  Standpunkte  vollendeter  elementarer  Vorbildung,  ausgesprochen. 

H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie.  Sechster  Teil: 
Proportionalität  der  Strecken.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und 
ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben. 
Mit  378  Erklärungen  und  90  in  dem  Text  gedruckten  Figuren.  Fttr 
das  Selbststudium  und  zum  Gebrauche  an  Lehranstalten  bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.  Stuttgart  1893.  Julius 
Maier. 

Das  Eigentümliche  der  Abfassung  besteht  darin,  dass  jeder 
Lehre  eine  Frage  vorausgeht.  Ueber  deren  Zweck  lassen  sich  höch- 
stens Vermutungen  aufstellen.  H. 
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Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Von  J.  Schlotke, 
Lehrer  der  allgemeinen  Gewerbeschule  in  Hamburg.  —  II.  Teil. 
Schatten-  und  Beleuchtungslehre.  Mit  79  Figuren.  1893.  —  III. 
Teil.  Perspective.  Mit  133  Figuren  1894.  —  Dresden,  Gerhard 
Kühtmann.    60  +  381  S. 

Die  Einleitung  zur  Schattenlehre  hätte  allen  Grund  gehabt  hier 
exacte  Rede  zu  führen,  weil  der  allgemeine  Wortgebrauch  hier  ge- 
rade nicht  exact  ist.  Aber  gerade  hier  läset  es  der  Verfasser  am 
Nötigen  fehlen.  Die  Nominalerklärungen  sind  unzureichend,  „Schat- 
ten" und  „Eigenschatten"  werden  gar  nicht  definirt,  „Schlagschatten" 
etwas  undeutlich.  Anstatt  der  Confusion  der  Begriffe  zu.  wehren, 
macht  sich  der  Verfasser  selbst  derselben  schuldig,  sagt  z.  B.  Seite  2, 
Zeile  2  Raum  statt  Flächenstack,  Zeile  11  Schatten  statt  Schlag- 
schatten. 

Der  3.  Teil  behandelt  die  Projection  räumlicher  Gebilde  aus 
endlich  fernem  Centrum  und  zwar  hauptsächlich  von  Geraden  und 
Ebenen  begrenzter  Körper,  ausserdem  auch  Rotationskörper  berück- 
sichtigend. Die  allgemeinen  Grundsätze  der  Bearbeitung  sind ,  darf 
man  annehmen,  aus  dem  1.  Teile  zu  erkennen.  Nur  soviel  ist  hier 
im  Vorwort  ausgesprochen,  dass  Versuche  die  mathematische  Vor- 

▲rch.  d.  Math.  n.  Phy§.  2.  Reihe,  T.  IUI.  4 
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bildung  entbehrlich  zu  machen,  wie  sie  öfters  aufgetreten  sind,  gänz- 
lieh  verworfen  werden  müssen  nnd  sich  als  verfehlt  erwiesen  haben. 
Es  werden  Beispiele  ans  einer  ohne  Mathematik  auf  blosse  Anschauung 
gebauten  Belehrung  angeführt.  Die  Verfasser  scheinen  stets  vor- 
auszusetzen, dass  die  Schüler  freundlichst  zuvorkommend  die  Worte 
nicht  wie  gesagt  sind,  sondern  wie  sie  gemeint  sind,  zu  verstehen 
suchen  werden.  Hoppe. 


Elementarphysik  unter  Zugrundelegung  des  Grundrisses  der 
Experimentalphysik  von  E.  Jochmann  und  O.  Hermes  für  den 
Anfangsunterricht  in  höheren  Lehranstalten  herausgegeben  von  V. 
Hermes.  Mit  186  Holzschnitten.  Berlin  1892.  Winkelmann  u. 
Söhne.    188  8. 

Das  Lehrbuch  verfolgt  nur  das  eine  Ziel ,  die  Gesetze  der  Er- 
scheinungen in  der  leblosen,  unorganischen  Natur  klar,  unumwunden 
und  exaet  darzulegen  und  leistet  in  dieser  Beziehung  vorzügliches. 
Die  Wege  der  Entdeckung  und  Forschung  durch  Beobachtung,  Ex- 
periment und  Rechnung  lässt  es  unberührt,  auch  die  theoretische 
Begründung  macht  es  sich  nicht  allgemein  zur  Aufgabe;  was  zu 
ganz  einfacher  Begründung  der  Lehren  hinzugefügt  ist,  erreicht  noch 
lange  nicht  die  Grenzen  elementarer  Mathematik.  Die  Lehren 
werden  auch  nicht  zu  Systemen  gestaltet,  sondern  in  Gruppen  der 
Erscheinungen  geordnet  und  werden  sich  wol  so  am  besten  einprägen. 

H. 


Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten,  sowie  zur  Ein- 
führung in  das  Studium  der  neueren  Physik.  Von  Dr.  H.  Born  er, 
Director  des  Realgymnasiums  in  Elberfeld.  Mit  470  in  den  Text 
gedruckten  Abbildungen.    Berlin  1892.    Weidmann.    584  S. 

Das  Buch  stellt  sich  als  ein  pädagogischer  Thesaurus  dar,  der 
den  Lehrstoff  des  physikalischen  Unterrichts  im  weitesten  Umfang 
für  eine  Reihe  von  Gassen  zur  Auswahl  nach  Ermessen  des  Lehrers 
fertig  bearbeitet  darbietet  Da  auf  sehr  verschiedenen  Standpunkt 
der  Vorbildung,  namentlich  der  mathematischen,  gerechnet  werden 
musste,  so  hat  es  der  Verfasser  für  nötig  befunden,  das  Lehrbach 
in  2  Teile:  erste  und  zweite  Stufe,  zu  teilen.  Mechanik,  Akustik, 
Optik,  Wärme,  Elektricität  und  Magnetisismus  werden  im  zweiten 
Teile  aufs  neue  behandelt,  doch  betreffen  die  einzelnen  Lehren  nicht 
dieselben  Gegenstände  wie  im  ersten.  Um  auch  dem  Bedürfnias 
mehr  als  gewöhnlich  begabter  Schüler  zu  genügen,  geht  der  2.  Teil 
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ziemlich  weit  auf  Theorien  ein,  die  eigentlich  noch  Gegenstand  der 
Forschung  sind.  Was  diese  betrifft,  hätte  der  Verfasser  wenigstens 
nicht  es  bei  Darstellangsweisen,  wie  er  sie  vielleicht  in  Original- 
schriften gefunden  hat,  belassen  dürfen;  in  einem  Lehrbuche  für 
Schulen  mnsste  gründliche  Aufklärung  über  die  Begriffe  gegeben 
werden.  So  sind  z.  B.  Arbeit  und  lebendige  Kraft  der  Erklärung 
zufolge  ideelle  Begriffe,  die  sich  auf  absolute  Wegstrecken  beziehen 
und  auf  relative  Wegstrecken  und  Geschwindigkeiten,  wie  sie  in 
Wirklichkeit  allein  existiren,  gar  nicht  bezogen  werden  können. 
Dennoch  gibt  das  Lehrbuch  über  diesem  Punkt  keinen  Aufschluss. 
Bei  Einführung  des  Begriffs  der  Entropie  ist  von  Summen  derselben 
die  Rede,  und  sie  kommt  als  positiv  und  negativ  in  Rechnung.  Beides 
hat  offenbar,  so  lange  ihr  keine  Quantität  zugeschrieben  wird,  keinen 
Sinn,  und  von  ihrem  Quantum  steht  kein  Wort  im  Buche.  Dies  ist 
um  so  verwirrender,  weil  es  zu  dem  Irrtum  verleitet,  das  Quantum 
verwandelter  Energie  als  Quantum  der  Entropie  zu  betrachten,  was 
zu  Widersprüchen  führt  Hoppe. 


Leitfaden  für  den  Anschauungsunterricht  in  der  Physik.  Von 
Dr.  Max  Pieper,  Oberlehreram  Herzoglichen  Friedrichs-Gymnasium 
zu  Dessau.    Dessau  1891.    Paul  Baumann.    55  S. 

Die  Lehrweise  ist  die  beschreibende.  Ueberdies  ist  sie  mehr 
darauf  bedacht,  auf  Naturvorgänge  aufmerksam  zu  machen  und  deren 
gebräuchliche  Benennung  mitzuteilen  als  auf  den  Zusammenhang 
der  Vorgänge  hinzuleiten.  Dass  man,  selbst  für  den  sehr  niedrigen 
Standpunkt  der  Lernenden,  wie  ihn  der  Verfasser  voraussetzt,  sehr 
viel  zu  sagen  hat  um  den  Sinn  für  die  Aufgabe  der  Physik  zu 
wecken,  ist  leicht  zu  sehen.  Es  brauchte  sich  also  auch  dieser  Leit- 
faden nicht  auf  die  einzelnen  mit  Sinnen  wahrnehmbaren  Erschei- 
nungen zu  beschränken,  vielmehr  hätte  es  ihm  in  der  Tat  auch  ob- 
gelegen, das  Sichtbare  durch  das,  was  wir  zur  Erklärung  annehmen 
müssen,  zu  einer  ursachlich  zusammhangenden  Vorstellung  zu  er- 
gänzen. Hoppe. 


Sammlungen. 

Sammlung  von  arithmetischen  und  algebraischen  Fragen  und 
Aufgaben,  verbunden  mit  einem'  systematischen  Aufbau  der  Begriffe, 
Formeln  und   Lehrsätze  der  Arithmetik  für  höhere  Schulen.      Von 
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Dr.  Hermann  Schubert,  Professor  an  der  Gelehrtenschale  des 
Johanneums  in  Hamburg.  Erstes  Heft:  Für  mittlere  Classen.  Dritte 
Auflage.  1890.  224  S.  —  Zweites  Heft:  Für  obere  Classen.  1888. 
Zweite  Auflage. 228  S. 

Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra  für  Real-  und  Bürger- 
schulen.   Ein  Auszug   aus  der   Sammlung  von  arithmetischen   und 

algebraischen  Fragen   und  Aufgaben. Erstes  Heft  1892.    — 

Zweites  Heft  1863.  —  194  S. 

Resultate  zur  Sammlung  von  arithmetischen  und  algebraischen 
Aufgaben  für  höhere  Schulen.  Ausgewählte  Resultate  zu  beiden 
Heften.  Zweite  Auflage  1892,  —  Von  Dr.  Hermann  Schubert. 
Potsdam.    August  Stein.    77  S. 

Dies  in  5  Heften  enthaltene  Werk  zeichnet  sich  dadurch  aus, 
dass  es  die  Einübung  der  Lehren  der  Arithmetik  und  Algebra,  d.  h. 
des  numerischen  und  algebraischen  Rechnens,  in  allen  erdenklichen 
Formen  zum  Ziele  nimmt.  Der  Umfang  ist  den  höhern  Unterrichts- 
anstalten angemessen.  Die  Uebungsbeispiele  schliessen  sich  in  grosser 
Anzahl  dem  Lehrgange  an.  Die  Lehren  selbst,  Erklärungen,  Sätze 
und  Formeln  ohne  Beweise,  gehen  jedem  Abschnitt  voraus.  Resul- 
tate sind  im  betreffenden  Hefte  nur  von  solchen  Aufgaben  aufgestellt, 
„bei  welchen  eine  Beruhigung  des  Schülers  über  die  Richtigkeit  der 
gefundenen  Lösung  wünschenswert  erscheint,  bei  welchen  jedoch  die 
Kenntniss  des  Resultats  ihm  die  Denkbarkeit  nicht  abnimmt44. 
Wünschenswert  bleibt  freilich  immer,  dass  der  Schüler  sich  die  Be- 
ruhigung und  Vergewisserung  durch  Probe  selbst  geben  und  sich 
von  einer  fremden  Hülfe,  die  er  im  spätem  Leben  doch  entbehren 
muss,  unabhängig  machen  lerne.  H. 

Mathematisches  Uebungsbuch.  Erster  Teil.  Für  den  Gebrauch 
in  den  mittleren  Classen  höherer  Lehranstalten  (Untertertia  bis 
Untersecunda).  Zusammengestellt  von  Fr.  Bassler,  Professor  am 
Sophien-Gymnasium  zu  Berlin.  Dresden  1894.  L.  Ehlermann.   80  S. 

Sammlung  mathematischer  Aufgaben.  Ein  Uebungsbuch  für  die 
oberen  Classen  höherer  Lehranstalten.  Zusammengestellt  von  Fr« 
Bussler,  Professor  am  Sophien- Gymnasium  zu  Berlin.  Dresden 
1894.    L.  Ehlermann.    120  S. 

Beide  Sammlungen  sind  durchgehende  nach  den  Gymnasialclassen 
eingeteilt,  zu  deren  Pensen  die  Aufgaben  gehören.  Zu  jeder  Lehre 
gehören  4  Aufgaben.  Die  Aufgaben  sind  arithmetische  (mit  Buch- 
staben), Gleichungen,  trigonometrische  (mit  Logarithmen),  geome- 
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triscbe  (Sätze  und  Constructionen\  Bei  den  Sätzen,  wo  die  Frage 
nicht  dabei  steht,  darf  man  wol  anuehmen,  dass  der  Beweis  Terlangt 
wird.  H. 


Arithmetische  Aufgaben.  Herausgegeben  von  Dr.  H.  Lieber, 
Professor  am  Friedrich-Wilhelm-Realgymnasium  zu  Stettin,  und  Dr. 
A.  Köhler,  Oberlehrer  am  Friedrich- Wilhelm- Realgymnasium  zu 
Stettin.    Berlin  1894.    Leonhard  Simion.    222  S. 

Auflösungen  zu  den  arithmetischen  Aufgaben.  Herausgegeben 
von  Dr.  H.  Lieber,  Professor  am  Friedrich-Wilhelm-Realgymna- 
sium zn  Stettin  und  Dr.  A.  Köhler,  Oberlehrer  am  Friedrich- 
Wilhelm-Realgymnasium  zu  Stettin.  Berlin  1894.  Leonhard  Simion. 
79  S. 

Die  Aufgaben  schliessen  sich  an  den  Leitfaden  der  Arithmetik 
von  Lieber  und  Lühmann  an  und  sind  für  die  Classen  Untertertia 
bis  Obersecunda  bestimmt.  Es  sind  vorzüglich  solche  gewählt,  die 
einfache  Resultate  ergeben.  Die  „Auflösungen41  geben  die  Resultate 
aller  Aufgaben  ohne  irgend  welche  Bemerkung.  H. 


Recueil  de  problömes  de  mathematiques.  Arithmetique,  alg&bre 
616mentaire,  trigonom&rie.  A  l'usuge  des  classes  de  mathematiques 
elementaires.  Par  0.  A.  Laisant,  Docteur  ös  sciences,  Ancien 
61fcve  de  l'ficole  Polytechnique.  Paris  1893.  Gauthier  Villars  et 
fils.    86  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  geordnete  Sammlung  der  interessante- 
sten Aufgaben,  welche  der  Herausgeber  in  Zeitschriften  aus  den 
Jahren  1842  bis  jetzt  gefunden  hat,  nebst  Angabe  der  Autoren  und 
Verweisung  auf  die  Lösungen,  soweit  sie  bekannt  sind,  ohne  Unter- 
schied, ob  die  Aufgaben  sich  zum  Gebrauch  an  Schulen  eignen. 

H. 


Geomotrische  Analysis  und  Synthesis.  Eine  Sammlung  von  636 
planimetrischen  Constructions-Aufgaben  mit  rein  geometrischer  Lö- 
sung. Für  höhere  Lehranstalten  sowie  zum  Gebrauch  beim  Selbst- 
unterricht systematisch  geordnet  und  bearbeitet  von  W.  Adam, 
Königl.  Seminarlehrer  a.  D.  Zweite  Auflage.  Potsdam  1893.  Aug. 
Stein.    219  S. 

Die  erste  Auflage  ist  in  1.  Reihe,  219.  litt.  Bericht  S.  8  be- 
sprochen.   Die  2te  scheint  unverändert  zu  sein.    Insbesondere  lassen 
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die  einleitenden  Erklärungen  noch  ebensowenig  Geschick  in  ver- 
ständlicher Rede  erkennen.  Sämtiche  Aufgaben  sind  mit  wenigstens 
angedeuteter  Lösung  nebst  Beweis  versehen,  so  daas  der  Schüler 
den  Weg  der  Lösung  nie  zu  suchen  braucht  Hoppe. 


Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Sammlung  von  Lehrsätzen 
und  Aufgaben  nebst  Erläuterungen  und  Resultaten.  Von  J.  Schlotke, 
Lehrer  der  Allgemeinen  Gewerbeschule  in  Hamburg.  Mit  37  Fi- 
guren.   Dresden  1891.    Gerhard  Kühtmann.    217  8. 

Die  Aufgaben,  welche  sich  der  Lehre  von  den  Geraden,  Kreisen 
und  Kegelschnitten  mit  Gebrauch  der  Coordinaten  anschliessen,  sind 
im  Buche  ausführlich  allgemein  gelöst,  und  es  bleibt  für  den  Schüler 
nur  die  Arbeit  übrig,  numerisch  gegebene  Beispiele  danach  auszu- 
rechneu. H. 


Lehrbuch  der  planimetrischen  Constructionsaufgaben  gelöst  durch 
geometrische  Analysis.  Dritter  Teil:  Yerwandlungs-  und  Teilungs- 
aufgaben über  ein-  und  umbeschriebene  Figuren,  Mit  519  gelösten 
und  ungelösten  Aufgaben,  40  Anmerkungen,  12  Erklärungen  und  54 
in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Für  das  Selbststudium  und  zum 
Gebrauch  an  Lehranstalten  bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  E. 
R.  Müller.    Stuttgart  1893.    Julius  Maier.    86  S. 

Die  zu  den  genannten  Gebieten  gehörenden  Aufgaben  hat  der 
Verfasser  systematisch  behandelt  Reihen  von  Anmerkungen  geben 
die  Gesichtspunkte  der  Anordnung.  Zu  jeder  Aufgabe  wird  der  Weg 
der  Lösung  nebst  Verweisung  auf  die  anzuwendenden  frühern  Auf- 
gaben angezeigt  H. 


Recueil  d'  exercices  sur  la  mäcanique  rationnelle  a  l'usage  des 
candidats  ä  la  licence  et  ä  V  agrägation  des  sciences  raathämatiques. 
Par  A.  de  Saint-Germain,  Professeur  de  Mecanique  ä  la  Facult6 
des  Sciences  de  Gaen.  Deuxiöme  Edition,  enti&rement  refondue. 
Paris  1889.    Gauthier  Villars  et  fils.    560  S. 

Das  Buch  enthält  eine  sehr  reiche  Sammlung  von  Uebungsauf- 
gaben  aus  der  Statik,  Kinematik  und  Dynamik,  jede  mit  ausführ- 
licher Lösung.  Obgleich  vor  jedem  Abschnitt  die  Theorie  entwickelt 
wird,  so  bilden  die  Aufgaben  den  Zweck  der  Herausgabe.  Der  Ver- 
fasser spricht  sich  dahin  aus,  dass  es  bei  der  Lösung  weniger  auf 
ein  formulirtes  Resultat,   als  vielmehr  darauf  ankomme,  dass  die 
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Natur  der  Bewegung  in  allgemeinster  Weise  ans  Licht  gestellt  sei, 
die  öfters  ans  der  Differentialgleichung  besser  als  aus  dem  Integral 
erkennbar  sei.  H. 


Tabellen. 

Logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  für  nene  (centesimale) 
Teilung  mit  sechs  Decimalstellen.  Von  W.  Jordan,  Professor  au 
der  Kgl.  techn.  Hochschule  zu  Hannover.  Stuttgart  1894.  Eonrad 
Wittwer.    420  S. 

Mit  Herausgabe  dieses  Werkes  ist  ein  neuer  Schritt  zu  dem 
ersehnten  Ziele  getan  die  3  überflüssigen  goniometrischen  Benen- 
nungen, Grad,  Minute,  Secuode,  abzuschaffen  und  dem  Rechner  die 
dadurch  aufgebürdeten  Reductionen  zu  ersparen.  Laut  Vorwort  steht 
der  „neuen"  „centesimalen"  Winkelteilung  noch  sehr  der  Mangel 
an  ausreichenden  trigonometrischen  Tafeln  entgegen.  Die  7  stelligen 
sind  vergriffen,  nur  5  stellige  sind  zu  haben.  Der  Verfasser  enthüllt 
indes  den  Stand  der  Sache  nur  sehr  oberflächlich.  Nachdem  schon 
solange  Zeit  das  Ziel  ins  Auge  gefasst  und  dann  und  wann  ein  Bei- 
trag dafür  geliefert  worden  ist,  sind  wir  noch  nicht  einmal  so  weit, 
dass  das  Unternehmen  überhaupt  als  gesichert  erscheint.  Alle,  die 
daran  arbeiten,  treten  noch  so  auf,  als  böten  sie  neben  der  ge- 
bräuchlichen Rechnungsweise  eine  zweite  dar,  die  Manchen  besser 
gefiele,  und  als  käme  es  niemandem  in  den  Sinn  die  alte  Winkel- 
teilung in  Wegfall  zu  bringen.  Wenn  selbst  diejenigen,  in  deren 
Interesse  es  liegt,  die  Annahme  der  Decimalteilung  soweit  als  mög- 
lich auszubreiten,  einen  so  traurigen  Prospect  eröffnen,  wo  Jeder, 
der  Decimalteilung  anwendet,  für  alle  Zeit  mit  beiden  Rechnungs- 
weisen vertraut  bleiben  und  für  beide  die  nötigen  Tafeln  besitzen 
muss,  so  kann  man  sich  nicht  wundern,  dass  die  Beteiligung  von 
Seiten  der  Anwender  und  der  Herausgeber  bis  jetzt  so  gering  ge- 
blieben ist.  Das  Gesagte  trifft  auch  das  vorliegende  Werk.  Die 
Einrichtung  lehnt  sich  an  die  alte  Winkelteilung  an,  gleich  als  sollte 
letztere  durchaus  erhalten  bleiben.  Die  dreifache  Benennung,  Grad, 
Minute,  Secunde,  die  jetzt  ganz  überflüssig  ist,  wird,  noch  dazu  mit 
störender  Bedeutungsänderung,  auf  das  neue  System  übertragen. 
Auf  dem  Titel  steht:  „Für  neue  (centesimale)  Teilung1'  statt  ein- 
fach zu  sagen:  „Für  decimale  Teilung  des  rechten  Winkels.44  Über- 
einstimmend nämlich  ist  zwischen  beiden  Systemen  die  oberste  Be- 
nennung R  —  1  rechten  Wiukel,  unverrückbar  als  volles  Intervall 
für  alle  Zahlenwerte  aller  Kreisfunctionen.    Eine  fernere  Bestätigung 
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des  obigen  Urteils  Aber  die  rorliegende  Einrichtung  bietet  eine  Re- 
ductionstafel  zwischen  der  alten  und  neuen  Tafel,  am  Schless  hin- 
zugefügt. Wenn  diese  einen  Zweck  haben  soll,  so  kann  es  doch 
nur  im  Dienste  der  alten  Tafeln  sein.  Dass  die  gegenwfttige  Tafel 
die  Logarithmen  nur  auf  6  Stellen  gibt,  (eine  Zahl  die  rücksichtlich 
des  Volumens  im  ganzen  unvorteilhaft  ist)  mag  durch  die  besondere 
Bestimmung  für  Landesvermesser  motivirt  erscheinen.  Handelt  es 
sich  aber  um  Ueberwindung  der  Herrschaft  eines  unpraktischen  Her- 
kommens, so  ist  ein  Stehenbleiben  auf  halbem  Wege  ganz  unzweck- 
mässig. Soll  die  Decimalteilung  der  Winkel  in  Aufnahme  kommen, 
so  dürfen  die  käuflichen  trigonometrischen  Tafeln  in  keiner  Hin- 
sicht, weder  in  Stellenzahl  noch  in  Detaillirung,  hinter  den  7  stel- 
ligen von  Yega-Bremiker  zurückstehen.  Von  dieser  Bedingung  hängt 
nicht  nur  die  freie  Wahl  der  einzelnen  Rechner,  sondern  auch  die 
Möglichkeit  der  Einführung  auf  allen  Lehranstalten,  auch  derer,  die 
nur  5  atellig  rechnen,  ab.  Denn  wenn  die  Schüler  im  spätem  Beruf 
genötigt  wären  Tafeln  mit  alter  Teilung  zu  Hülfe  zu  nehmen ,  so 
müsste  deren  Gebrauch  auch  gelehrt  werden.  Wenn  endlich  ein 
Zweifel,  ob  Mühe  und  Kosten  durch  reichlichen  Absatz  ihren 
Lohn  finden  würden,  die  Unternehmer  von  der  Herausgabe  grösserer 
Tafeln  zurückhielte,  so  wäre  die  Besorgniss  ganz  ohne  Grund.  Zu- 
nächst ist  durch  die  mehr  als  60  Auflagen  der  Yeja'scben  Tafeln 
die  Häufigkeit  des  7  stelligen  Rechnens  und  das  Bedürfniss  7  stel- 
liger Tafeln  überhaupt  genügend  dargetan.  Der  Umstand,  dass  die 
7  stelligen  trigonometrischen  Tafeln  mit  Decimalteilung  sämtlich 
vergriffen  sind,  spricht  sehr  dafür,  dass,  wenn  nur  solche  vorhanden 
wären,  es  an  deren  Anwendung  nicht  fehlen  würde.  Ausserdem  ist 
ersichtlich,  dass  Einschaltung  von  Zwischenstufen  keine  Erleichterung 
des  Unternehmens  im  ganzen  gewähren,  sondern  es  nur  weniger  ein- 
träglich und  mühevoller  machen  kann.  Daher  ist  mit  der  gegen- 
wärtigen Herausgabe  von  6,  vorläufig  statt  7  stelligen  Tafeln  der 
eigene  Vorteil  gar  nicht  wol  bedacht.  Nur  zu  erwähnen  ist  noch 
der  ganz  nichtige  Einwand,  den  man  noch  öfters  hört:  um  die  alte 
Winkelteilung  entbehrlich  zu  machen,  müssten  erst  alle  darauf  einge- 
richteten Instrumente  und  Apparate  abgeändert  werden.  Die  Scalen 
der  Apparate  sind  meistens  unabhängig  von  der  Benutzung  der 
Beobachtungsdaten  gewählt,  und  niemand  sieht  in  ihrer  Reduction  eine 
beträchtliche  Mehrarbeit;  jedenfalls  ist  letztere  viel  geringer  als  die 
beständige  Reduction  während  jeder  Rechnung.  —  In  dem  vorlie- 
genden Werke  geht  der  Tafel  der  Logarithmen  der  Kreisfunctionen 
die  gleichfalls  6  stellige  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  voraus, 
sie  selbst  ist  detaillirt  bis  auf  die  hunderte!  Rechte,  ihr  folgen  noch 
vierteilige  Tafeln  für  die  Logarithmen  gewisser  besonders  bedeut- 
samer Zahlen. 
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Mathematische  und  geodätische  Hülfetafeln.  Neunte  Auflage. 
Herausgegeben  von  Dr.  W.  Jordan,  Professor  an  der  technischen 
Hochschule  in  Hannover.    Hannover  1895,  Holwing.    120  S. 

Das  Ganze  ist  eine  Zusammenstellung  von  34  kleinen  Tafeln. 
Das  Buch  ist  bereits  durch  seinen  praktischen  Gebrauch  so  bekannt, 
dass  der  Herausgeber  nicht  für  nötig  befunden  hat,  die  Bedeutung 
der  Tafeln  zu  erklären. 


Tafel  des  Integrals 


zusammengestellt  von  Bruno  Kämpfe.    Leipzig  1893.     Wilhelm 
Engelroann. 

Die  Tafel  ist  4  stellig,  detaillirt  auf  3  Bruchstellen  von  y  bis 
y  =  1,5,  von  da  an  auf  2.  Für  y  >  2,86  ist  der  Unterschied  von 
$(ao)=rl  in  4ter  Stelle  nicht  mehr  merklich.  Das  Ganze  steht 
auf  wenig  mehr  als  3  Seiten  8°.  —  Die  Werte  sind  aus  Meyer's 
„Wahrscheinlichkeitsrechnung"  entnommen  und  daselbst  bis  y  — 1,51 
durch  Interpolation  unter  Benutzung  der  2ten  Differenzen  erhalten 
worden.  H. 


Berechnung  von  Renten  und  Lebens-Versicherungen.  An  der 
Hand  von  Beispielen  erläutert  von  Jos.  Thannabaur,  k.  k.  Ober- 
Real- Professor  in  Olmfltz.    Wien,  1893.    Karl  Graeser.    132  S. 

Zinseszinson-  und  Rententafeln.  Ein  Hilfsmittel  zur  Berechnung 
des  Bar-  und  Endwertes  von  Capitalien  und  Renten  oder  Annui- 
täten, der  Höhe  der  letzteren  bei  gegebenem  Bar-  oder  Endwert, 
sowie  zur  Berechnung  des  Zinsfusses  oder  der  Zeit.  Zum  prakti- 
schen Gebrauch  für  Sparcaisen-,  Bank-,  Assecuranz-,  Forst-Beamte 
etc.,  sowie  zum  Schulgebrauch  für  Bürgerschulen,  gewerbliche  Fort- 
bildungs-  und  Gremial-Handelsschulen.  Berechnet  und  durch  zahl- 
reiche Beispiele  erläutert  von  Jos.  Thannabaur,  k.  k.  OberReal- 
schul-Professor.    Wien  1893.    Karl  Graeser.    80  S. 

Auf  ersteres  Buch ,  welches  die  vielen  Arten  von  Renten  und 
Versicherungen  erklärt,  müssen  wir  verweisen,  wenn  es  sich  um  Be- 
deutung und  Gebrauch  der  4  im  erstem  und  der  12  im  letztern 
enthaltenen  Tafeln  handelt.    Sämtliche  Tafeln  sind  7  stellig. 

H. 
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Erd-  und  Himmelskunde. 

Grnndlehren  der  mathematischen  Geographie  and  elementaren 
Astronomie  für  den  Unterricht  bearbeitet  von  Dr.  Siegmnnd 
Günther,  Professor  der  technischen  Hochschule  München.  Dritte, 
durchaus  umgearbeitete  und  revidierte  Auflage.  München  1893. 
Theodor  Ackermann.    131  S. 

Die  2.  Auflage  ist  im  13.  litt.  Bericht,  8.  22  besprochen.     Die 
dritte  erscheint  mit  vielen  eingehenden  Verbesserungen.    Die  3  Stufen 
der  Weltanschauung,  nach  denen  die  Entwicklung  der  Lehre  fort- 
schreitet,  sind  deutlich   geschieden.    Die   Lehre   auf  erster,  dem 
festen  Horizont  entsprechender  Stufe  enthält  noch  nichts  von  Geogra- 
phie.   Die  Himmelserscheinungen  werden  einzeln  durchgegangen  und 
formulirte  Lehrsätze  darüber  aufgestellt    Ob  diese  zu  einer  guten 
Orientirung  hinreichend  sind,   scheint  wenig  bedacht  zu  sein.     Da 
sich  sehr  wol  einfache  Gesichtspunkte  geben  lassen,  nach  denen  man 
sich  ohne  höhere  Kenntnisse  eine  Anschauung  von  der  Bewegung 
des  Sonnensystems  bilden  kann,  und  gemäss  der  im  Vorwort  ausge- 
sprochenen Bestimmung  des   Buches  gerade  dieses  besonders    er- 
strebt werden  musste,  so   kann  man  von  der  gegenwärtigen   Be- 
arbeitung gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  das  Erreichbare  schon  erreicht 
habe.    Der  zweite  Teil  der  Lehre,  der   auf  geometrischem  Grunde 
steht,  die  Erde  aber  anfangs  consequent  als  Kugel  betrachtet,  geht 
geometrisch  zuwerke,   nimmt  mehr  und  mehr  die  Präcisionsfragen 
auf  und  umfasst  auch  geodätische  Aufgaben.    Der   dritte  Teil ,  auf 
heliocentrischem  Standpunkte,   ist  so  ausführlich,   als  man  es  bei 
elementarer  Darstellung  nur  wünschen  kann.    Üeber  die  Ursachen 
von  Flut  und  Ebbe  hat  sich  der  Verfasser  noch  keine  Klarheit  ver- 
schafft   Was  er  sagt,  ist  sinnlos.      Da  der  Entwickelangsgang  der 
Lehre  mit  der  Geschichte   der  Forschung   nahe  übereinstimmt,  so 
war  es  ganz  zweckmässig  alle  zugehörigen  historischen  Angaben  zu 
machen,  was  auch  in  anerkennenswerter  Weise  geschehen  ist 

Hoppe. 

Elementare  Rechnungen  aus  der  mathematischen  Geographie 
für  Freunde  der  Astronomie  in  ausgewählten  Capiteln  gemeinver- 
ständlich begründet  und  vorgeführt  von  0.  Weide  fei  d,  Oberross- 
arzt a.  D.,  Mitglied  der  Vereinigung  von  Freunden  der  Astronomie 
und  kosmischen  Physik.  Mit  einer  Figurentafel.  Berlin  1894,  Ferd. 
Dümmler.    64  S. 

Als   notwendige  Vorkenntnisse   werden'  betrachtet  die  Lebren 
von    den   trigonometrischen  Functionen  und    von  den  brigg'schen 
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Logarithmen ;  dieselben  werden  im  voraus  vorgetragen.  Der  Umfang 
des  Lehrstoffs  ist  gering:  es  handelt  sich  nm  Bestimmung  des  Laufes 
der  Sonne  in  Bogen,  Azimut  und  Höhe;  die  Genauigkeit  wird  nach 
Möglichkeit  streng  genommen.  Die  Lehrweise  zeichnet  sich  durch 
klare,  correcte  Sprache  aus.  H. 

Der  Erdmagnetismus  nach  seiner  Ursache,  sowie  nach  seiner 
Bedeutung  für  die  Wetterprognose  erläutert  von  Dr.  B.  Saubert. 
Mit  8  Tafeln  und  1  Figur  im  Text  Hannover  1895.  Helwing. 
44  S. 

Die  Schrift  erweckt  Hoffnung,  mit  Hülfe  erdmagnetischer  Be- 
obachtungen uns  der  Erkenntniss  der  atmosphärischen  Vorgänge 
nähern  zu  lernen.  Die  Möglichkeit  gründet  sich  darauf,  dass  die 
erdmagnetischen  Erscheinungen  teils  von  constanten  Kräften  des 
Erdkörpers  teils  von  veränderlichen  äussern  Wärmezuständen  ab- 
hangen. Das  Gegenwärtige  macht  zur  Anbahnung  der  Untersuchung 
durch  Vergleichung  der  Declinations-,  Inclinations-,  Intensitäts-  und 
thermischen  Curven  auf  Beziehungen  aufmerksam ,  die  auf  gesetz- 
mässigen  Zusammenhang  hinzudeuten  scheinen.  H. 

Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der  Land-  und  Him- 
melscharten. Von  J.  H.  Lambert  (1772)  Herausgegeben  von  A 
Wangerin.  Mit  21  Textfiguren.  Leipzig  1894.  Wilhelm  Engel- 
mann.   95  S. 

Die  Schrift  gehört  zu  „Ostwald's  Klassiker  der  exacten  Wissen- 
schaften" als  Nr.  54.  Sie  bespricht  die  grosso  Anzahl  in  Anwen- 
dung gekommener  Projectionsweisen  nach  ihren  bevorzugten  Zwecken. 
Der  Herausgeber  fügt  am  Schlüsse  die  Erklärung  der  stereogra- 
phischen und  Mercator'schen  Projectionen  bei.  H. 

Ueber  Kartenprojektion.  Abhandlungen  von  Lagrange  (1779) 
und  Gau 8 s  (1822).  Herausgegeben  von  A.  Wangerin.  Mit  2  Text- 
figuren.   Leipzig  1894.    Wilhelm  Engelmann.    101  S. 

Die  Schrift  bildet  Nr.  55.  in  Ostwald's  Kl.  d.  ex.  W.  Sie  ent- 
hält zuerst  2  zusammengehörige  Abhandlungen  von  Lagrange,  in 
denen  die  Aufgabe  der  conformen  Abbildung  der  Rotationsflächen 
behandelt  und]  auf  die  Erde  angewandt  wird  Dann  folgt  die  Be- 
arbeitung der  Aufgabe  der  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
von  Gauss  betreffend  die  Abbildung  der  Flächen  nach  Aehnlichkeit 
der  kleinsten  Teile.  H. 


49  Litterarischer  Bericht  LH. 

Astronomischer  Kalender  für  1895.  Berechnet  für  den  Meridian 
und  die  Polhöhe  von  Wien  (16°  20'  22",3  -  1*  5"  21%9  östliche 
Länge  von  Greenwich,  48°  13'  65",4  nördliche  Breite).  Herausge- 
geben von  der  k.  k.  Sternwarte.  Der  ganzen  Reihe  57.  Jahrgang, 
der  neuen  Folge  14.  Jahrgang.    Wien,  Carl  Gerold'»  Sohn.    162  S. 

Die  Beilagen  geben  folgende  Verzeichnisse:  Grosse  Fixsterne, 
veränderliche  Sterne,  Nebelflecken  und  Sternhaufen,  Bahnelemente 
der  grossen  Planeten  (Saturnsringe),  der  Satelliten,  Asteroiden,  ihre 
Bahnelemente,  periodische  Kometen,  geographische  Positionen,  Ele- 
mente des  Erdmagnetismus  in  Oesterreich,  normale  fünftägige  Tem- 
peraturmittel, Jupiter  und  seine  Monde,  neue  Planeten  und  Kometen. 

H. 


Annuaire  pour  Tan  1895,  publik  par  le  bureau  des  longitudes. 
Avec  des  notices  scienüfiques.  Prix:  1  fr.  50  cm.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils.    825  S. 

Comme  tous  les  ans  ä  pareille  gpoque  V  Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  vient  de  paraitre.  L'Annuaire  pour  1895  renferme 
une  foule  de  renseignements  pratiques  räunis  dans  ce  petit  volume 
pour  la  commoditä  des  travailleurs.  On  y  trouve  6galement  des 
articles  dus  aux  savants  les  plus  illustres  sur  les  Monnaies,  la  Sta- 
tist iqao,  la  Geographie,  la  Miu6ralogie,  etc.,  enfin  les  Notices  sui- 
vantes:  Les  Ondes  atmosphiriques  lunaires;  par  M.  Bouquetde  la 
Grye.  —  Sur  le  Congres  geod&ique  oVInspruck;  par  M.  E.  Tisserand. 
—  L'observatoire  du  mont  Blanc;  par  M.  J.  Janssen.  —  La  Photo- 
metrie Photographie;  par  M.  J.  Jan88en.  —  Rapport  sur  les  propositions 
dTunification  des  jours  astronomique  et  civil ;  par  M.  H.  Poincarä.  In- 
18  de  IV-1826  pages,  avec  2  Cartes  magnätiqnes. 

Gauthier-Villars  et  fils. 
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